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为 了 着 应 广大 在 职 人 员 和 社会 童年 自学 成 才 的 需要 ， 根 据 
国家 建立 高 等 教育 自学 考试 制度 的 精神 ， 以 满足 学 员 自 学 教材 
的 要 求 ， 由 过 和 守信 民 出 版 社 出 版 一 套 大 学 数学 系 自学 从 书 。 

本 从 书 古 由 东北 师范 大 学 数学 系 ， 想 据 教 育 部 规定 的 普通 
高 等 院 校 本 科 必 修 谋 现行 教学 计划 和 布 教学 大 纲 编 写 的 。 考 村 内 
容 系 统 ， 数 据 讽 实 ， 条 理 清晰 ， 深 入 滥 出 ; 每 章 均 有 学 习 指 导 
和 习题 解答 ， 熏 于 自学 。 既 过 刻苦 自学 ， 即 可 无 师 自 通 ， 达 到 
本 科 毕 业 水 平 。 

本 内 书 有 : 空间 解析 几何 、 高 等 代数 、 数 学 分 析 、 商 等 几 
何 、 党 微分 方程 、 复 变 函 数论 、 近 世代 数 、 沁 变 函数 论 、 微 分 
几何、 计算 机 与 算法 语言 BASIC， 概 率 论 与 数理 统计 、 计 算 方 
法 等 。 本 内 书 既 可 供 自 学 上 应试 之 用 ， 也 可 供 大 专 院 校 的 本 科 衬 
校生 和 务 授 生 及 业余 太 学 学 生 使 用 。 

本 从 书 由 于 水 平 所 限 ， 不 当 之 处 让 所 难免 ， 我们 热诚 希 望 
广大 自学 读者 批评 指正 。 
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第 一 部 分 “近世 代数 


第 一 革 ”基本 概念 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 介绍 学 习 这 门 课程 的 预备 知识 以 及 近 
世代 数 的 几 个 最 基本 的 概念 。 近 世代 数 的 主要 研究 对 象 蚌 代 数 
迟 系 ， 而 代数 体系 是 建立 在 集合 概念 基础 之 上 的 ， 所 以 我 们 从 
集合 谈 起 


$1 集 合 


人 们 观察 某 种 客观 事物 ， 其 观察 对 象 一 般 总 是 隶属 于 某 一 
确定 的 范围 ， 所 有 观察 对 象 都 六 该 范围 之 内 ， 而 在 该 范围 之 外 
的 则 者 不是， 例如 我 们 调理 一 个 班级 的 学 生 的 健康 情况 ， 那 么 
这 全 班 的 每 个 学 生 部 是 调查 对 象 ， 这 个 班 以 外 的 人 都 不 是 调查 
对 象 。 我 们 把 某 一 范围 内 的 对 象 全 体 叫 做 一 个 集合 ， 组 成 一 个 
集合 的 每 个 对 象 叫 做 这 个 集合 的 元 束 (或 元 ) 。 于 是 一 个 班级 
的 学 生 全 体 是 一 个 集合 ， 这 个 班级 的 每 个 学 生 都 是 这 个 集合 的 
元 素 。 今 后 我 们 用 大 写 拉丁 字母 4、B、C、… 表 示 集 合 ， 小 写 
拉丁 字母 6、b、c、… 表 未 元 素 , 当 a 是 集合 4 的 元 素 时 ， 记 为 
a 气态 ( 读 作 a 属于 4) 或 A433 a { 读 作 有 4 含 着 a )。 当 a 不 是 
4 的 元 素 时 ， 记 为 aE 4( 读 作 a 不 属于 A) 或 43a ( 读 作 太 
不 含 着 aa) ， 

我 们 在 以 前 的 学 习 中 ， 己 经 接触 这 大 景 的 集合。 例如 ， 全 
体 自 然 数组 成 一 个 集合 ， 则 做 白 然 数 集 ， 记 为 N， 全 体 整 数组 
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成 -个 集合 ， 囊 做 整数 集 ， 记 为 也 : 全 体 有 理 数 组 成 一 个 集 
侣 ， 了 叫做 有 理 数 集 ， 记 为 台 ， 全 体 实数 组 成 一 个 集合 ， 叫 做 实 
数 集 ， 记 为 晴 ， 全 体 复数 组 成 一 个 集合 , 惠 敌 复数 集 , 记 为 C 
数 域 FP 上 上 的 全 体 4 阶 方 阵 组 成 集合 对 : (CF)， 数 域 了 上 的 全 
体 多 项 式 组 成 集合 FLxJ， 
自然 ， 四 个 数码 1，2，3，4 组 成 一 个 集合 ， 甲 、 乙 两 个 人 
组 成 一 个 集 台 。 一 和 股 地 ， 由 有 限 个 趣 素 组 成 的 集合 叫 艇 有 限 
集 ， 巾 无 限 多 个 元 崇 组 成 的 集合 叫做 无 限 集 . 
对 于 一 个 集合 4 来 说 ， 如 果 能 够 把 4 的 每 个 元 素 都 确定 出 
来 ， 那 么 集合 4 就 确定 了 .于 是 有 时 我 们 用 列 淮 4 的 所 有 元 素 
的 方法 表 记 4。 例 如 4 是 由 元 素 a ，b ,6c 组 成 的 ， 则 将 委 表 为 
A={a, bp, c} 
或 
Aig, b,ce 
其 中 花 插 号 里 或 “; 2 之 后 列 入 4 的 全 部 元 素 ， 当 元 素 过 多 不 
恒 全 部 列 入 时 ， 则 先 列 入 4 的 部 分 元 素 ， 再 用 删节 号 表示 其 余 
元 素 。 比 如 可 将 自然 数 全 NN 表 为 
N={1, 2, 3, "*} 
N :1, 2, 3 
表示 集合 的 另 一 种 方法 ， 是 通过 这 个 集合 的 元 素 所 具有 的 
属性 去 表示 它 。 当 集合 4 的 每 个 元 素 都 满足 某 个 条 件 ， 而 且 不 
属于 有 的 元 素 都 不 满足 这 个 条 御 时 ， 可 用 这 个 条 人 忻 描述 A， 
A={A|| _|} 
其 中 位 置信 记 入 表示 妇 的 元 素 的 字母 ， 位 置 | 二 | 记 入 4 的 元 
素 所 满足 的 条 件 。 如 
站 ={x|xE 及 ，22 一 2= 人 1 
表明 4 是 由 满足 方程 式 粒 -2=0 的 全 体 实 数组 成 的 集合 ， 即 二 
次 方程 x? ~ 2 =0 的 所 有 实 根 的 集合 ， 亦 即 4 = {5, - 他 }， 
为 了 减少 完 长 叙述 ， 有 时 采用 下 列 记 续 ，“Y2 ， 读 和 必 
“对 于 每 个 ” , 六 ， 读 作 4“ 推 得 ” ， 1 ， 读 作 下 
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于 而 封 只 要 ”。 这 些 记号 世 可 读 作 其 他 的 同 久 语 。 

设 A，B 是 两 个 集合 ， 如 果 妇 的 每 个 元 素 都 属于 B， 则 说 
太 是 B 的 子 集 ， 记 为 有 4 三 B( 读 作 ， 轨 会 在 B 里 ) 或 B 二 A ( 读 
作 ，B 包含 着 丸 】 ， 当 及 不 屁 B 的 子 集 时 ， 记 为 A 和 千 8B， 

显然 三 有 二 信 Wa A 有 有 0EB,， 例如 N 是 Z 的 子 集 ，Z 
也 是 Z 的 于 集 ，, _ 

如 果 4SB 且 BSA， 刚 说 4 与 召 相等 ， 记 为 A4=B， 显 然 
入 = 了 BYaqatABA 有 有 aE B， 而 且 WbCB 有 DEA, 

如 果 A 与 B 昌 A 关 B， 则 说 4 吓 B 的 真子 集 ， 记 为 ACB. 
显然 A 二 BB 志 记 YaEA&A 有 aEB， 而 且 存 在 BE B， 合 得 bE A， 便 
如 六 是 2 的 真子 集 。 

定 光 1 不 含 任何 元 素 的 集合 叫做 空 集 ， 记 为 上 由。 规定 由 
是 尾 一 集合 的 字 集 . 

例如 ， 多 项 式 f(x) = x?: 一 2 的 有 悍 根 的 集合 ， 速 度 超过 光 
速 的 飞机 的 集合 都 是 空 集 。 

设 A，B 是 两 个 集合 ， 则 由 一 切 既 属于 有 A 又 属于 8B 的 元 素 
组 成 的 集合 叫 敌 及 与 8 的 交 ， 记 为 太 介 B，。 凤 A 人 B= 人才 所 向 
且 xEB)。， 易 证 ,六 人 B= 有 太守 计 ACB， 事 实 上 ,如 果 有 六 门 B= 有 A， 
出 YaEA 有 有 a 站 个 B， 从 而 9B, 故 A 三 B， 反 之 , 如 果 有 AAASB， 
则 一 方面 YbEANB 有 5EA， 荔 一 方面 Yc 人 CA 有 cEB， 从 而 
ccANB, 于 二 ANMB=A. 

当 有 4 介 B 关 目 时 ， 则 说 及 与 相交 当 有 B= 中 时 ， 则 说 
4 与 避 不 相交 ， 

设 入 ，B 是 两 个 集合 ， 则 由 一 团 属于 妇 或 者 属于 B 的 元 素 
组 成 的 集合 叫做 由 与 如 的 并 ， 记 为 4UB， 即 AUB= {x|xEA 
或 xEBT， 

易 证， 由 JJ 刀 = 了 < 六 4 二 了 《证明 留 给 读者 ) ， 

说 4， 绊 是 两 个 集合 ， 则 由 一 切 属 于 了 但 直属 于 4 的 元 素 
组 成 的 集合 叫做 及 在 B 中 的 余 集 ， 记 为 B\A, 即 B\A= {x|xE8 
i x 六 }, 


当 甩 BH 时 ，B\A 思 做 及 在 B 中 的 补 集 ， 此 时 ， 把 A\A 记 为 
A 

显然 ，4U 4 -BANA’= 四 ， 

俩 如 ， 访 A={1,2},B={1,3,4},C= {3,4} 时, 则 4 门 日 = 
‘11 AAUB={1，2，3，4}， A= 113，4}。 记 基 8B 的 子 集 ， 
CC 在 B 中 的 补 集 C = {1}， 有 碌 与 B 相交， 及 与 C 不 相交 、 请 注 
意 集 合 {1}， 它 是 由 一 个 元 索 1 组 成 的 。 集合 {1} 和 元 素 1 有 区 
别 ， 对 8 来 说 ，{1} 是 BB 的 子 集 ， {1}CB，, 而 1 是 8 的 元 素 ; 
l1€EB. 

集合 4 的 -一切 子 集 所 组 成 的 集合 叫做 及 的 窒 集 , 记 为 
P(A4)， 即 P(A) = 14XIXCA}。 这 里 要 注意 ， 久 在 太 中 是 子 集 
合 ， 大 在 P(4) 中 则 是 元 未 。 例 如 ，4 = {1，2，3}， 则 P(A) = 
{8, {1}, 12}, {3}, {1, 2}, {1,，3},，{2，3}， AA}, 

设 A ,8B 十 两 个 集合 , 则 A 的 每 个 元 素 4 与 的 狂 个 元 素 b 
所 做 成 的 序 对 (a， 仿 的 全 体 虽 做 有 A 与 的 向 卡尔 (Descartes) 
积 ， 记 为 和 AxB， 即 AxB={(g, |aEA，bEB}， 例如 ， 
A=t{g, b, ec}, B={x; y},， 风 AxB={(0, x),， (9 WD, 
CB， 和 ，b， 各，(c，X)，(c， 起 }， 实数 集 (实数 轴 ) 玉 与 
其 自身 的 第 卡尔 积 及 x 玉 就 是 实 平 面 全 体 点 的 集合 。 

设 Al，Az，……'， 有 及， 是 个 集合 ， 则 它们 的 第 卡尔 积 是 
XXX = agg ) [a EA, i=1,2,.,n}, 

集合 的 交 和 并 概念 可 推广 到 任意 多 个 集合 的 情形 。 为 了 容 
易 分 清 层次 ， 有 有 时 把 由 集 合 散 为 元 素 所 组 成 的 集合 叫做 族 。 例 
如 ，44 的 宕 集 P(4) 就 是 4 的 所 用 子 集 族 ， 设 {4i1iEI 是 任 一 
集合 族 ， 其 中 每 个 A， 都 是 集合 ，T 是 所 有 4， 的 下 标的 集合 ， 
于 基 这 个 集合 族 的 交 ( 记 作 中 4;) 规定 为 

NAi={x| ViCl:xE A,} 
这 个 集合 族 的 并 (证 作 UU 有,》 规定 为 
时 A 4x| 存 在 j 人 1 使 x€ 4,】} 


村 是 
1 设 上 = 有 ，2，3， 生 ， 瑟 = {2，4,，6，8}, ={2， 壬 。 写 出 
站 门 丰 ，4UB， 由 1 日 ， 昌 | 站 ，PA) 以 及 如 务 草 在 鼻 和 吾 中 的 补 集 。 

2 设 太 ， 避 ，C 都 是 集合 ， 证 朋 下 列 等 式 ， 

(1) 大 等 律 ， 六 们 六 = 态 ，AUA= 罗 

2) 结合 律 : (ANnBNC= 有 AN BNC) 
cAUBUC=AUBUC) 

(3) 交换 律 ，ANB=BNA,，AUB=BUA 

9 分 已 律 ，ANCBUC)= ANBUIANCI 
AUIBNCY = (AUBIN AUC) 

《5 了 豚 收 律 : AUtANB)=A,， AN(tAUB}=AA 
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上 节 讨 论 了 集合 的 概念 ， 在 我 们 的 研究 中 所 时 到 的 一 些 集 
合 往往 不 是 孤立 的 ， 它 们 之 间 存 在 着 各 种 各 样 的 关系 。 现 在 我 
们 来 讨论 在 两 个 集合 之 间 建 立 联系 的 一 种 手段 一 一 映射 。 

定义 1 对 于 给 定 的 集合 A 和 B， 如 果 存 在 一 个 法 则 9， 
通过 它 ， 4 中 的 每 个 元 素 a ， 都 在 纪 中 确定 唯一 的 元 素 o' ， 则 
法 则 外 叫 做 4 到 她 的 一 个 映射 ， 记 为 


Pp: A 一 >B 或 4 一 >B 
和 叫做 中 的 定义 域 ， 尾 叫做 9 的 值 域 。 元 素 必 叫做 e 在 vq 之 下 
的 象 ，a 叫 舌 a 在 之 下 的 一 个 原 象 ， 记 为 
pp; fa 或 pla) = a 
例 1 谈 y=j(%) 是 定义 在 C0，13 上 的 实 值 函数 ， 这 是 集 
合 [0，17 到 实数 集 及 的 一 个 映射 ， 用 我 们 现在 的 表示 法 就 是 二 
C0，12 一 >R。 实际 上 ， 微 积分 中 所 见 到 的 单 值 函数 都 是 映 
射 。 
例 2 设 A={x, y, 2}, B= {a, b, c, a}. 


Pr: X30 yh, ze 
是 和 到 电 的 上 映射。 注意， 在 o 之 下 无 原 象 。 它 表明 ， 上 映射 值 
域 中 的 元 素 不 必 部 有 原 象 ， 
pia: Xa 0 Zhb 
是 A 到 B 的 映射 注意，x 和 了 7 的 象 都 是 a ， 这 说 明 ， 映 射 的 
颗 交 域 中 的 不 同 元 素 可 以 有 相同 的 乏 ， 
Pa: 让， 上- 六， 有 >， 一 
不 是 4 到 互 的 映射 。 这 是 因为 ms 为 < 确定 了 两 个 不 同 元 素 ae 和 
b 懒 为 象 ，x% 的 象 不 唯一 ， 不 符合 映射 定义 。 
和 4 Xa yb 
9: 设 有 给 z 确定 象 ，qs 不 是 和 4 到 8 的 贞 射 ， 
例 3 设 A=Z，B8-{2ninEZ} (所 有 偶数 的 集合 ) ， 
Yhn 人 E22 宦 闵 
VP: NR 2 
pi: Hi dn 
ps: n>n, B21n 
n>n+i, 2}n 
Ppa: n> |n|l, 32)n 
n> |n+1|， 当 2n 
这 四 个 法 则 都 适合 映射 的 定义 ， 都 是 整 儿 集 莹 到 偶数 剑 马 的 映 
射 ， 
例 4 设 丰 =M,(F)《 数 域 F 上 所 有 nn 阶 方 阵 的 集合 ) ， 
B=10, 1, 2,…， }， 则 
Pa) 
是 MCF) 到 B 的 映射 
例 5 设 A=F[x] ( 数 域 F 上 所 有 多 项 式 的 集合 ) ，Bl = 
10, 1, 2 ); Bs =~c0,， 0,，1，2，,，…}), 令 
中 1: fx)} > degl (x) 
Pz: Fx) HF degf (x), YB f(x) <0 
fx FF 一 co YG fx) =0 


册 于 零 多 项 式 帮 xz = 0 在 gi 之 下 无 象 ， 所 以 gp 不 是 FCxj 到 召 的 
上 映射。 而 ;是 FCx 到 B; 的 映射 ， 

例 6 设 4= 巨 YaE4 令 

前 站 上 一 > 站 

则 是 4 到 4 的 一 个 归 射 。 此 胰 射 叫 和 若 4 的 恒 竺 变换 ， 通 常用 
JTJ 表示 4 的 恒 等 变换 

设 p 是 和 到 B 的 腕 射 ，S 刁 , 则 称 集合 T= {9gf(s) 15EGS] 为 
5 在 Fp 之 下 的 象 ， 记 为 p(S) =T， 显 然 9 的 ) 守 B。 特别 地 ， 当 
S= 及 时 ，wp( 态 ) 叫做 映射 9 的 象 ， 记 为 imy =p C4)。 设 VB， 
则 集合 口 = {uiytm) EVY 岂 和 散在 % 之 下 的 完全 原 象 ， 记 为 
P10V) =U。 当 Y=f{x 时 ， 把 pg-i({x})) 记 作 pic ， 显 然 
9p (二 4， 特 别 地 ，9-1(B) =4。 请 读者 留意 ， 符 号 1CV) 
中 的 9 不 表示 上 映射， 在 后 面 另 四 场合 还 将 采用 这 个 符号 ， 但 
涵 交 与 此 不 同 ， 

定 尺 2 设 p，4 都 是 4 到 昌 的 映射 ， 如 果 YaecEA4 均 有 
Ppta) = 业 (q) ， 则 说 映射 9 与 映射 区 相 等 ， 记 为 gp =v， 

例如 ， 设 A={0，2}，B={0，4}，YX 忆 EAA 令 

Pl: KF xX, Bz: XH 2 

最 然 pl，qp: 都 是 A 到 BB 的 腕 射 。 尽管 从 形式 上 看， 它们 是 不 同 
的 ， 但 是 对 这 里 确定 的 4 和 吾 来 说 ， 由 于 p100) = 0 一 wp2(0)， 
tf2) =4=a(2)， 所 以 9 = gz， 

映射 相等 的 定义 表明 ， 两 个 瞻 射 只 要 定义 域 不 同 或 者 值 域 
不 同 ， 它 们 便 是 不 同 的 上 映射。 但 是 为 了 叙述 简单 起 见 ， 对 下 述 
两 种 情况 ， 我 们 做 例外 的 约定 ， 设 由 是 直到 吾 的 上 映射， 如 果 8 
是 4 的 真子 集 ， 则 把 多 也 看 做 是 3 到 吾 的 喘 射 如果 ip = 
荐 B 的 真子 集 ， 则 把 9 也 看 做 是 A 到 C 的 映射 ， 

定义 3 设 p:， 有 万 一 B， 如 果 YWa,， bECEA， gb， 有 g(a) < 
玉 tb) ， 则 驶 叫做 单 射 ， 如 果 ime = 8， 则 vp 叫做 满 射 ， 如果 
既是 单 射 又 是 满 射 ， 则 q 叫 敌 双 射 . 

9 是 单 射 时 ， 表 明 中 的 每 个 元 素 在 4 中 的 原 象 不 能 多 于 1 


了 


个 ， P 是 满 射 时 表明 ，B 的 每 个 元 素 必 在 和 4 中 有 原 象 ，q 是 双 
对 时， 表明 妇 的 全 体 元 素 可 与 B 芍 全 体 元 素 一 个 对 一 个 地 对 应 
起 来 。 特 别 起 ， 当 有 妨 、B 之 一 是 有 限 集 时 ， 另 一 个 也 必 是 有 限 
集 ， 而 且 妇 与 B 的 雹 素 个 数 相 等 。 双 射 是 一 种 重要 映射 ， 后 面 
将 做 进一步 讨论 ， 

例 3 中 的 9 是 驱 射 ，%: 是 单 射 但 不 是 满 射 ，qp3 是 满 射 但 不 
旦 单 射 ，qi 虐 不 基 单 射 也 不 是 满 射 。 例 6 中 的 恒 等 变换 是 双 
射 ， 

定义 4 设 A，，C 是 三 个 集合 ,，p ;AB, ;BB 一 
C， 则 4 到 5 的 映射 y，aF->yp(0))，YWaEfA， 叫 做 gp 与 沙 
的 合成 ， 记 为 m=。 

例 7 设 A={a, b},， B={1, 2, 3, 4}, C= {x,y,z}, 

pp: ri. bi—>3 
bb: Ix, 2->Yy, 3 7z, 4 7 
则 多 和 和 东 分 别 是 及 到 情 和 台 到 忆 的 映 对 ， 它 们 的 合成 是 
Bo: a ppm) = 1) =x 
b> pp (bh)) 一 动 (37 =z 

值得 注意 的 是 ， 不 是 任何 两 个 映射 胡可 以 做 合 威 ， 能 敌 合 
成 的 两 个 映射 必须 而 且 只 须 第 一 个 映射 的 信 域 与 第 二 个 遇 射 的 
守 义 域 相同 。 还 这 注意 ， 为 了 便于 计算 ,在 合成 的 记号 #9 中 ， 
把 第 -一 个 映射 p 列 在 第 二 个 映 庄 由 的 右边 。 参 加 合成 的 两 个 映 
射 的 需 序 :一般 不 可 颐 例 ， 尽 管 pqp 吓 映射 合成 ， 但 是 可 能 py 无 
意义 (的 值 域 不 等 于 的 定义 域 )》 例 7 便 是 如 此 ， 有 时 虽然 
9 有 意义 ， 但 gy 天 好 ， 所 以 一 般 的 映射 合成 不 满足 交换 律 。 
然而 映射 全 成 满足 结合 律 ， 


定理 1 设 4-2 Bc TY D 则 
Ye) = (yp op 
证 明 首先 ， 由 所 给 条 件 知 p(y8) 和 (Dw 是 具有 相同 定 
义 域 A 和 相同 秆 域 D 的 两 个 映射 ， 
8 


其 次 证 肯 这 两 个 映射 对 有 的 每 个 元 素 的 作用 效果 相 疗 ， 
YaCA 有 
CyL yp) 3 a) = pC (BE) C0 1 = pL C0) } 3 
CPP pI) = Cy CP) ) = pL Cg (a) )) 
即 
Cp tp to = CrP (a) 
由 映射 相等 的 定义 得 
Y CP) = (pO 证 完 ， 


关于 映射 合成 ， 还 有 两 个 明显 的 性质， 其 一 是 ，A 一 -> 


CC， 风 当中、 忆 都 是 单身 时， 如 必 是 单身 当 p、 污 
都 是 满 射 时 ， 如 必 是 满 射 ， 从 而 ， 当 中、 旦 都 是 双 射 时 ，W 
必 是 双 射 。 其 二 是 , 设 p; A- 一 B, 刚 gl =p， Tag = 
其 中 和 1 分 别 是 4 和 妊 的 伍 等 变换 


现 证 明 ， 如 果 4 B 一 > C， 则 当 9 ， 消 都 是 意 射 时 ， 
Ww 此 是 单 射 《 其 余 的 证 明 留 给 读者 ，》 事实 上 ，Ya，bE4， 
如 果 a 友 5， 则 因 匀 是 单 射 ， 有 wm (a) 去 wp tb)。 再 因 汪 是 单 射 ， 有 
万)) 天 吉 (中 )， 即 (pgp) (gg 天 (89) (6)， 于 是 好 是 单 射 ， 

十 面 利用 映射 合成 给 出 上 映射 是 双 射 的 判定 条 件 ， 为 此 先 给 
出 道 映射 的 概念 ， 

定义 5 设 p，A 一 >B， 如 果 存 在 :; B 一 一 > A ， 使 浊 
yy = 了 4 县 gt= Iz， 则 和 叫做 图 的 道 映射 ， 上 共有 送 映 射 的 映射 叫 
做 可 送 映 射 ， 

牢 等 困 数 中 的 指数 函数 ， 对 数 函 数 ， 比 性 代数 中 的 可 道 线 
性 变换 ， 本 节 例 3 中 的 gz， 例 8 中 的 刘 等 变换 都 是 可 道 映 
射 . 

由 道 映射 的 定义 可 直接 挫 得 ， 洲 妆 是 PP: 4 一 > 8 的 逆 映 
射 ， 则 对 于 任意 的 2EA，a’ 全 B 有; pfo) = 人 >(a') = 人 

举 实 上 ， 和 如果 yp (ta) =a’， 风 将 (0)) =Vta’)， 即 I (a) = 
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la)， 所 以 ，a= 划 (gq'》。 反 之 ， 如 果 Ca) = 4 出 四 (4 )) = 
Pa) Ri (a) = (0)， 得 a’ = (0a), 
出 道上 映射 的 定义 还 可 直接 推 得 ， 恕 有 果 P， 有 一 > BB 是 可 道 
的 ， 央 的 道 映 射 唯 --…. 
事实 由 ， 设 东风 邦 是 的 道 映射， 册 有 
dp = = T= pw 
于 是 
B= Tp = Cp P= PD = = 
现 把 可 逆 上 映射 多 的 瞧 一 的 逆 轴 射 记 为 w+ 
册 闭 映 躺 的 定 尽 还 可 看 出 ， 如 果 外 是 可 赣 上 映射 ， 那 么 p71 
也 是 可 赣 的 ， 而 且 中 就 是 9 1 的 逆 映 射 ， 即 
(时 一 和 
现在 我 们 来 证 明 ， 双 射 与 可 道 映 射 本 质 上 的 一 致 性 。 
定形 2 VP: 4 一 也 是 可 道 映射 必要 而 且 只 要 9 是 双 
射 。 
证 明 ”充分 狂 ， 假 设 和 是 双 射 ，Ye EBDB， 当 gp(a) =a'， 
站 忆 态 ， 令 
VB: a E>a, BD Ya’y =a 
下 面 说 明 站 是 8B 到 胞 的 爱 射 。 按 上 上 面 规定 ，B 中 的 元 岩 ar 
在 站 之 下 的 象 是 a 在 9 之 下 的 原 象 ee。 因 为 申 是 双 射 ， 所 以 召 
中 的 任意 元 a' 在 4 中 必 有 原 象 ， 而 且 唯 .…。 因 此 ， 区 是 了 到 和 
的 驶 射 。 下 面 证 明 委 是 下 的 道 映射 ， 
显然 旺 和 I 的 定义 域 和 值 域 部 是 A，qgy 和 1 的 定义 域 复 值 
域 都 是 B。 而 且 ， 
Pp a) = Bp) = =ae=Tta, YoaEA 
所 以 ，y9p 1。 YWa EB 有 
yhta) = ya)} = pla -a .Tta’) 
故 
pu: 
因此 少 是 中 的 道 映射 
19 


必要 性 ， 假设 只 是 可 道 的 ， 则 存在 遂 贞 冉 p -1， 使 中 四 = 
J 外 = 于 是 Ye GEB， 有 Da 一 af A; 
pa = gp Ca)) :pp a): To =a 
这 说 明 申 是 注射 。 Ya，BpE4， 假 设 p(a =ytb)， 则 
mip) = mip Db)) 
gimp = pb, Tla) =T(b}, a=b 
攻 P 是 单 叶 。 于 是 是 双 射 ， 必 要 性 得 证 ， 证 完 ， 
定理 2 表明， 判断 一 个 映 庙 是 否 是 可 道 的 ， 可 以 通过 判断 
它 是 否 是 双 射 来 确定 ， 
在 本 节 景 后 部 分 ， 我 们 讨论 一 类 特殊 的 观 射 一 一 定义 域 和 
值 域 相同 的 映射 ， 
定义 6 4 到 和 的 映射 中 叫做 4 的 一 个 变换 ， 当 m 分 别 是 
单 射 、 满 射 、 双 射 时 ， 则 中 分别 叫做 有 的 单 〈 一 一 )》 变换 、 满 
变换 、 双 变换 . 
几何 中 的 于 移 ， 旋 转 ， 位 似 都 是 变换 ， 线 性 空间 的 线性 变 
换 ， 和 矩阵 的 相 亿 变换 等 也 都 是 变换 ， 一 个 集合 4 的 恒 等 变换 14 
是 4 的 双 变 换 ， 
前 面 对 于 映射 的 讨论 自然 也 适用 于 变换 ， 特 曾 是 ， 思 的 任 
意 两 个 变换 pp、» 都 可 以 做 合成 ， 而 且 它 们 的 合成 姑 仍然 是 A 
的 一 个 变换 。 在 下 一 节 ， 我 们 将 看 到 ， 正 是 由 于 这 个 性 质 ， 合 
成 确定 A 的 所 有 变换 集合 的 一 个 代数 运算 ， 它 对 研究 该 变换 集 
合 的 代数 性 质 将 起 重要 作用 。 
如 果 ww、Y 分 别 都 是 单 变换 ， 满 变换 ， 双 变换 ， 那 双 姑 也 
分 别 是 单 变换 ， 满 变换 ， 双 变换 ， 
假 设 中 是 4 的 变换 ， 如 果 9 是 4 到 4 的 可 闭 映 射 ， 则 四 叫 
做 上 的 可 道 变换 ， 9 的 道 映 射 pg 天上 和 仙 间 的 道 变换 。 由 定理 2 
知 ， 是 可 道 变换 的 充 要 条 件 是 ， 站 是 双 变 换 ， 
在 第 二 章 群 论 中 ， 有 限 集合 的 可 逆 变 换 将 反复 做 为 例子 出 
更， 这 里 有 必要 和 做 进一步 讨论 ， 
定理 3 设 4A 是 # 元 有 限 集 合 ，m 是 4 的 一 个 变换 ， 则 9 
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是 可 递 变 换 < 拓 > 站 是 单 变换 < 二 9 是 满 变 换 。 

证 明 当 $ 是 可 逆 变 换 ， 则 由 定理 2 知 ， 圈 是 单 的 ， 也 荐 
满 的 . 

另 一 方面 ， 设 是 4 的 单 变换 ， 则 jmp 丘 A 是 7 个 元 素 的 
集合 ， 于 是 imgp = 态 ， 从 而 站 是 满 变 斤 ， 以 之 ， 设 是 满 的 ， 
则 img = 态 。 和 如 果 间 不 是 单 的 ， 必 有 入 中 涉 同 元 案 4a,b 使 pa) = 
P00)， 此 时 ，imp 的 元 素 个 数 必 个 于 nt， 这 与 im = 4 相 了 矛盾， 
浙 以 Fp 必 是 单 的 。 总 之 ， 只 著 由 是 单 的 或 着 是 满 的 ， 那 各 9 就 
是 可 道 的 ， 证 完 ， 

今后 把 ?元 有 限 集合 4 的 可 逆 变 换 虽 做 4 的 年 换 ， 也 叫做 
如 元 重 摘 。 对 于 置换 ， 我 们 给 出 特 计 的 表示 记号 . 

设 4= fei qz，…:，4wj 是 一 个 元 有 有 限 集 合 , 为 了 书写 
简便 ， 把 元 素 gy，a2，"…:，as 分 别 用 1，2，…，H# 表 示 ， 于 是 
4={tl1，2，…，H} 。 请 读者 记 住 ， 这 里 的 数码 只 是 抽象 的 元 
素 记 号 ， 去 掉 了 它们 本 来 的 数字 涵义 ， 

设 9 是 4 的 一 个 置换 ， 可 表示 成 

y; 1 pp(1) 
2 一 > 由 (2 


|- 一 > pp (i) 


nt op (ny 
在 这 里 ，4 的 每 个 元 素 i 以 及 与 它 对 应 的 象 都 明确 地 列 出 
来 ， 清 楚 地 表现 了 置换 pp 。 现 将 表 (1) 转 置 并 略 去 “一 >”， 
改写 成 


1 2 I nn 
( ) (2) 
1) Pp) pi pn) 
这 个 表 同 样 清楚 地 表现 了 置换 YP 。 烘 的 第 -一行 记 入 及 的 全 部 元 
索 ， 在 每 个 元 素 i 的 正 下 方 第 二 行 的 位 置 上 记 入 i 的 象 pg 中 )， 
] 3 


今后 我 们 重用 (2 》 形 的 天 表示 轿 换 ， 例 如 


( 2 3 和 生 
os) 
表示 是 集合 4-= 全 ，2，3，4) 的 一 个 器 换 ， 而 且 ?Il1) =2， 
v2) = 4, Pe3) = 1, pd) =3. 
根据 上 映射 相等 的 规定 ，. 上 述 置 换 的 记号 中 的 第 一 行 ， 可 以 
不 按 白 然 顺序 排列 ， 只 要 把 相应 元 素 的 象 写 应 下边 有 即 可 ,出 
则 ， 上 边 的 置换 加 了 筑 可 写 为 
$2114 
的 和 
其 次 讨论 置换 的 个 数 问 题 ， 设 4={11，2，…，n}， 用 S。 
表示 4 的 所 有 置换 的 集合 ， 那 么 8, 共有 多 少 个 元 素 呢 ? 也 就 是 
说 ，4 共 有 才 少 个 置换 ? 
我 们 注意 者 【〔2 )》 的 第 二 行 ， 由 于 外 症 44 的 双 变 换 ， 所 以 
第 二 行 怡 好 是 由 上 4 的 所 有 于 个 不 加 的 数码 元 素 ) 组 威 。 如 果 
将 第 一 行 的 数码 按 自 然 顺序 排列 1 2，… M， 则 第 二 行 
PD 和 (2 pg (本 正 是 1，2，…， 殊 的 一 个 全 排列 。 所 也 4 = 
{1，2，……，f1 的 每 个 置换 都 各 决定 一 个 元 全 排列 ， 而 且 不 
同 的 置换 所 决定 的 排 入 由 不 同 ， 反 之 ，1，2，""，X 的 任 一 全 
排列 Prz…r。， 也 次 定 和 的 一 个 置换 乞 
( 2 
1 ) 
而 且 不 同 的 # 元 排 认 所 决定 的 置换 也 不 同 。， 由 此 得 知 ，5; 的 元 
素 个 数 怡 好 等 于 全 体 # 元 全 排列 的 个 数 41， 故 3 是 al 个 元 素 的 
有 限 集 合 ， 例 如，3:，Ss，S 的 元 素 个 数 分 别 是 2! =2，31 = 6， 
41 =24, 
最 后 讨论 置 铬 的 全 成。 前边 已 经 指出 ， 集 合 4 的 任意 两 个 
训 道 变换 的 合成 仍然 是 和 4 的 可 道 变换 ， 气 以 任 二 于 元 置换 的 合 
成 出 仍然 是 丸 元 置换 。 设 pp，#wES， 


i 2 I 六 
9- | 
ml) Pe (nH) 


l 2 ] 1 
， 
wl) Ba 


则 


1 2 j 1 ) ( 1 2 i nh ) 
Dl) B22) C4) PO 四 名) pn) 


( 1 2 ur i Fak 全 ) 


Bp) PPE) yp 


怎样 才能 迅速 地 把 置换 Wy 的 第 二 行 确定 出 来 泥 ? 以 确定 Cp (D) 
为 例 ， 这 是 先 用 9p 作用 i 得 GD，pGD 在 9 的 第 二 行 里 可 查 
到 ， 它 位 于 第 一 行 中 的 i 的 正 下 方 。 其 次 是 用 沙 作 用 g(ti) 得 
up 人 办 )， 这 只 要 在 站 的 第 一 行 中 找到 数码 (站 ， 它 的 正 下 方 
全 是 (pO 他)。， 如 j= 人 ， 则 yp 人 护 》= 二 人 7， 

例 8 设 


则 


上 式 中 的 虚线 表 东 确定 yq (2)) =3 的 观 究 线 路 ，2 | > 


» Pp 
1 > 3， 到 2 一 > 3， 其 余 的 3 人 0) =1， (gp) (3)) =2 也 
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是 辐 标 “ 虱 ” 出 来 的 。 再 如 
(2 -人 1 
3142/"2341 1423 
( 2 3 1 3 4 -人 3 4 ?1 
25413/\51432 32145 
请 读者 把 上 述 司 换 茵 合 顺 序 再 做 合成 ， 从 中 可 以 看 出 置换 合成 
个 满足 交换 律 ， 


习 题 

1 设 太 = {0，1}，B= {0，b}， 试 建立 克 到 旦 的 所 有 映射 ， 并 分 别 
注 明 哪些 是 单 和 时， 洪 射 ， 双 射 忆 及 非 单 非 满 的 贞 射 ， 

2 设 中 是 列 射 ， 旦 和 有意 六 。 证 明 ， 妆 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 
中 是 单身 ; 单 是 注射 的 充分 必要 染 件 是 ?小 是 注射 

3 设 四 是 单 遇 ， 且 争 岂 和 9” 都 有 意 尽 。 证 明 ， 员 = 9 cs 由 = 
» 

4 试 写 出 S53 的 所 有 有 元素， 并 写 出 主 两 个 三 花 症 搞 的 间 戌 。 


85 商 集 与 等 价 关系 


在 我 们 研究 某 一 问题 时 ， 常 常 需 要 对 研究 对 象 敌 分 类 ， 以 
便 有 条 理 地 探讨 它们 的 性 质 、 例 如 生物 学 中 把 所 有 的 生物 分 为 
商 类 《 界 ) ;动物 界 和 植物 界 。 动 物 界 又 分 成 上 类 ( 门 ) ， 植 
物 界 分 成 五 类 《( 门 ) 。 门 以 下 还 要 分 网 、 目 、 科 、 属 、 种 等 。 
这 些 分 类 ， 有 助 于 对 生物 尝 作 系统 地 和 研究， 再 如 对 整数 集 工 进 
行 研 究 ， 可 把 全 体 整 数 分 成 厅 、 偶 两 类 。 同 类 整数 具有 许多 共 
癌 的 性 质 ， 和 掌握 这 些 性 质 ， 自 然 也 加 次 了 对 莹 的 了 解 ， 当 然 ， 
对 整数 集 Z 还 可 敌 另 外 的 分 类 ， 比 如 把 全 体 整 数 分 成 正 、 负 、 
等 三 类 ， 
总 之 ， 对 -个 集合 的 全 体 元 素 做 分 类 ， 是 研究 这 个 集 侣 性 
未 的 一 种 手段 。 在 这 节 里 ， 我 们 将 优 次 回答 两 个 问题 ， 怎 样 才 
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算 对 一 个 集合 做 了 成 荔 的 分 类 ， 分 类 的 依据 是 什么 ， 

对 一 个 党 合生 的 全 体 元 素 择 样 才 算 伏 了 一 次 成 功 的 分 类 
呢 ? 首先 ， 委 的 每 个 元 案 都 必须 分 在 基 个 类 里 ， 漏 掉 一 个 元 素 
也 不 算是 彻底 的 分 类 ; 4 的 每 个 元 素 孝 必须 只 分 在 一 个 类 里， 
三 划分 大 在 两 类 的 同一 个 元 素 ， 不 能 看 成 是 清楚 的 分 类 ， 最 
后 ， 每 个 类 都 须 售 有 4 的 元 素 ， 不 含 元 素 的 类 没有 意义 。 概 括 
上 述 要 求 ， 给 出 如 下 定义 . 

定义 1 设 4 是 任 一 集 侣 ，CSEP(4) (4 的 圭 集 ) ， 如 果 
满足 下 列 条 忻 

C1 及 = LS 
(2) VS, TEO, S#T, 有 SNT- 06, 
(C3) $eEQ. 
则 避 叫 做 A 的 一 个 商 集 ， 龟 的 每 个 元 素 5 叫做 一 个 类 ， 

构造 4 的 一 个 商 集 ， 就 是 对 4 的 全 体 元 素 敌 了 一 次 分 类 ， 

例 1 对 实数 集 RE， 全 体 正 实数 集合 R*， 全 体 负 实数 集 
合 R -和 人 0} 都 是 尺 的 子 集 。 集 族 昌 ={R+， 有 R-，{0)} 满 足 定义 
1 的 全 缉 条 任 ， 是 五 的 一 个 商 集 ， 

例 2 设 4 是 -个 班 全 体 学 生 的 集合 ， 假 如 这 个 班 的 学 生 
共有 四 种 年 龄 :18 岁 ，19 岁 ，20 岁 ，21 岁 。 自 然 可 把 全 班 学 生 
分 成 四 类 :; 全 体 18 岁 的 为 一 类 Tis， 依 此 类 推 有 Tiw， Tao 和 T 了 21， 
集 族 外 = {Tie，T1ig，Tz6， Ta 满足 商 集 定义 的 条 件 ， 是 4 的 一 
个 商 集 , 

例 3 设 F 为 任 一 数 域 ，F[x] 是 F 上 全 栖 多 项 式 集合 ， 
令 

To= {f(x} GEPCXTdegrfgxzl = 0} 
Ti= {f(x) EFCxiI|ldegftx) =1} 
Ta= {f(x) EFCx) |degf (x) = 2} 


上 述 T, 都 是 FCx] 的 子 集 ， 但 集 族 (To，Ti，Tz，…} 不 是 FCx] 
的 商 集 ， 它 不 满足 定义 的 条 件 (1) ， 这 是 关 为 零 多 项 式 不 
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属于 性 何 了 ,， 如 果 令 
了 (04 
则 驴 =4T，To，Ti，Tz，…} 是 F[x] 的 一 个 商 集 ， 

例 4 设 A 是 整数 集 Z 的 全 体 变 换 的 集合 ,Ti 是 2 的 所 有 
单 变换 的 集合 ，Ts 是 Z 的 所 有 满 变 换 的 集合 ，Ts 是 Z 的 既 不 单 
又 不 满 的 变换 的 沫 合 。Ti，T;，Ts 是 和 的 互 不 相同 的 诽 室 子 
集 ， 但 是 集 族 {Ti，Ts，T3s} 不 是 4 的 商 集 ， 它 不 清 足 商 党 定义 
的 条 件 《2》， 比 如 恒 等 变换 TJ; ETinTs， 即 科 作 Ta 关 功 。 

侧 5 对 于 整数 集 Z 设 

0={nEZIn=34 qeZ} 
即 3 的 全 体 整 信 数 的 集合 ， 

1={nEZIn=39+1, gC 2} 
即 除 以 3 余数 为 1 的 全 体 整 数 的 集合 ， 

2={nEZ|In=39+2, gq{ 2} 
即 除 以 3 余数 为 2 的 全 体 整 数 的 集合 ， 

容易 验证 ，Q@={0，1，2 } 满 足 商 集 定 义 中 的 条 件 ， 是 
Z 的 一 个 商 集 ,今后 把 对 Z 这 样 分 得 的 类 六 叫做 整数 集 Z 的 以 
3 为 并 的 剩余 类 ， 同 时 把 此 商 集 记 为 Z3 = 吕 。 

一 般 地 ， 可 取 任 一 正 整 数 m， 今 

0={nCEZ|In= gm, 9EZ} 
1={nEZn=gm+1, gEZ)} 


m-1={nEZIn= gm+ Cm —1), qtrz} 

记 2=-{0，1，…， 可-=1}, 它 是 Z 的 一 个 商 集 ， 其 中 每 个 
类 主 叫 答 整 数 集 的 以 m 为 模 的 剩余 类 ， 

现在 来 回答 第 二 个 问题 ， 分 类 的 依据 是 什么 ? 比如 例 2 中 
把 金 班 学 生 按 年 龄 分 四 类 ， 那 么 这 个 分 类 是 依据 什么 进行 的 
呢 ? 我 们 知道 ， 在 学 生 中 间 存 在 “同龄 ” 《 即 年 龄 相同 ) 这 个 
关系 ， 同 龄 关系 在 此 分 类 中 起 着 支配 作用 ， 有 同龄 关系 的 学 生 
都 在 同一 类 里 ， 没有 同龄 关系 的 学 生 都 在 不 同 的 类 里 ， 而 且 每 


了 了 


个 学 生 都 与 自己 有 同龄 关系 ， 实 际 上 ， 这 个 分 类 是 依据 同龄 闫 
系 进 行 的 ， 

对 一 般 集合 所 悦 的 每 一 个 分 类 ， 也 都 沽 在 着 起 支配 作用 的 
一 种 特 丈 关系， 这 里 我 们 先 对 “关系 ” 这 个 福 念 做 进一步 探 
讨 。 

4 关系 ”一 词 ， 我 们 早 有 接触 ， 诸 如 同学 关系 , 血统 关 
系 ， 同 龊 关系， 实数 的 大 于 (>)》 关系 ， 相 等 《=) 关系 ， 小 
于 <) 关系， 整数 的 整除 关系 等 等 ， 这 里 需要 指出 的 是 ， 就 
一 个 关系 米 说 ， 它 不 是 在 每 个 集合 上 都 有 意义 。 比 如 同学 关系 
在 整数 全 上 就 没有 意义 ， 不 是 整数 集 上 的 关系 ， 著 数 的 整除 关 
系 在 人 的 集合 上 也 没有 意义 ， 不 是 人 与 人 之 间 的 关系 ， 一 般 说 
来 

一 个 关系 尺 〈 表 示 一 个 关系 的 记号 ) 是 集合 4 上 的 关系 当 
且 仅 当 对 4 的 任 二 元 索 4a，b， 能 够 断定 a 对 有 还 是 没有 关系 
R. 

当 a 对 b 了 有 关系 尺 时 ， 记 为 aRb; 当 a 对 b 没 有 关系 民 
时 ， 记 为 0 呆 5。， 于 是 ， 就 一 个 集合 4 和 一 个 美 系 玉 而 言 ， 如 果 
Yo pcE4 必 有 而 且 只 有 aRb 焉 4 及 bp 之 一 成 立 ， 那 么 民 就 是 和 
上 的 一 个 关系 ， 

例 6 对 于 整数 集 名 ， 大 于 关系 “ 汪 ”， 整 除 关系 “|” 
都 是 2 上 的 关系 、 轩 为 Y4，bEZ， 必 有 而 且 只 有 a>b 或 ab 
之 一 成 立 。 辣 样 ， 必 有 而 且 具 有 ajb 或 atb 之 一 成 立 。 如 果 这 样 
规定 RR， 

aRb<>ab Yoa, bEZ 
那 双 显然 尺 是 Z 上 的 一 个 关系 。 有 的 关系 不 官 用 简短 语句 描述 
时， 只 用 记号 表示 就 可 以 了 ， 

如 果 这 样 规 定 R' ;Ya，bEZ, 当 ga, b 向 ( 正 负 ) 号， 则 
AR'by 当 q，b 蜡 号 ， 则 a 及 'b。 那 双 R' 就 不 是 Z 上 的 关系 ， 因 
为 0 野 不 具有 正 号 ， 记 不 具有 负 号 ， 不 能 说 0 与 0 是 辕 号 还 是 
异 号 ，0R'0 与 9 我 ' 0 这 两 者 者 不成立， 

1% 


例 7 设 欣 是 一 个 正 整 数 ，Ya，b 世 ZZ， 规定 
aRb<—>mla—b 
晤 和 加 对 任 二 台 煌 na 和 5， 必 有 mla-b 或 ma 一 bb 之 一 上 成立， 了 肝 
以 民 是 Z 上 的 一 个 关系 ， 设 以 2 除 a 和 上 所 得 余数 分 别 为 +1 和 
r2， 易 知 
mla- b>r,=r; 

事实 上， 由 a=mgt+ri p=mgi+tr， 0s<nm rs fi， 得 
a—b=mg 4) 二 (Pr 一 0 雪 | 广 一 [二 于 。 

当 m a -DH 时， 省 mi 一 让 ， 从 而 fi 一 Fz= 人 和 邦 7=r2， 有 皮 
之 ， 当 == 并 时 ， 因 71 一 ry = 0 有 a 一 b= mtg 一 0 ， 故 机 | 在 一 已 
因此 Zz 上 的 这 个 关系 及 叫 敌 以 mr 为 模 同 余 (关系 ， 

是 不 是 等 个 关系 都 能 用 来 分 类 昵 ? 不 是 ， 试 君 例 6 中 给 出 
的 三 个 关系 ， 

恨 如 依据 类 于 关系 “> 对 了 做 出 了 了 分类， 那么 每 个 类 3 
中 的 任 二 整数 之 问 都 应 有 大 于 关系 。 这 是 做 不 到 的 ， 其 实 ， 当 
acES， 则 aa， 即 ae 与 之 问 就 设 有 大 于 关系 

假如 傅 据 整除 关系 “ 1? 对 了 做 出 了 分 类 。 那 么 对 于 任意 
两 个 不 局 整 数 a，b， 诬 该 能 够 明确 回答 a 与 5 是否 同 分 在 一 个 
类 里 。 这 是 做 不 到 的 。 比 如 对 于 2 和 4 来 说 ， 从 214 来 看 ， 它 
们 同 在 一 个 类 里 ， 但 从 4t2 看 ， 它 们 各 在 不 同 的 类 里 ， 所 以 用 
囚 除 无 法 断定 2 和 4 是 不 是 分 在 同一 类 里 ， 

假如 依据 关系 民 对 忌 做 出 了 分 类 ， 由 于 0 与 每 个 整数 都 有 
关系 只 ，0 必 在 每 个 类 中 。 但 是 不 同 的 类 是 不 相交 的 。 于 是 只 
剩 下 一 种 可 能 ， 不 存在 不 辣 的 类 ， 即 全 体 束 数 都 在 一 个 类 里 。 
这 是 做 不 到 的 ; 正 数 与 负数 之 间 无 关系 只， 不 能 辣 在 一 个 炎 


”由 .上 面 的 分 析 看 出 ， 例 6 中 给 出 的 三 个 关系 都 不 能 用 来 分 
类 ， 了 那么 什么 样 的 关系 可 以 用 来 分 类 昵 ? 下 面 的 讨论 肯 诉 我 
们 ， 等 价 关系 就 可 以 ,而 县 内 有 等 价 甘 系 才 订 以 ， 

定义 2 ” 设 ~ 是 4 上 的 一 个 关系 ，Ya，b，cE4， 如 果 满 
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足下 列 条 人 性 
(1) 及 身 性; a~a 
《2 ) 对 称 性 : 若 a~b 烈 B 一 aa 
《3) 传递 性 ， 若 a~b,，b~e 则 a~e 
则 称 一 是 4 的 一 个 等 价 关 系 ， 
例 6 中 给 当 的 上 的 三 个 关系 部 不 基 等 价 关 系 。 大 于 关系 
无 反 身 性 和 对 称 性 ， 整 除 关 系 无 对 称 性 ， 洋 系 民 无 传递 性 ， 例 
7 中 的 同 余 是 等 价 关 系 。 
现在 我 们 求 指出 等 价 关 系 与 分 类 之 间 的 相互 依存 的 联系 。 
定理 ”集合 4 的 一 个 等 价 关 系 决 定 4 的 一 个 商 集 ;， 及 的 一 
个 商 集 决定 4 的 一 个 等 价 关 系 。 
证 明 ” 先 证 定理 的 第 一 个 结论。， 设 一 是 4 的 一 个 等 价 关 
系 ，YaEA4， 令 
a ={xEAIx~a) 
再 令 
QO= {a laEA} 
下 商 证 明 怠 是 4 的 一 个 商 集 。 
C1) YaeEA， 由 反 身 性 四 eEa， 从 而 aEUa, 放 及 


E 亡 全 
一 Ua。 
中 
(2) Va, bEQ，a 专 如， 有 a 人 门 B= 示 。 否 则 存在 

cEaflb, 于 是 c~a 且 c~b=>a~c 且 c~b 守 a~b， 由 此 可 推 得 
a = 5 的 蕴 盾 结果 素 实 上 ，YxE a， 由 x~a 知 x~b， 得 
xEP， 放 有 acb。 反 之 ， VDyED， 旧 yb 知 y~a， 得 
yCaqa， 帮 a 二 5b。 所 以 a=5， 

(3) Ya EQ， 因 a~a, a( qa， 占 8 尖 溃 ， 

总 之 ， 包 满足 商 集 的 定义 条 件 ， 十 和 的 一 个 商 集 。 名 叫做 
由 一 决定 的 商 集 ， 

其 次 证 明定 理 第 二 个 的 结论 。 改 台 是 4 的 一 个 商 集 ， 
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webpcA 规 定 
a~h 寺 今 存 六 SEQ 使得 a,，bCS 
由 商 集 的 定义 知 ，a，5 或 者 同属 于 一 -个 类 或 者 分 别 属 于 不 同 的 
类 ， 二 于 必 庆 共 一 。 世 以 ， 所 规定 的 ~ 是 A 的 一 个 关系 下面 
证 明 ~ 是 有 A 的-- 个 等 价 关系 ， 
C1》 由 商 集 定义 中 的 条 件 1 知 ，YafA&， 必 有 有 SEQ 使 
得 gaES， 故 一 a， 
C2) Ya biCA， 如 果 o~p， 则 存在 5 CO 使 得 a, bp ES, 
两 个 元 烷 闻 属于 一 个 集合 无 先后 之 分 ,自然 有 5,4ES， 放 b~a。 
(C3) Ya, b,cEA， 如 果 a~#，b~c， 则 存在 $,，T ED 
使 得 a，bES，5，c 亡 T。 由 bESNT 知 SNT 人， 再 由 商 集 定 
义 的 条 忻 《2) 得 5=T， 从 而 a，c ES， 获 a~e， 
综 上 所 述 ，~ 是 丰 的 一 个 等 价 美 系 ， 一 如 做 由 心 决 定 的 萝 
剧 关 系 ， 证 完 ， 
例 8 在 例 7? 中 ， 对 于 整数 集 忆 和 正 整 数 m， 给 出 了 一 个 
等 做 关 系 民 一 一 以 为 模 同 余 ，Ya, bp&EZ， 
Rb < 了 10 一? 
那么 尺 所 决定 的 也 的 商 集 是 什么 ? 
解 由 上 定理 的 证 明知 ，waEZ，a 所 在 的 类 为 
a = {xXEZ|xRa} 
只 所 决定 的 商 集 为 
QO={a'aE 2Z} 
用 m 队 a 得 a=g mt+r，0r<m， rEZ， 则 rE a 于 是 
=T = 人 xEZixRr = {xCZ|Ix- qm+r, EZ} 
显然 a 是 以 mm 为 模 的 剩余 类 ; a EZ ( 见 例 5〉、 反 之 ， 
Yi GZ.， 显 然 有 i EQ， 放 Q@=Z,， 即 以 tm 为 模 同 余 所 决定 
的 商 集 正 是 以 水 为 模 的 剩余 类 商 集 Z，， 、 
还 可 以 证 明 ，Z。 所 决定 的 等 价 关 系 一 恰 是 工 的 区 站 为 模 
间 余 、 事 实 上 上 ， 由 本 节 定 理 的 证 明 敌 ，YWa,，b 夺 包 ， 
g~b 志 六 存在 i EZ 使 5， bE i >m|a-b. 
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2。 与 以 所 为 模 同 余 之 间 的 联系 具有 一 般 性 ， 设 有 为 任 一 集合 ， 
如 果 太 的 等 价 关系 ~ 所 决定 的 商 集 为 @， 那 么 所 天 定 的 等 价 
关系 怡 是 一 ， 作 为 习题 ， 请 读 考 给 出 其 证 明 。 
习 题 

1 是 人， 人 信 

(XxX 和 yy 一》 检 是 整数 

证 明 一 芷 巡 关 及 的 享 价 关 系 。 . 

2 证明 音 = ”是 民 的 等 价 关系， 并 和 写 出 它 了 所 决定 的 痊 集 ， 

3 结 出 整数 集 台 的 一 个 恰 售 四 个 元 过 的 商 集 和 ， 并 求 齐 她 所 决定 的 
音 愉 关系 一 。 

4 设 4=f1o，p， c，dl， 斌 给 出 4 的 :个 等 价 闫 系 。 

5 允 4= 1，p，c， 络 出 一 个 关系 一 ， 使 一 有 具 右 对称 性 、 传 递 性 
悍 无 扩 生 性 ， 


34 代数 体系 


前 已 指出 ， 近 世代 数 的 主要 研究 对 旬 是 代数 体系 。 居 为 对 
以 后 儿童 研究 具体 代数 体系 的 准备 ， 本 节 概 播 地 介 绍 这 一 概 
念 。 

除 集 会 而 外 ， 代 数 居 系 的 另 一 组 成 部 分 是 代数 运算 ， 我 们 
先 从 代数 运算 讨论 起 ， 这 个 词 我 们 时 有 接 租 ， 如 数 的 四 则 运 
算 ， 和 多 项 式 的 加 、 减 、 乘 运算 ， 算 了 泗 的 加 、 飞 运算 ， 数 与 窜 阵 
的 乘法 等 都 是 代数 运算 现在 我 们 把 这 个 概念 推广 到 一 般 集 合 
上 去 ， 

定义 ] 设 A，8B8,C 是 三 个 非 空 集合 则 AxB 到 C 的 任 
一 映射 "时 壤 4 与 吾 到 C 的 一 个 代数 运算 ， 简 称 为 运算 。 当 
A=B=C 时 ， 则 A 与 A 到 有 的 运算 叫 敌 和 AA 的 运算 *， 

设 *。 "是 A 与 了 到 马 的 运算 ，Y (a,b) CAXxB; 如果 《ay 上) 

当 s 基 入 的 运算 财 ， 有 有 了 肝 也 说 六 对 下 as 封闭 。 
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在 “oe? 之 下 的 象 是 ce EC, 人 依照 映射 记 法 ,本 应 写作 习 (a,b)) = C。 
但 为 了 适应 通常 的 习惯 ， 必 成 g"b = c， 
刁 1 说 已 是 复数 保 ，Ya，BCC 规定 
aol: 《作为 ) a+b 
so (a, b) <—4aeb 
因为 和。 都 是 CxC 到 CC 的 上 蜡 射 ， 所 以 1 和 os 都 是 C 的 运算 。 
按 约定 写法 应 记 作 
nab-a+b 
dm = bh 

上 面 记 定义 的 两 个 运算 和; 怡 是 复数 的 加 法 和 乘法 ， 即 
通常 的 加 法 和 乘法 都 是 C 的 代数 运算 , 

例 2 设 下 是 一 个 数 域 ，V(F) 是 FF 上 的 线性 空间 ， 用 类 
似 傅 1 的 讨论 方法 可 以 看 出 向量 加 法 是 VY(F) 的 运算 ， 数 乘 
问 量 的 乘法 是 与 Y(F) 到 VY (DD) 的 运算 ， 

例 3 Ye pbE 及 ， 规 定 

qb= maxta, b] 
qzbh = minLa, b) 
因为 :和 :都 是 及 x R 到 卫 竟 映射 ， 所 以 都 是 卫 的 运算 ， 即 对 
任 二 实数 取 最 大 数 和 有 取景 小 数 都 是 实数 集 RR 的 运算 
例 4 设 A 是 尾 一 集合 ，vwS，TCEP(A)， 规 定 
So T=SUT 
ST = SNT 

天 "和 。: 都 是 P(A) xP(A) 到 P{4) 的 映射 ， 故 都 是 寡 集 
Pt4) 的 运算 。 即 对 一 个 集合 的 任 二 子 集 取 并 或 取 交 都 是 该 集 
合 的 其 集 的 运算 

例 5 设 4 是 任 一 非 空 集 台 ，7 (4) 是 4 的 所 有 变换 的 党 
合 ，Y 册 ETI(4) ， 抽 定 

划 " 昌 和 

在 32 里 已 经 指出 ，4 的 任 二 变换 的 合成 仍然 是 4 的 一 个 变 

换 ， 所 以 “。” 是 了 (4) xT(4) 到 T(04) 的 映射 ,是 Ta4) 的 一 个 送 
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算 。 这 个 运算 叫做 变换 乘法 ， 而 变换 $e 只 做 站 与 9 的 乘积 ， 
我 们 看 到 ， 变 换 乘 法 是 由 变换 人 台 成 确定 的 ， 洗 与 9 的 雏 积 让 是 
和 与 站 的 合 感 ， 

例 6 访 ={，2，*…*， #} 是 nt 元 有 限 集 合 ， 5, 是 4 的 
所 有 置换 集合 。 每 个 置换 都 是 如 的 变换 ， 便 5 已 给 出 变换 乘 
法 ， 所 以 对 于 8。 中 的 任 二 元 未 Cn 元 置换 ) We 可 以 求 它们 
的 变换 乘积 如。 这 是 置换 外 与 置换 单 的 人 台 成 ，$2 已 指出 两 个 必 
元 置换 的 合成 仍然 是 元 置换 ， 所 以 务 CS,。 这 说 明 5, 对 于 
变 摘 乘 法 封 亲 ， 变 换 乘 法 是 $, 的 运算 。$3, 的 这 个 运算 世 叫 做 起 
换 乘 法 。 

$2 里 己 经 给 出 表示 置 挽 的 记号 ， 以 及 求 谈 记 号 所 表示 两 个 
壮 换 合成 的 方法 ， 为 了 便于 和 运算， 这 时 对 置换 再 给 出 一 种 表示 
法 、 将 置 摸 表 成 轮换 之 积 ， 

首先 说 湖 ， 什 么 是 轮换 。 设 是 如 = (11，2，…，H}》 的 一 
个 置换 ， 如 果 旬 循环 地 变换 >> 1 个 不 辣 数 码 计 i 和，…，, 1,， 
AR] 单 : i ,i 而且 
中 其 休 的 # 一 rf 个 数码 在 9 之 下 不 变 ， 此 里 则 敌 7 院 轮 换 ， 记 
为 

P= (Chiari,) 

由 可 以 记 为 


这 个 记 法 表示 ， 不 在 括号 中 出 现 的 数码 ， 在 9 之 下 不 变 ， 在 揪 
号 中 出 现 的 数码 ， 在 单 之 下 的 象 列 在 它 相 邻 右 催 ， 括 号 中 右 端 
数码 的 演 列 在 左 端 。 例 如 


1] zz3 和 445 
( )= 0 2 3)=6231)=(312) 
231 


( 


el 1 


)=(2 53) -0532) (325) 
“15243 


我 们 规定 ， 和 的 包 等 置换 i 记 为 
24 


1 二 
Li )=01) = 602) = 
| 2 .ep 


叫 微 1 阶 驼 换 。 如 果 两 个 轩 换 gg= (ii 是 = 全 jj,) 在 
宇和 们 的 轮换 记 续 中 无 相同 数码 ， 则 说 与 中 不 相交 ， 
容易 看 出 ， 存 在 着 不 是 轮换 的 置换 。 例 如 


12345 
(ss 
231514 


就 不 是 轮换 。 事 实 上 ， 此 置换 使 p (二 i, i = 1，2，3，4，5， 
这 说 明 ， 如 果 中 是 轮换 ， 它 一 定 是 5 阶 轮换 。 但 是 p:， TH> 2 
2 + 3，3 Fl1, 可见 史 不 能 是 5 阶 轮换 。 实 际 上 ， 由 置换 
蒋 法 ，p= (123)(45)  。 一般 米 讲 ; 

每 个 置换 都 可 表 成 不 相交 较 换 之 积 。 

限于 逢 幅 ， 此 命题 的 证 明 从 上 略 . 

例如 


12343 
( )=01 4 90 3) 
41523 


1234567 
( )- 52 ese) 
362137 
请 读者 按 置 换 的 新 表示 法 练习 求 置换 的 彝 积 , 假设 9， 
DESs, P- C12 3745), B=C142)(35), WW 
FB 23d 30E(1 42)(35)) 
={1 5)(3 4) 
例 7 对 于 以 m 为 模 剩 余 类 高 集 2Z,={ 0 ,1,.…,m 一 1)， 
由 33 例 8 容易 推 得 ，YK，hEZ 有 
k= hmlk-h (1) 
《注意 ， 此 处 户 不 必 小 于 mm， 无 表示 大 所 在 的 类 ， 比 如 
m+1€ 1, 则 m+1 = 1]。》 现 在 对 集合 Z. 定 义 称 为 剩余 类 加 
法 和 剩余 类 乘法 的 运算 ， 仍 然 分 别 采 用 记号 4+2 和 全。 
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(在 运算 过 程 中 ， 乘 导 也 可 略 去 不 写 ) 。Yk，hjhEze， 规 
定 ， 
二 ， 十 及 = 大 十 天 (2) 
"kh kh (4) 
上 两 式 等 号 右 端 的 “+” 和 和“ 。” 是 通常 数 的 加 法 和 乘法 ， 
现在 米 说 明 上 述 两 个 法 惠 都 基 了。 的 代数 运算 。 对 于 元 素 
(类 ) 天 入 来 说 ， 元 素 天 + 太 和 大 。 天 显然 是 Z。 中 的 元 素 。 
田 一 方面 ， 我 们 注意 ，Z。 中 的 元 未 (类 ) 是 用 该 类 所 含 的 任 
一 整数 米 表 示 的 ， 同 一 个 元 素 类) 的 表 法 并 不 叭 一， 如 整数 
k& 和 六 同 在 一 个 类 ， 那 么 和 k/ 都 可 做 为 这 个 类 的 人 代表， 大 = 
# ， 这 就 产生 一 个 问题 ， 法 则 “2 ) 和 《3 ) 都 是 用 代表 描述 
的 ， 对 同样 元 素 是 将 会 因 取 不 同 的 代表 而 得 到 不 同 的 结果 ? 因 
此 ， 允 说 明 〈2) 和 (3) 所 定义 的 + 和 。 是 代数 运算 ， 必 须 
说 明 # + 六 和 7。 与 代表 的 选取 无 关 ， 是 唯一 确定 的 。 
设 和 = 天， 了 = 天。 由 《1) 和 姑 
m | 大” Ck， mh 
于 是 整数 
(Kk’ + HY kK+R) = Ch’ KE) + (Ch A) 
可 被 和 整除 ， 再 出 《1 得 
十 证 
这 说 明 对 于 k 和 ?来 说 〈 无 论 选取 哪个 代表 ) ， 元 素 到 + 有 是 
唯一 确定 的 ， 
同 理 ， 整 数 
Kh’ ~ kf= ke’ Ch’ -hh) + he’ ky 
可 被 加 向 除 ， 故 
fk = Kh 
即 芒 也 与 代表 的 选取 无 关 ， 是 唯一 确定 的 。 
综 上 所 述 ， 由 《2 ) 、《3) 规定 的 剩余 类 加 法 和 剩余 类 
磁 法 者 是 Z。 的 代数 运算 。 
当 有 太 是 有 限 集 合 时 ， 妥 的 运算 “2 可 用 一 个 天 去 表示 。 如 
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点: {91 Hz ss 
: 
oa "a, 0 
| 
D1 HI O11 
:| : : : 
,1 
.°° .°° :并 ;站 
:| : : 
rar dr A " 
叫做 “2 的 运算 表 


义 运算 ， 
例 8 3 = 
为 
+ 
0 0 
1 1 
2| 四 


《 当 运 算 岂 做 加 法 或 乘法 时 ,此 表 便 叫 向 加 法 
表 或 乘法 表 )。 表 〈4 ) 中 第 让 行 第 了 列 位 置 的 元 素 是 ai*a;， 
这 梓 ， 表 〈4) 人 恒 列 出 了 4 的 佳 意 两 个 元 串 的 运算 绒 果 ， 

对 有 限 集 人 台 的 任 一 运算 ， 者 可 造山 一 个 运算 表 ， 反 之 ， 任 
意 一 个 形 如 《4 ) 的 表 ， 也 都 确定 有 了 眼 集合 的 一 个 运算 。 运 算 
表 的 好 处 是 ， 和 运算 结果 一 目 了 然 ， 它 能 显示 出 该 运算 的 许多 性 
质 ， 而 且 对 有 限 集合 有 了 时 也 可 从 造 出 形 如 (4) 的 表 入 手 来 定 


1 


ce ot 


ta | 


| ti 


0 
_ 
2 


: 
一 ) 


一 ] 一 | 一 | 


{0，1，2} 的 (剩余 类 ) 加 法 表 和 乘法 天 


设 S3 :p= (01) p= C12) gy= (3) ,p= (23) ,ps (123), 
qe 二 《132)。S3 的 《置换 》 乘法 表 为 
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ys 


Pe. Fe TP WP2 Pa WP! Ts 


现在 来 讨论 代数 体系 概念 ， 

定义 2? 对 于 给 定 的 非 空 集合 (可 不 只 一 个 ) 定义 了 代数 
运算 {可 不 失 一 个 ) 便 确定 一 个 代数 体系 ， 它 是 由 给 定 的 集合 
与 所 定义 的 代数 运算 组 成 的 共同 体 ， 

例 9 设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 。 这 里 有 两 个 集合 下 
和 Y， 还 有 四 个 运算 ， 数 的 加 法 和 乘法 ， 数 乘 向 量 的 习 法 和 向 
景 加 法 。 己 和 下 与 这 四 个 代数 运算 共同 组 成 一 个 代数 体系 。 

设 忆 是 复数 集 ， 数 的 加 法 “+ ”和 乘法 “，” 是 已 的 代数 
透 算 ， 于 是 上 如 与 +，“， 共 同 组 成 一 个 代数 体系 。 自 然 下 与 +， 
C 与 。 也 各 组 成 一 个 代数 体系 ， 

设 S, 是 元 置换 集合 ，“:” 是 置换 乘法 ， 则 S, 与， 组 成 
一 个 代数 性 系 。 

以 后 我 们 所 讨论 的 多 是 由 一 个 集合 与 开 个 代数 运算 所 组 成 
的 代数 体系 ， 特 对 这 类 代数 体系 给 由 胡 示 记号 。 设 *1，s,…， 
四 是 集合 4 的 ! 个 代数 和 运算， 则 由 4 和 这 个 运算 组 成 的 代数 
体系 记 为 {A 1 ，o2， or}。 我 们 最 常见 的 是 n= 1 和 n=2 的 
情形 。 

例 10 现 把 在 后 妃 章 将 多 次 遇 到 的 代数 体系 列举 如 下 

Nyt, of IN; 1 }, TS 

{Zs+, *}, {Zi+t}, {231+}, {21.} 
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{OF {0Q, "|} 

{R;+, +*}, {RBR;+}, {R;*?, (及 * 

{Csts eo {Ct {C3 {C1} 
其 中 “+” 和 ”分 别 是 数 的 加 法 和 飞 法 ; Z，@8,，R, €C 
分 别 表 示 泊 有 非 零 整数 集 ， 记 有 非 竹 有 理 数 集 ， 所 有 非 零 实 数 
党 ， 所 有 有 非 零 复 数 集 ， 

{Z- + Zoot+l Zoo， 

其 由 “+?” 和 “， ”分别 是 剩余 类 加 法 和 乘法 。 

{TIA4 »}, {9S.:*} 

其 由 “上 ，” 是 变换 乘法 ，T(4) 表示 集合 A 的 所 有 变换 的 全 


合 . 


14M, CF + *}, {M,CF) ;+ }, {M,CF)} »} 
其 中 M, (F) 表示 数 域 F 上 韵 全 体 n 阶 方 阵 集 合 ，“+” 和 
“。” 分 别 是 拭 阵 加 法 和 乘法 ， 

LECX3 + “*}，{EFx3 +}, (PFCx3 ，} 
其 中 FCx] 表 示 数 域 太 上 的 所 有 多 项 式 集合 ， “+? 和 “。? 分 
蓝 是 多 项 式 吉 法 和 乘法 。 

定义 3 由 一 个 非 空 集合 4 和 4 的 一 个 代数 运算 “。” 组 
成 的 代数 体 共 {4+ *} 是 做 广 群 。 

例 10 列 举 的 代数 体系 由 ， 大 多 数 是 广 群 。 那 些 广 群 具有 一 
个 共同 特 上 把: 运算 满足 结合 律 ， 不 满足 结合 律 的 广 群 是 存在 
的， 如 {2Z; 一 }，{Q; +} 便 是 . 

为 了 叙述 方便 ， 有 时 把 广 群 {4; 。} 的 运算 “。” 辕 做 乘 
法 ， 并 用 乘 号 ”' ?代替 《2， 在 散 运 算 时 常 把 乘 导 4，2? 团 去 术 
写 。 也 有 时 把 运算 “叫做 加 法 ， 并 用 “+ 2” 伐 圭 ss>， 还 有 时 为 
了 简便 ， 只 用 集合 4 来 代表 广 群 {4; 。}， 而 把 4 叫做 广 群 ， 
此 时 我 们 应 该 意识 到 存在 其 4 的 一 个 运算 ， 

定义 4 设 S$ 是 广 群 4 的 子 集 ， 如 果 S$ 关 于 4 的 运算 也 构 
成 广 群 ， 则 S 叫 做 4 药 子 广 和 群 . 

例如 ， 在 广 群 1{C， +j，{R -》) (or +}, {2Z; 二) 
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{N;+} 中 ， 后 者 都 是 前 者 的 子 广 群 。 任 一 广 群 4 孝 是 其 自 坪 
的 子 广 群 。 

这 里 需 注 意 ， 子 广 群 定义 中 ，8 的 运算 必须 与 入 的 运算 相 
间 ，3 才 是 4 的 子 广 群 ， 例 如 ， 玉 是 如 的 子 集 ， 但 { 有 3， 上 不 
是 {CGC 1+ 的 子 广 群 ， 尽 管 {;，} 是 一 个 广 群 ， 


习 题 

1 设 太 = 后 ， Bbc， 人 中 ， 试 对 站 是 多 次 个 不 同 的 代数 运算 。1,s39 
使 414 sa 是 代数 体 系 。 

3 列举 54 的 全 部 元 素 ( 表 成 轮换 之 积 ) 。S4 的 子 集 有 = {(1)， 
(1234)，<13)(24)，(1432)} 淡 于 刀 拷 慰 法 是 354 的 子 广 群 ， 试 制 出 丰 的 天 
法 表 ， 

3 试制 出 ZB; 的 《剩余 类 } 加 法 表 和 和 和 哮 法 表 ， 


$5 同 态 同 构 


我 们 已 经 知道 ， 疯 个 集合 可 以 通过 映射 建立 联系 ， 那 委 两 
个 代数 体系 之 间 是 理 也 可 以 通过 映 冉 建立 联系 呢 ? 由 于 代数 体 
系 具有 代 合 部 分 ， 所 巳 这样 向 是 完全 可 以 的 ， 但是， 与 两 个 代 
数 体 系 的 运算 无 关 的 映射， 所 起 的 联系 作用 有 着 很 大 的 局 很 
性 。 本 节 将 讨论 两 类 与 运算 密 斌 相关 的 上 映射， 这 两 类 有 映 话 在 代 
数学 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 , 

已 最 简单 的 情 帝 为 例 ， 设 {A&;。} 和 {8;。 是 两 个 广 群 ，Y9y 
是 息 到 8B 的 一 个 跨 射 ，Ya, bE A， 它 们 在 之 下 的 象 是 q (a) ， 
pb) 全 B，0 与 b 做 运算 :的 结果 是 元 素 a*bE A，g (0 与 gtb) 向 
运算 。 的 结果 是 元 素 pg (QD) ptb)。 在 一 般 情 沉 下， 元 素 eob 在 
单 之 下 的 象 不 -- 定 是 元 索 pC) rgb)， 如 果 是 一 个 特殊 的 
映射 ， 它 能 保证 ab 的 得 是 pg(o pt)， 那 么 让 不 仅 对 浊 合 由 
与 集合 B， 而 且 对 运算 :和 ， 从 而 对 广 群 {4;o 和 {B1of} 起 
着 联系 作用 ， 
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定义 1 设 (4;*} 和 {Bis ;是 两 个 代数 体系 ， 如 果 映 刺 p; 
上 一 如 使 得 Ya,bEA 有 
Pm: qbi—> g(a) mh) 
即 
Plab) = ma yb) 
则 钊 叫 做 (Ai 到 4Bi” } 的 一 个 同 态 映射 ， 简称 同 恋 ， 
例 1 设 {4;°} 是 任 一 广 群 ，{Z; ，】} 是 整数 乘法 广 群 ， 
考 巾 入 到 三 的 映 莫 
TT F311， YO 
因为 Ye，hbE A 有 
Pah)=1, wea + ph}=1 
故 
外 (sp = pa) + Pb) 
所 以 是 {有 A&; 。} 天 {2Z，， 上} 的 一 个 同 态 映 落 ， 
例 2 对 于 {ZZ; + } 考 虑 上 映射 
PP: R22n, FHEZ 
因 Yrn，mE2Z， 有 
PR =20+1m) = 2n +2m mn) + pm) 
故 史 是 {Z5 + } 到 {Z +} 的 一 个 同 态 映射 ,但 vm 不 是 {Z; ，} 
到 {Z:，“。} 的 间 态 映射 ， 因 为 不 能 保证 
Pm) CN 
比如 当 n=1，m= 3 时， 
Plx3)=p3)=6 
但 是 
Pt1) "m3) =2x6=12 
定义 2 设 交 是 { 太 。} 到 1B; 。*} 的 局 态 映 射 ， 如 果 中 是 
4 到 吾 的 单 射 、 满 射 或 双 射 ， 则 站 分 别 叫做 {4 。} 乔 {B，o7} 
的 单一 同 态 、 满 同 态 或 同 构 。 当 9 是 满 同 态 时 ， 也 说 {4A;。， 
与 4B; 。“ /在 p 之 下 同 态 ， 记 为 p: {A; 中 一 {Bo} 或 {A 。} 
宛 {B; 。“}。 当 m 是 同 构 时 ， 也 说 ! A; 。) 与 {B; 。} 在 中 之 下 同 
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构 ， 记 为 yp， {A ")} 兰 {Bf 。} 或 14 0 路 空 {B} 。 )。 
例 对 于 {Z， + } 与 1Z 十 )， 以 及 {2 1 与 {Zn 
* }， 考 碰 Z 到 Z。 的 上 蜗 射 
Ps: a > a, YoEZ 
显然 V 是 满 射 ， 而 县 保持 运算 Ya，bEZ 有 
platb)y =a+b= atb -= +yD) 
garb-ab=ad*b=9) yb) 
故 
PD: IZ} + + 
0 {2 dn! * } 
例 4 设 B={1， 一 1}，B 关于 数 的 对 法 构成 广 群 。 对 于 
{Z,: +} 与 18; 。} 考 虑 映射 
1p: 0F> 1， TH 一 
显然 巾 是 双 射 ， 而 且 可 以 证 明 ，Ya，bEZ， 
yat+b) = wa + ob) 
事实 上 ， 当 a，b 中 有 0 时 ， 不 失 一 般 性 可 令 g= 0 ， 此 时 (oa) 
=1， 则 
plath) =p 0 + = 1 9 (b) =p9 (0) * yb) 
当 a=b=T 时 ，to =g( = 一 1 ， 则 
gg(a+ 上 的 = 和 (1 +T) =p0)=1= (1). (~1) 
= ， pb) 


Vr {21 t+ iB *} 
同 态 、 辆 构 概 念 可 推广 到 具有 + 个 代数 运算 的 代数 体系 上 
去 ， 
定 尖 3 设 {14 91 2 …'，°} 和 {B， ?0;; 05} 
是 两 个 代数 体系 ， 如 果 映 射 b:， 4 一 一 B 司 得 Ya，bE4 有 
F: a ,b> oy(a) eb) 
朗 
pas, by = pa ob, il, 2, ‘Hh 


$2 


刘 四 叫做 4; 9 CYy o.} 到 {B: .， oy "ps ,的 操 态 
映射 ， 简 称 同 态 ， 当 中 是 单 射 、 满 射 或 双 射 时 ， 9 分 别 叫做 单 
一 同 态 、 满 同 态 或 同 构 ， 对 后 西 种 情 昨 ， 和 相应 地 有 与 定 尽 2 后 
部 分 相 类 似 的 规 妨 和 记号 ， 

例如 由 向 3 知 

Pp; {ZZ +, ~{2.; +,+]} 

在 后 面 的 讨论 中 将 看 到 ， 商 个 同 态 的 代数 体系 有 许多 相同 
之 处 ， 可 以 通过 其 中 之 一 所 共有 的 性 质 去 估计 疮 一 个 的 性 质 ， 
两 个 呵 梅 的 代数 情 系 ， 则 具有 完全 棚 回 的 代数 人 性质。 此 时 ， 从 
代数 观点 者， 它们 没有 任何 差别 ， 是 等 同 的 , 

命题 1 设 V 和 分 别 是 (A; 1。 …，。} 到 (3 。:， 
sa， ro 7 B; o o 0 “到 (1C3 o1， o 0 om 的 
同 态 映 船 ， 则 如 是 (4 ol 02 到 5 so， 
"+ 的 周 态 映射 ， 如 果 和 水 都 是 单一 同 态 、 满 网 态 或 同 枸 ， 
那么 yw 也 必 是 单一 同 态 、 满 问 态 或 同 构 . 

证 明 电 8 知 ， 当 9 和 由 都 是 单 射 、 满 射 或 双 射 时 ， 9 
必 是 单 射 ， 满 射 或 双 射 ， 这 里 只 须 证 明 妈 保持 运算 ,事实 
上 ，Ye 生生 有 


pptar,b) = ya ,b= ym pb)) 
= pp ,py cb)) 
= Ppa pb, i=1, 2, Hn 
证 完 . 
多 
命题 2 设 {Ay ol 02 roo} 守 {By 0 0 ee 
则 {By 0 oy os A on 
证 明 由 同 构 移 定 义 知 是 双 壬 ,再 由 其 ,pg :是 BB 到 
和 的 双 射 。 万 四，Ya ,bEB， 设 p (0') =a,p bb 
则 pp (qa) =a'，qp(b) =b’*。 于 是 
Pp (a ob’) =p (pla) yb)) = (pe,b)) 
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= wear,b)y- a°,b 
= (a) op (hb’) 
故 
{By 0 oy SA or #2 “7s on} 
证 完 ， 

定 兴 3 设 (14 ob "yoi 是 一 个 代数 怀 系 ， 则 14 
"2 sr 到 其 自身 的 同 访 映 射 吕 做 此 和 代数 体 系 的 自 同 
态 ，{ 有 ;4，*2，…，。+} 到 其 自身 的 同 构 映射 叫做 此 代数 民 
系 的 自 同 构 ， 

由 命题 1 可 以 准 得 ，{4 9 。，…， 的 性 意 两 个 自 
同 态 的 莱 积 变换 乘法 仍然 是 它 的 自 同 态 ;4A "2 
*" 的 任意 两 个 自 间 构 的 匀 积 ， 仍 然 是 它 的 自 同 构 。 所 以 {4， 
"5 2 5 的 所 有 自 同 态 的 集合 以 及 它 的 所 在 自 同 构 集 
合 ， 关 于 变换 乘法 各 组 成 一 个 代数 体系 . 


习 是 


1 证 明 , 142 一 1-1， 0 1 ，} ， 共 中 站 . ”是 数 的 划 
法 ， 
2 设 4=1，i，-1，- 生 ,了 ={11，- 1 证 明 
{A DB +} 
其 中 “，” 是 数 的 乘法 。 
3 和 渤 了 上 是 一 个 数 感 ，Y1 = {oi 62 G3 G4)| a EF},Mi(F)s 
长 全 天) la， ERE}， 证 明 
(Ye + STR) 十 上 
其 中 同 梅 记号 左 、 右 端 中 的 “+ ?分别 是 癌 量 加 法 和 符 阵 加 法 。 
4 找 出 全;，+ 上 上} 的 雇 有 的 自 同 构 ， 


86 半 群 亚 群 


为 了 便于 对 群 、 环 、 模 、 域 的 讨论 ， 本 节 先 简单 介绍 条 件 
$4 


较 它们 为 罚 的 酒 类 民 数 体系 . 

定 兴 1] 设 {4; ，】} 是 广 群 ， 如 果 其 乘法 《，。?” 满 足 结 合 

律 
(aby ec (hec), Vab,ceA 
则 44，“， 叫做 半 群 ， 简 称 4 为 半 群 。 

$4 例 10 中 上 共有 一 个 运算 的 代数 体系 者 是 半 群 . 

定居 2 设 {4;， ，} 是 半 群 ，$8 是 4 的 非 空子 集 。 如 果 3 
关 丁 4A 的 乘法 “， ”也 构成 半 群 ， 则 418， } 称 为 14; ，} 的 
子 半 群 。 当 $ 是 上 4 的 真子 集 时 ， 则 {5S; ， }) 叫 做 { 克 ，，} 的 真 
于 半 群 。 

三 群 44 的 子 集 4 关 于 4 的 运算 构成 半 群 时 ， 也 把 3 叫做 广 
群 4 的 子 半 群 . 

4 例 10 中 有 许多 子 半 群 的 例子 ， 读 者 可 自行 查阅 。 

设 4 是 半 群 ，3 是 4 的 任 一 子 华 。 4 的 滋 法 在 对 4 的 元 素 
进行 运算 时 满足 结合 律 ， 自 然 对 $ 的 元 素 进 行 运算 也 满足 结合 
律 *， 所 以 只 要 SS 是 4 的 子 广 群 ，8 就 是 4 的 子 半 群 。 因 此 

半 群 4 的 子 集 3 是 4 的 子 半 群 必要 而 且 只 要 Ya,bES， 有 
bcEs， 其 中 4.” 是 4 的 乘法 ， 

结合 律 表 明 ， 在 半 群 A 的 三 个 光束 a,b,c 做 运算 时 ， 只 要 
它们 的 前 后 顺序 排 定 ， 先 从 哪 两 个 算 起 都 一 样 。 亦 即 ， 当 a,b， 
c 的 排列 顺序 确定 以 后 ， 按 任何 运算 顺序 做 梁 法 ， 其 积 不 变 ， 

(arb) c= 0 (hee) 
那么 ， 在 更 争 个 元 素 参 加 运算 村， 是否 还 有 这 个 性 质 呢 ?比如 
四 个 元 素 a,5,c,d 参加 运算 ， 在 排列 硕 序 不 变 的 情况 下 此 时 
是 按 字母 顺序 排列 的 ) ， 有 下 列 五 种 运算 顺序 

a* (be (ed)), (Carpye(ecrd), (arb)c}d 

a* Cbec) GD Cas (brc)) ed 


* 一 个 规律 ， 如 果 在 集 台 册 上 马 立 必然 导致 在 点 的 每 个 于 桌 上 也 成 立 ， 则 党 
说 此 要 律 具有 遗传 性 ， 结 合 律 硬 具有 境 传 性 ， 
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这 五 个 乘积 都 相等 吗 ? 对 此 有 
定理 1 设 {14，。} 是 半 群 ， 则 “，*?” 满足 广 习 结合 律 
对 于 4 的 任 章 *#( 六 3) 个 元 素 ayoz…sav， 在 元 素 排 列 顺 序 确 
定 后 ， 按 任何 一 种 运算 顺序 做 委 法 ， 所 得 乘积 都 相等 ， 
证 明 首先 规定 一 个 记号 ， 设 证 ,ppBEA， 如 果 这 机 
个 元 素 按 下 标 自 然 顺序 排 定 后 ， 用 各 种 运算 顺序 乘 得 的 积 都 相 
同 ， 则 以 *pba bb, 表示 访 乘积， 
假设 cyaay…yas 按 二 标 自 然 顺 序 排列 ， 尾 取 一 种 运算 顺 厅 
有 所 弛 得 的 积 为 c ， 只 须 证 明 : 
C= (ta 0) an C1} 
就 元 素 个 数 n 用 第 二 数学 妇 纳 法 ， 
当 #= 3 时 ， 由 结合 律 知 ( 1) 成 立 。 
假设 元 素 个 数 <4 时 ， (1 成立， 我们 注意 ， 在 运算 讨 
程 由 ， 无 论 采 用 的 是 哪 种 运算 闫 序 ， 最 后 一 个 步 双 一 定 是 
dd =e 
其 中 出 是 qiya2，… 0, 在 十 标 自 然 排 列 涤 序 下 的 一 个 乘积 ，d, 是 
ayo:iiar 在 十 标 自然 排列 顺序 下 的 -- 个 乘积 ， 这 里 1 去 
i<n。 由 归纳 假设 知 
di = giloazs 0 
d= ;0 do ai) 
再 由 结合 律 和 妇 纳 假设 得 
C= drd2= (arg CO 
= (fairage G0) Cd Ga ) 0 
Co C02 0) a 
故 《1) 成 立 。 证 完 ， 
由 定理 1 知 ， 在 半 群 A 中 记号 
dd eg dCA 
是 有 意 习 的 ， 它 基 元 素 fi,q3y… 0， 下 此 排列 顺序 下 的 唯一 乘 
积 ， 
定 多 3 设 14; ，} 是 半 群 如果“. ”满足 交换 律 
3 


arhp=—bhAa, wabtA 
则 {起 ，，} 叫做 交换 半 群 ， 
例如 ， 数 的 集合 关于 数 的 加 法 或 乘法 所 做 成 的 半 群 导 是 区 
换 半 群 ，{2Z,. + }，{2Z,; ，} 也 都 是 交换 半 群 ， 但 {5S,; 。，} 
(fd CF); ，}(n 站 1) 都 是 韭 交 换 六 群 ， 
定理 2 如 果 {4A: ，} 是 交换 半 群 ， 测 “.“ 满足 广 疼 诡 
换 律 : 4 的 任意 个 元 素 ai,oz,…,a， 按 任 何 一 个 排列 顺序 所 
做 得 的 乘积 都 相 筹 。 
证 明 设 ai 是 42 的 任 一 排列 ， 只 须 证 明 
加 (1) 
就 元 素 个 数 n 用 数学 归纳 法 ， 
当 n = 2 时 ， 由 寺 A 的 乘法 满足 交换 律 ，《〈1 ) 式 成 立 。 
假设 (1) 式 对 nn-I 成 让， 在 六 ,说 i 中 ， 必 有 一 个 
f=7， 则 由 结合 律 、 交 换 律 和 归纳 假设 得 


d G A, 

=a,, a a, a 

= (a Bi ane a a. 2)} 
= (a a, _ +tta, a ) 0) 


= (a ,eg (ad) 


C1 4 


二 i 9 站 2 re) :二 1 "di" 下 


战 1) 成 立 。 证 完 ， 
下 面 来 探讨 一 下 则 态 、 同 构 在 半 群 理论 中 钓 作用， 


定理 3 设 {A; .一 Bi o"?， 由 当 罗 是 灶 群 时 ，B 必 
是 半 群 ， 当 A 是 交换 灶 群 时 ，B 必 是 交 撞 半 群 ， 

证 明 设 4 是 半 群 ， 我 们 来 证 明 “* ”满足 结合 律 . 
Ya ,b’,c' EB 内 YF 是 满 射 ， 故 存在 a,b,cSAA， 使 担 pta》… 
‘pb) =b ， q(tc)y =e'。 和 再 因 站 保持 运算 和 “。*” 满 员 结合 


a 。 
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律 得 
a’ ob orc = (ployo pb)) no ype) 
= paDb) ey te) 
=m(a°b) °c) 
= (n° (hoe) ) 
-pa miboc) 
= (pb) gy (ce)) 
=a’°’ (bh oc’) 
上 施 {B，; 。 是 半 群 。 
当 4 是 艾 换 尘 群 时 ， 有 
和 sb = pa Pb) = (ah = Ybora) 
= mb) pa) =b en’ 
即 “o'” 满足 交 模 律 ，B 是 交换 半 群 ， 证 完 ， 
定理 3 说 明 ， 满 同 态 保持 结合 律 、 交 换 律 ; 半 和 群 的 同 态 象 
是 半 群 ， 交 效 半 群 的 问 态 象 是 交换 半 群 。 请 注音 ， 这 个 定理 的 
道 命题 不 真 ， 例 如 1Z3 一 }~{{0}; +}, 后 者 是 交换 半 群 ， 
但 前 者 不 是 半 群 。 然 而 对 于 辐 构 映射 有 如 下 
推论 设 {&; 。} 守 {8B; 。}， 则 4 是 半 群 和- 福 召 是 半 群 
4 是 交换 半 群 所 > 了 是 交换 半 群 。 
此 推论 十 由 定理 3 和 伟 命 题 2 直接 证 得 ， 
车 后 来 讨论 一 类 比 举 群 条 性 再 强 一 点 的 代数 体系 。 先 给 出 
醒 等 元 概念 。 
定义 4 设 4 是 广 群 ， 如 果 eE 4，vYaeE4 使 得 
EG = 如 
则 e 叫 做 4 的 左 恒 等 元 .如果 e EA，YaG A 使 得 
0E” =a 
则 e 叫 复 4 的 右 恒 黎 元 。 如 果 上 既是 A 的 在 恒 等 元 ， 又 是 4 的 
右 恒 等 元 ， 则 e 叫做 4 的 恒 等 元 ， 
由 定义 可 直接 排 得 : 广 群 4 如 果 有 左 恒 等 元 ， 又 有 右 恒 等 
元 ， 那 么 4 有 恒 等 元 。 
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事实 下 ， 设 e 和 人 分别 是 4 的 左 民 等 元 条 在 重 等 元， 出 
ee :rer 
故 e 是 A 的 恒 等 元 ， 
同样 还 可 难得 ， 奶 果 广 群 4 有 征 等 元 ， 那 么 4 的 已 等 元 阶 


He 
别 


倒 | 1 { + }; {Q} 十 上， {R; + }， {Cs +} 中 的 0 是 
恒 等 元 ， 

{IN; ，}, {Z; ，}, {0; * |， {R; * }, {C: “中 的 
1 是 恒 等 元 . 

{S,s 。} 中 的 便 等 变 措 1 = (1)，{ 名 。， 二 } 中 的 0，{Z。 


*》 中 的 1 ，{M,(F); + }) 中 的 零 涟 ，{M;《F); ，}》 中 的 单 
位 阵 都 是 恒 等 元 . 
例 2 {N +|} 既 无 左 异 等 元 也 无 右 恒 等 元 ， 
事实 上 上， 阁 e 是 NN 的 左 恒 等 苑 ， 则 vaE NN 有 
人 十 如 三 让 


于 是 推 得 e=0. 但 0€ N， 故 NN 无 左 租 等 元 。 同 理 ，N 也 无 活 


恒 等 元 . 
例 3 疫 4- | ) ooc | 
-ea 


1 
BB 关于 短 孟 生 法 都 构成 半 群 ， 其 中 人 有 左 鲁 等 元 人 ) 


网 
但 无 右 恒 等 元 ，B 有 右 恒 等 元 ( 但 无 左 恒 等 元 ， 本 例 
Cc | 


的 详细 说 明 在 学 习 指 导 中 给 出 ， 
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定义 5 有恒 等 元 的 半 群 蔬 做 亚 群 ， 

例 ] 中 的 代数 体系 都 是 亚 群 ， 

定义 设 上 4 是 亚 群 ，S$ 是 4 的 子 集 。 如 果 S 关 于 4 的 缆 
法 也 构成 亚 群 ， 而 且 4 的 恒 等 元 是 $ 的 恒 等 元 ， 则 3 叫做 4 的 
于 亚 群 ， 

广 群 或 半 群 4 的 子 华 5S 关于 妇 的 葬 法 构成 亚 群 时 ，S 氟 叫 
做 4 的 于 亚 群 ， 

例 4 设 4 是 任 一 非 空 集合 ，7T(4) 是 4 的 所 有 变换 的 集 
合 。$: 是 所 有 1 元 置换 的 集合 。 头 于 变换 乘法 ，T(4) 和 8S， 都 
构成 亚 群 。 当 4 是 由 元 有 限 舍 合 时 ，$, 是 了 (4) 的 子 亚 群 。 


Z。 各 其 于 集 3S={0，3)} 关 于 剩余 类 乘法 都 构成 亚 群 ， 它 
们 都 有 恒 等 元 。 但 是 Z。 的 慎 等 元 1 不 是 5S 的 恒 等 元 ，5S 的 人 恒 
等 元 是 3 ， 所 以 S 不 是 亚 群 Ze 的 于 亚 群 . 

与 半 群 的 情形 相同 ， 同 态 、 同 构 在 亚 群 理论 中 有 闭 重 要 作 
几 ， 


定理 4 设 1A; 。} ~{B; 呈 }， 如 果 4 是 亚 群 ， 则 互 必 
是 亚 群 . 

证 明 设 4 是 亚 群 ,当然 4 是 半 群 ， 由 本 节 定 理 3 知 ， 刀 
是 半 群 。 下面 证 明 B 有恒 等 元 ， 设 e 是 刀 的 情 等 元 ， 令 pp (e) = 
e'， 则 ee 就 是 B 的 惜 等 元 ， 

事实 上 ，Yo EB， 几 于 四 是 满 射 ， 有 acEA 使 pe) = a’， 
于 是 

ef: oq’ =p(le) ee pla) = 音 (eoa) = wa) =a’ 
Go 8 =p(a) oo ple) = parey = pn) = 0 
因此 召 是 亚 群 ， 证 完 . 

此 定理 者 明 ， 亚 群 的 同 态 和 象 是 亚 群 ， 而 且 从 定理 的 证 明 过 
程 中 看 到 ， 恒 等 元 的 象 是 便 等 元 。 与 定理 3 相似 ， 定 理 4 的 道 
命题 不 真 “ 见 定理 3 下 面 所 举 的 反例 } ， 但 有 如 下 结果 ， 

推论 设 iA; 。} 衬 {1B; 。}, 则 4 是 亚 群 擂 > 日 定 亚 群 。 

二 


| 题 

1 设 态 = {8,b,C}， 试 对 甩 定 义 运 算 “o1” 和 92"， 售 得 "0 
满足 交换 律 ， 么 关于 “< ”只 有 恒 等 元 。 这 两 个 运算 的 运算 老 各 有 上 哪些 
特征 了 

2 试 对 及 = 1gopsc 帮 定义 运算 “os” 使 伴 {4: 叶 是 交换 亚 群 

3 对 加 定义 运算 

oy ob=a+b- ab, vabpeR 

其 中 等 号 右 端 里 的 运算 是 数 的 加 法 、 减 法 和 莱 法 。 证明， {及 ; 。} 是 亚 
群 。 

4 让 上 明 { 吕 :++ 与 本 +| 不 局 构 。 
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第 二 章 ”和 群 


在 第 一 章 中 我 们 给 出 了 代数 体系 的 概念 ， 各 式 各 样 的 代数 
体系 构成 了 近世 代 散 的 主要 研 儿 对象， 其 中 最 简单 的 代数 体系 
就 是 人 群 。 它 是 具有 一 个 代数 运算 旦 满足 基 些 条 件 的 完整 的 代数 
体系 ， 形 成 近世 代数 的 一 个 独立 的 重要 分 支 。 通 过 这 一 章 的 学 
习 将 使 我 们 初步 了 解 近世 代数 研究 问题 的 基本 方法 和 格式 ， 也 
为 学 习 以 后 各 章 打下 必要 的 基础 ， 


831 群 的 定义 


在 这 一 节 中 我 们 将 给 出 群 和 的 定义 、 基 本 人 性质、 例子 以 及 与 
定义 等 价 的 几 个 命题 ， 
定义 ”代数 体系 1{1G ; ，} 和 如果 满足 条 件 
《1) 结合 律 成 立 
abe) = tabje, Yab,cEeo 
《2) 女 中 存在 恒 等 元 e ; 
(3) 对 G 中 每 一 元 案 4 ， 在 扬中 存在 元 素 a'" ， 使 
a’a=an =e 
称 元 素 2 为 a 的 道 元 ， 则 称 代数 体系 {G，…} 是 一 个 群 ， 或 简 
称 G 为 群 。 
显然 ， 群 是 特殊 的 半 群 和 亚 群 ， 所 以 凡 学 群 、 迹 群 所 具有 
的 性 质 ， 群 均 具 有 ， 此 外 ， 群 还 具有 一 些 一 般 半 群 ， 亚 群 所 不 
具备 的 性 质 。 归 纳 起 米 群 有 如 下 几 条 基本 性 质 . 
1 样 中 存在 唯一 的 但 等 元 。， 
2 ” 群 中 每 一 元 有 县 只 有 一 个 闭 元， 
六 2 


事实 二， 若 a 有 两 个 道 元 of a’, 即 a’*a=ga’ =e，arg= 
adg =2。 那么 

aa =a = ama = (00} =a"e-a’ 
以 后 把 a 的 唯一 的 闭 元 用 a ' 表 水， 最 然 ，a 是 和 ! 的 道 元 ， 
Ba -1!=a, 

易 证 (06) !=b nia ! Ya,bEG， 一般 地 有 

Cag2arnfn) 二 4 65eT7: 《请 读者 自 证 之 ) 

3 群 中 筠 法 *，” 满 足 广 义 结合 律 《证明 见 第 一 章 $ 6 
定理 1)》。 

4 ”指数 律 成 并 ， 

我 们 可 以 在 群 中 定义 容 的 概念， Yar = 0 = = 0 = 0 
把 # 个 a 自 滋 所得 的 结果 记 作 a"， 即 

并 个 


人 
qq =" 


而 把 站 个 :之 积 所 作 a ， 即 


a- iq- .a-! =a-”( 其 中 放 为 下 整数 ) 
并 且 规 定 :a*=e 
于 是 容易 证 明 指 数 律 
dad 一 站 
对 任意 整数 mw，n 壬 成 立 ， 
如 果 ap= ba， 则 有 
(ab}y "=a"h”" 
5 消去 律 成 立 。 
左 消去 律 : 若 ax = gey， 则 x= 3 
右 消 去 律 : 车 xz = ya， 则 x : y， 
其 中 a 是 群 G 的 任 一 元 索 . 
这 上 只 要 用 a 的 道 元 a :从 左 《〈 右 ) 边 乘 上 式 ， 便 可 将 a 消 
掉 。 由 
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0a (qx) -= a tay) 
因为 群 的 乘法 满足 结合 律 ， 所 以 有 
(go OOx= (alg7， 轩 exX= ey，X= 
当 群 G 的 运算 满足 交换 律 时 ， 称 GG 为 交换 群 ， 或 隔 员 和 尔 
(Abely 群 ， 我 们 也 常 把 交换 群 的 运算 出 做 加 法 ,并 记 为 “+”， 
在 这 种 说 法 下 称 该 群 为 加 群 。 而 把 恒 等 元 叫做 零 元 , 用 0 者 
未 。 元 素 a 的 道 元 o '， 岂 做 4 的 负 元 ， 用 ~ a 表示 ， 
对 于 加 群 来 说 ， 一 个 元 素 的 方 晋 a” 就 是 这 个 元 素 的 倍数 
ng， 因此 


nt 个 


六 算 二 让 十 可 十 二 站 
五 个 
【一 HG= (~oa) 人 (a) 三 上 (一 站 
机 
指 熬 律 相 庶 地 改写 为 倍数 律 
mo + a= (m+ na 
FM (nay = Hn 
mat+b) = ma+ mb 
当 群 怠 只 含有 限 个 元 素 时 ， 则 称 忆 为 有 条 群 ， 否 则 称 亿 为 
无 限 群 ， 有 限 群 如 的 元 素 个 数 站 加 向 扎 的 阶 ， 无 限 群 的 和 阶 规 定 
为 cc 
下 证 看 元 个 例子 。 
例 1 41，-1} 对 数 的 乘法 作成 有 限 变 换 群 。 
例 2 47，+) 0 + 有， + Cs + (0) 


(Ry 7), {Cy} , {Ms (PFC + {VCE);+} 

(Y，(F) 表示 数 域 F 上 ?7 维 向 量 空间 ) 都 是 无限 变换 铬 ， 
例 3 M.(R) 为 实数 城 R 上 nn 阶 方 阵 的 乐 合 ，“，” 了 为 9 

阶 广 阵 的 礁 法 ， 显 然 {M. (有 ) ; :满足 群 的 定义 中 的 前 两 条 ， 


| 


但 不 满足 第 3 条 。 对 于 杠 等 元 E (2 阶 单位 阵 ) 来 说 ， 不 是 每 

一 个 及 阶 方 阵 均 有 逆 元 〈 即 逆 阵 》，, 所 以 代数 体系 {M(BR) .3 

不 基 群 ， 而 只 是 亚 群 。 但 其 中 可 道 方 隆 的 集合 
GL,{(R) = {AEM., (BR)| 'Al0} 

对 末 阵 乘法 作成 无 限 非 交换 类 01 一 1)， 

这 是 因为 ，Y A，BCGL., (BR)， 14|F0，1B1s0， 而 
14B1 = 1jAl:|1B| 关 9， 故 ABEGL.(R)， 冰 此 ，GL, 有) 对 方 
阵 习 法 封闭 ，{GL, (RR) ; :) 是 一 个 代数 体系 . 

《 1》 结合 律 显然 成 并， 

《2 ) 单位 阵 EEGL.(R) 是 恒 等 元 ; 

(3) 对 任意 4EGL.(R)，A4 有 道 阵 4- EGL, (RR) 使 
A -1A=AA '=E 
放 {GL.(R}; ) 是 一 个 群 。 且 当 n 半 1 时 为 无 限 非 交 措 群 ， 称 
这 个 群 为 一 般 线 性 群 。 
例 4 已 知 Zs 是 以 6 为 模 的 剩余 类 集合 ,对 于 剩余 类 的 加 


法 是 一 个 代数 体系 。 且 满足 结合 律 和 交换 律 ，0 是 零 元 ， 每 一 
元 素 均 有 人 负 元 ，0 的 负 元 是 0 ，1 和 5 互 为 负 元 ，2 和 二 互 为 
负 元 ，3 的 负 元 是 自身 ， 敌 {Z。 +} 是 有 眼 交 换 群 ， 

一 般 殉 ， {Z,; +} 也 是 有 限 交 换 群 ， 其 欧 素 十 的 负 元 为 


ai。 称 {Z,， +} 为 以 ?为 模 的 剩余 类 加 客 ， 
群 还 有 以 下 几 个 等 价 定义 ， 在 验证 -- 个 非 空 集合 是 不 是 群 
时 ， 可 根据 具体 情况 使 用 其 中 之 …. 
定理 1 代数 体系 {G，.} 是 群 的 充 雪 条件 是 {G; ,} 满 足 
1》 结合 律 成 立 ; 
CI) 安 中 有 一 个 诺 恒 等 元 e ， 司 
gd= 0 Yat 


《和 》 对 避 的 每 一 个 元 素 a ， 在 G 中 4 有 左 遂 元 a ， 使 


好 这 二 下 
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证 明 ”必要 性 是 明显 的 ， 只 证 充分 性 。 

若 1G，' )} 满 足 (1)、(I)、(H)， 往 证 1G5 *}》 是 群 。 根 
据 定 义 只 须 证 明 ，{G;'，} 满 足 群 定义 条 件 中 的 《2 和 (3 ) 
即 可 。 

先 证 C3 成 了 并， 即 证 有 明 & 的 一 个 堪 道 元 ef: 也 一 定 是 & 的 
耕 道 元 ， 亦 即 由 a'&g=e 去 证 qaa’ = ee. 

因为 由 《〈 开 》 ，2 也 有 霸道 元 o%， 使 


a (《 


所 以 
aq’ 一 eat' ) = (tara’) (ga) =a"[ (a 的 人] 
=@ (eq’) =aq =e 
骨 证 《2) 成 立 ， 即 证 明 一 个 左 恒 等 元 也 一 定 是 一 个 右 书 
等 元 ， 亦 肥 WaEG,，ae = a, 
因为 
ae= q(t 0) = (aa= eg=a 
于 是 如 有 恒 等 元 e 。 故 {G; *} 是 一 个 群 。 证 完 . 
定理 2 代数 体系 {GG } 是 群 的 充 要 条 忻 是 {G; *} 满足 
CI》 结合 律 成 立 ， 
《了 对 于 局 的 任意 两 个 元 素 4，b， 方 程 
ax=b 和 Ya=8 
都 在 GG 中 有 和 解 , 
证 明 ”必要 性 ， 若 避 是 群 ， 对 于 a EG 由 定义 中 的 《3)， 
存在 a :EG， 从 而 有 a :5EG，。 因 为 
a ‘b= (ac Yb=eb=b 
故 a 2 是 方程 ， ax= tb 的 解 。 同 样 ，ba” :是 方程 
ya=b 
的 解 。 
充分 性 。 若 {GG; ,满足 ( 工 )，(T2) ,我 们 去 证 明 {G， …? 
是 群 。 这 只 要 出 C1 、《 1 和》 证 阴 {G; ，} 满足 定理 1 中 前 
I、 及 就行， 
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先 证 《JT)》 成 立 ， 即 证 所 有 左 恒 等 元 e。 出 〈E) ， 对 
于 如 中 一 个 回 定 元 素 B， 方 程 
yb=b 
在 G 中 有 有 和解 。 任 取 池 = 了 P 的 一 个 解 为 e， 则 
eb=b (C1) 
玉 面 证 明 此 元 素 e 是 GG 的 左 恒 等 元 ， 为 此 只 需 证 对 GG 中 任意 元 
素 ， 艾 有 ta= 9 即 可 。 
得 (UL*》 方程 
px = 在 
在 GG 中 有 和解 c， 使 
bc=a 《2 7 
由 式 (C1) 、( 人 2) 和 (7 ， 有 
ea=e(thbe) = teb}c=bc-—a 
于 是 证 明了 人 存在 左 己 等 元 e ， 这 就 推 得 ?了 (1)， 
加 证 《 丰 ) 成 立 ， 即 证 对 于 GG 中 每 一 元 素 4 ， 在 避 中 有 左 
逆 元 a ， 使 a’ a=e， 这 里 的 。 是 上 面 取 定 的 左 己 等 元 。， 
任 取 aE€， 由 (方程 
ya=e 
在 G 中 有 解 o' ， 即 每 一 元 素 a 者 有 左 道 元 ， 这 就 推 得 了 《下 )， 
由 群 中 消去 律 成 六 ， 显 然 方程 
ax=b 和 ya=b 


在 G 中 内 有 唯一 解 . 
以 上 两 个 和 群 的 定义 等 价 的 命题 ， 在 判断 一 个 非 突 集合 
G ， 对 于 所 给 的 代数 运算 是 否 是 群 时 ， 上 时 是 很 方便 的 ， 
例 5 (Si*》 是 三 元 置换 对 于 舍 换 乘法 购 成 的 代数 体系 。 
] 2 3 
已 知 {S,，，} 做 成 有 伍 等 元 c= 《 ，) 的 半 群 ， 下 面 要 


证 4S3; “") 古 否 为 群 ， 上 只 旧 驻 证 53 的 每 一 元 均 有 左 六 元 即 可 ， 
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任 取 ( )e S$,, #( es, 使 


i i2 i3 


niinl 2 3 tt 2» 3 
CC 
1! 2 3 1 2 3 


i i i : 
故 让 定理 1 知 {53: "}! 是 群 。 称 53 为 三 次 置换 群 (或 三 次 对 称 
群 ) , 筷 共 有 有 6 个 元 素 ， 可 用 轮换 表示 如 下 ， 
(1) C2 ，《13) ， 《23》， 《123》 ， (132) 
由 于 
C12) (13) = (132), (13} (12) = (123) 
所以 $s 是 非 交 换 群 这 是 我 们 看 到 的 第 -一个 有 限 非 交换 群 的 例 
子 ， 以 后 可 以 证 明 《 见 本 半 $ 6 习题 8》5; 是 阶 数 最 小 的 有 限 
非 交换 群 ， 
例 6 有 有理数 集 Q， 规定 *。” 如 下 
qb=at+h+ab 
试问 (名 。) 是 否 构 成 群 ? 
解 ”显然 对 任 辣 a,bE 日 ，asb 是 Q 中 唯一 确定 的 数 ， 所 
以 。 是 日 的 代数 运算 。 下面 验 证 代数 体系 {09，; 。} 是 否 满足 群 的 
定义 条 性 。 
(gs 了 5C= (oth+tab)e= (atbt+tab) et 
(2 十 由-H ap7e 
=a+h+rcec+tabt+actbhe abc 
Gr thoc) :qth+et+be) 
=a+t+ thbt+cectbey tatwb+e-.be) 
-+broctabtacrbe abe 


a° thoe} = (orb oe, Ya bcEG 
不 难看 出 数 零 为 {Q; 。} 的 恒 等 元 ， 
Yat 龟 ，4 是 否 有 赣 元 呢 ? 衡 看 方程 
人 "区 二 中 


a8 


在 OQ 中 是 否 有 和 解 ， 册 于 a*x=arx*ax=0， 妈 (FDX= 一 a， 
所 以 当 a 一 1 时 ，aox :0 有 了解 为 8 邮 a 寺 一 


时 ， a 有 递 元 为 -一 一， sa -1 时 ，Y YEQ， 本 为 


(1)ex= -1+x-xX- -1s0， 可 见 -1 无 逆 元 ， 衣 1@ “不 
是 群 ， 易 证 上 - 1 关于 “so 运算 却 做 成 一 个 群 (请 读者 作为 
练习 ) ， 

例 7 G= {a，b,，c}， 其 乘法 出 下 表 规 定 


* | a b ce 
在 0 b i 
pb b ee 总 


ie a bb 


证 明 ，{G} *} 是 一 个 交换 群 ， 
证 明 ”由 上 表 可 以 看 出 “.” 确 为 如 的 一 个 代数 运算 a 
是 马 的 恒 筹 元 ， 每 个 元 素 都 有 议 元 ，8 的 逆 元 是 49a， 上 与 6 互 
为 道 元 ， 
下 面 验证 “*” 满足 结合 律 ， 
(x T= XY) 《# 
因为 《* ) 式 的 x，?，z 部 要 取 遍 6，B，ec， 所 以 《* )》 式 共 有 
33=27 个 ， 这 样 就 需 对 《* 》 式 验 证 27 次 。 但 是 出 于 a 是 恒 等 
元 ,， 故 ax=xa:x，， wxEG 均 成 立 。 这 样 ， 三 个 元 中 只 要 出 
现 a， 则 《*) 式 一 定 成 立 。 因 此 ， 只 需 验 证 x，?，z 分 别 取 
b，fc 的 情形 。 这 时 ，〈*》 式 前 有 23= 8 个 ， 即 以 下 8 个 
(phyb= bibh), hhce- bibhbe), (be}yc -- blce) 
(pe}b = bieh), (leo)e=etec}, (ee)b= eteb) 
(chb= etbhh), eh)ec=etbey 
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这 里 ， 只 验证 第 二 个， 其余 留 做 练习 。 
‘bhc—- cec=b, blibcec)y =ba=pb 
故 
(ppyc= bibe) 
因此 ，、{G}; ，} 是 一 个 烙 。 由 乘法 下 显 然 可 知 “。” 满 足 交 换 
律 ， 所 以 {G; …} 是 交换 群 . 

由 于 右 限 群 在 群 论 里 所 占 的 地 位 极其 重要 ， 因 此 ， 最 后 再 
讨论 一 下 有 了 有限 群 的 性 质 ， 

我 们 知道 .个 群 一 定 是 半 群 ， 且 消去 律 成 立 ， 但 是 ， 一 个 
消去 律 成 立 的 半 群 却 未 必 是 群 ， 例 如 ，{Z: ，》 为 非 零 整数 关 
于 数 的 乘法 作成 的 代数 体系 ， 显 然 它 是 一 个 半 群 ， 且 消去 律 成 
闻 ， 但 ZZ 中 除 圭 1 外 ， 其 它 元 均 没 有 逆 元 ， 所 以 {Z ;3，} 不 是 
群 ， 但 对 于 有 限 半 群 来 说 ， 情 形 就 不 同 了 。 

定理 3 一 个 有 限 半 群 {G; “》 是 群 的 充 要 条 件 是 消去 律 
成 立 ， 
证 明 必要 性 是 显然 的 。 下面 证 明 充 分 性 、 只 需 证 明 {G， 
“满足 定理 2 中 的 〈 王 )》 即 可 。 

先 证 有明 方程 

ax=b, Ya, BEG 
在 G 中 有 解 ， 

设 G= to，a，…，ar} 共有 个 元 ， 用 其 中 任意 元 a 左 

乘 扣 的 所 有 元 a;， 由 于 台 对 运算 封闭 ， 而 得 到 G 的 子 集 

全 ”= {ga G02 7, A } EG 
而 县 当 i 二 i} 时 ，aa; 夺 aa,， 否 则 由 消去 律 有 ai =a,， 与 G 有 
个 元 的 假定 不 符 。 因 此 G’' 有 2 个 不 同 的 范 ， 于 是 

GG = 
这 样 一 来 ， 必 有 ga: EG， 使 ™ 

ba an, 
这 就 是 说 ，a: 是 方程 ax =b 的 解 。 

同 理 本 证 方程 
80 


= 
”Be 
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YH= 0 
杰 仿 中 有 解 ， 证 完 ， 
则 这 个 定理 可 得 有 限 群 的 等 价 定义 ， 一 个 非 室 的 有 限 集合 
他 是 群 ， 如 果 
(ic '，} 是 一 个 半 群 ; 
(ii) 在 G 中 消去 律 成 立 。 


习题 


1 设 C=Z， 对 安 规 定 “as” 期 下 
acb=ath— 3 
证 朋 ，{G，。|} 是 一 个 群 ， 
2 设 G= {a,b)y|a,， bER，a 关 0}， 规 定 
ea, bjric, d)= Cac, ad+by 
证 上 时，{C， 中 全 一 个 群 ，。 
3 税 1G} "是 一 个 代数 体系 ， 则 {Gx 0 也 是 一 个 代数 体 
系 ， 这 里 避 x 忆 中 的 运算 “5o% 规定 为 
tois Doyothy, pry= (orby, arrb;) 
证 明 ， 当 1 如; 外 是 群 时 ，{1GxGr 。 上 也 是 群 ， 
4 证明 ， 代数 体系 1c， 中 大 群 的 充 要 条 件 是 {fC 分 并 足 条 性 
1) 结合 律 成 立 ; 
《2) 如 中 有 一 个 右 恒 等 元 ， 使 


Ne=0 可 E 让 

《3) 于 避 的 每 一 个 元 素 &， 在 量 中 & 有 右 北 元 9'， 使 
QA’ =& 

5 设 姜 是 一 个 群 ，2 是 妃 的 一 个 固定 元 素 ， 在 捉 中 规定 运算 
dob = ash 


证 明 ，{G; 。 了 ?是 一 个 人群。 
6 设 忆 是 一 个 半 群 ， 且 左 、 右 港 尝 徒 成 立 ， 则 避 是 交 挽 半 群 的 完 
要 条 忻 是 ，Ya, bEG, (aby?=a:b?, 
7 恨 没 群 G 中 每 个 元 素 都 游 是 方 从 
YX 一生 


证 朋 ， 安 古 侈 换 群 。 
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8 -证明 ， 和 任意 检 数 阶 在 限 秤 局 必 褒 有 泡 求 0， 使 & =#， 愉 此 种 
元 素 个 数 必 为 村 散 。 
9 设 召 是 一 个 解 ， GE 证 明 
XAXPA = XPe 
在 巨 中 有 且 羽 有 有 一 个 衣 ， 
10 本 证 在 任意 阶 大 于 2 的 非 交 措 群 中 ， 在 在 满足 48 = Ba 的 两 个 异 
平 世 等 元 的 无 索 0 了 ， 


2 子 和 群 


为 了 搞 清 楚 一 个 代数 体系 的 结构 常常 需要 研究 它 的 子 体 
系 ， 这 是 近世 代数 研究 问题 的 -- 种 重要 方法 。 研 究 一 个 群 也 常 
常 利用 它 的 具有 某 种 和 性质 的 于 集 一 一 子 群 去 推测 整个 群 的 构 
造 。 所 以 对 群 的 子 群 的 研究 在 群 论 中 是 一 个 非常 重要 的 课题 ， 

在 第 一 章 $ 6 中 已 经 给 出 了 -一 个 半 群 { 亚 群 ) 的 子 半 群 

《 子 亚 群 ) 等 概念 ， 关 于 群 自然 地 可 以 给 出 子 群 的 概念 ， 

定义 群 {fG; :} 的 非 空子 集 卫 ， 如 果 对 于 扬 的 运算 也 作 
成 群 ， 则 称 旧 为 G 的 子 群 . 

例 1 和 枉 林 群 G 郁 有 两 个 明显 的 子 群 。 一 个 是 出 恒 等 元 组 
成 的 1e}， 一 个 是 书本 身 ， 这 两 个 子 群 称 为 如 的 平凡 子 群 ， 其 
余 的 非 平 凡 子 群 称 为 安 的 真子 群 。 

例 ? 整数 加 群 1Z，+ } 中 的 全 体 偶 数 作 成 的 子 党 Z,，, 关 
于 整数 如 法 显然 作成 4Z， + } 的 子 群 ， 

例 3 行列 式 等 于 1 的 全 体 实 寻 阶 方 阵 的 集合 

SL, (R) = {AEM, (BR)||AL-1} 

对 失 阵 乘法 组 成 一 个 群 ， 是 全 体 林 逆 实 方 阵 所 作成 的 一 般 
线性 群 GL (CR) ( 见 本 章 $1 例 3》 的 子 群 . 称 做 特殊 线性 群 ， 
” 例 4 {RR'; (有 表示 正 实数 集 ) 和 {1，-1} 都 是 
4 县; 的 半 群 ， 但 {BR ;，} 不 是 {R; + } 的 子 群 ， 因 运算 不 
同 、 

$2 


9TT 


需要 注意 的 是 ， 恕 的 子 群 吾 椒 只 是 一 个 包含 在 避 中 的 群 ， 
两 省 运算 必须 一 样 ， 

群 如 的 子 集 王 满足 什么 条 件 才 能 成 为 马 的 子 群 呢 ? 

如 果 互 是 @ 的 子 群 ， 首 先 如 的 运算 必须 是 百 的 运算 。 即 立 
a, 了 bEH， 其 积 ab&H，H 对 忆 的 运算 封 阅 ， 其 次 来 考察 群 的 
三 个 条 件 。 因 为 玉 包 含 在 人 @ 中 ， 所 以 结合 律 对 二 当然 成 立 ， 这 
一 条 可 以 不 必 验 证 。 剩 下 只 需 检验 另外 两 条 ， 而 这 两 条 又 可 精 
减 为 一 条 ， 基 下 面 的 判定 条 件 ， 

判别 条 件 1 阁 的 非 空 子 集 吾 作成 避 的 子 群 的 充分 必要 
条 件 是 - 

(1) va, bEH—>ab EH; 

(C2) YaCH—>a ' EH 

证 明 ” 完 分 福 。 只 须 证 明 eCH 即 可 YaEH; 由 《2) 
推 得 a ' EH， 再 由 (1) 推 得 ao :=eE 开 所 以 刀 是 群 ， 从 
而 是 安子 群 , 

必要 性 。 因 为 五 是 妃 的 子 群 , (1) 显然 成 立 , 只 锅 证 明 
(2) 成立. 因 万 是 释 ， 设 e' 是 王 的 恒 等 元 。YaEH， 有 ea 
=a。 但 e'，a 都 属于 G， 故 e' 是 方程 ya=a 在 G 中 的 解 。 而 方 
程 yae=a 在 中 有 且 仅 有 一 解 为 忆 的 恒 等 元 e ， 才 e = e’ ET， 
同 理 ， 方 程 ya=@ 在 互 中 有 解 为 a , .而 a 也 是 这 个 方程 在 
中 有 的 解 ， 显 然 这 个 方程 在 局 中 有 且 仅 有 一 解 ， 就 是 ao-:， 
故 e := a' EH。 证 完 ， 

由 上 上 述 必 要 性 的 证 明 中 立即 得 到 ， 

群 的 于 群 玉 的 乌 等 元 就 是 G 的 但 竺 元， 五 中 任 演 鞠 案 a 
在 六 中 的 道 元 就 是 a 在 避 中 网 道 元 ， 

判别 条 件 2 群 G 的 非 空 子 集 玉 是 G 的 子 群 的 充分 必要 条 
佚 是 

YY_ a, bEH=—S>ab-: EH 

证 明 充分 性, 岗 为 瑟 非 空 ,所 以 有 a Hgq !: =e&€H， 

进一步 ，ea = 的 EH。 游 a,bCH, 因 b~!CEH, 故 a(b-1)-1=ab 
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了 1， 所 以 ， 根 据 判 别 条 人 忻 1 ,H 巧 加 的 于 群 。 

其 次 证 明 必 要 性 . 

. 褒 五 是 群 嫩 的 子 群 ，wbEH， 由 判 贺 条件 1 之 (2) 有 
b :全 六 ， 所 以，。YwWa，bEAH， 因 b71&€ 五 由 妾 济 条 件 1 之 (1) 
省 qb-' 所 二 ,证 完 ，。 

如 果 互 是 群 如 的 有 限 子 集 ， 那么 五 作成 台 的 子 群 的 条 件 还 
可 更 简单 一 些 ， 因 为 ， 在 群 中 消去 律 成 立 。 由 有 限 群 的 定义 ， 
只 要 求 恕 的 运算 对 五 封闭 即 司 。 于 是 马帮 

判别 条 件 3 和 群 如 的 非 空 有 限 子 集 互 作成 如 的 子 群 的 充分 
必 委 条 件 是 

va, bEHS=ab EH 

显然 局 的 于 群 二 的 持 群 长 也 是 的 子 冬 ， 即 子 群 有 传递 
性 . 

例 5 令 V 基 平面 上 所 有 朵 量 关于 向 量 的 加 法 所 作成 的 加 
群 ， 互 是 过 原点 的 某 定 直线 上 的 向 量 全 体 ， 则 豆 是 站 的 子 群 。 
显然 ，Yx，?E 万 ,有 x+?yEI，-xEH， 出 判 虽 条件 1 知 殖 
是 站 的 子 群 。 

例 6 在 整数 加 群 {Z， + } 中 给 定 任意 一 个 整数 如 ， 由 于 
的 一 切 倍 数组 成 的 集合 

五 = {knlkCZ， nn 为 固定 辖 数 )} 
可 证 开 为 4Z;， +} 的 学 群 ， 

事实 上 ， Vkin, kn EH, 有 Kn- kn= Ci-kN)nEH, 
由 淹 别 条 件 2 知 十 是 {ZZ; + } 的 子 群 ， 

例 7 G=53，H={(1)， 《12》}， 则 EH 是 5 的 子 群 ， 

自 五 的 乘法 表 


(C1? (12) 


一 GO 


01) 0) (12) 
aa 12) (1) 
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可 知 ， 乒 对 于 避 的 运算 是 封闭 的 ， 有 由 判别 条 性 3 可 知 瑟 为 所 的 
子 群 

例 8 若 吕 ， 互 为 如 的 子 群 ， 山 五; 站 号 志 是 所 的 子 群 ， 

显然 EE HHi， 故 Hi 个 Hs 非 定 。Ya,，b€EHNHi:， 则 
a,、 beEH, a peEH;, 由 Hl,H; 是 子 群 ， 故 ab !' EHi, ab !€ 
Hi， 从 而 op 一 也 下 机 2。 改 HiNH 是 号 的 子 群 ， 比 鱼 果 可 
推广 为 ， 群 G 的 任意 多 个 子 群 的 交 仍 是 忆 的 子 群 . 

表 后 介绍 … 种 构造 子 群 的 一 般 方 法 ， 在 群 @ 中 任 取 一 个 非 
宇 子 集 3$3， 如果 3 不 是 群 ， 由 子 群 的 判别 条 件 1 ， 可 在 3 的 基 
珊 上 将 蕊 扩大 ， 把 慌 为 一 个 群 应 该 包含 的 元 素 都 深 进 去 〈 不 止 
一 次 地 漆 加 ) ， 使 其 任 二 元 索 之 积 以 及 任 一 元 素 的 道 元 仍 在 其 
中 ， 直 至 得 到 一 个 包含 5S 的 子 群 时 为 目 . 

设 S= (aasas…)》， 利 用 S 的 元 素 和 它们 的 道 元 做 一 切 
可 能 的 乘积 ， 比 如 

dd2, HL G3 30 7 A320ay Gas a4 Ty 
把 所 有 这 些 元 素 都 添加 于 SS。 于 是 得 到 G 的 了 字 集 

H= {aiiatiais las CS,k,= +1,n=1,2, "} 
即 站 是 一 切 形 如 

加 时 人 (Cs) 
的 元 素 构 成 的 ， 

因为 任意 两 个 〈* )》 形 的 元 素 的 乘积 仍 是 《*) 形 的 元 
素 ，《〈* 》 形 元 于 的 道 元 出 是 〈《* ) 形 的 元 素 。 于 是， 由 判 唱 
条 和 件 1 知 ， 五 是 如 的 子 群 。 

显然 HS， 在 G 中 ， 除 G 和 五 外 ， 可 能 还 有 其 它 子 群 也 
包含 s， 但 是 任 一 包含 S 的 子 群情 都 必 和 包含 刀 。 事 实 上 ， 因 为 
kK 是 一 个 子 群 ， 所 以 必须 满足 判别 条 件 1 中 的 条 件 《1)》 、 
《2) 。 由 于 处 25， 到 必 人 了 包含 所 有 (〔* 》 形 的 元 ， 所 以 区 三 瑟 ， 
闭 瑟 是 台中 所 和 包含 S 的 子 群 的 交集 ， 显 然 互 是 对 中 包含 S 的 
最 小 闻 群 ， 

过 个 由 5 决 窟 的 闻 群 晴 蚜 做 出 S 生成 的 子 群 。 记 作 所 = 
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(3)。S 叫 做 五 的 生成 元 系 ，S 和 中 的 元 叫做 五 的 生成 元 ， 当 S 本 
英 是 子 群 时 ,显然 有 (3S) = S， 当 3= gz ya 为 GG 和 的 有 限 
子 集 ， Baia;=a,a; 时 ， 则 
H= (3) = (10 全 

特别 地 ， 当 S = {aj， 由 一 个 元 a 生成 的 子 群 记 为 《ae) ， 
它 是 由 a 的 所 有 万 a’ 形 成 的 ， 这 种 群 将 在 本 章 $ 4 作 重 点 讨 
论 ， 

例 9 在 GL2CR} ( 见 例 3)》 中 ， 取 两 个 阵 


1 0 一 1] 0 
| ) | ) 
0 -1 0 一 1 


试 确 定 由 8= fcsby 生 成 的 子 群 互 ， 
解 因为， 由 4a，b 生 成 的 子 群 运算 必须 封闭 ， 所 以 其 中 必 
含有 下 列 元 素 


1 0 —1 0 -1 0 
ob= ( | )- )- 
J 一 1 0 -1 0 1 
1 0 1 0 
从 “= je jE 
0 一 1 0 荆 


b -b,ce =c, ac=<b, bc=a 
ha=e, ci=b, cb=4a 

通过 做 各 种 可 能 的 乘积 ， 共 得 区 个 元 素 的 集合 
H={e,a,b,c} 

由 其 乘法 下 


上 
人 
后 站 和 
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可 以 看 出 
《t+ 》 五 关于 惩 阵 乘法 封闭 ! 
《2 ) 每 一 元 素 均 有 道 元 背 为 日 吴 。 
故 瑟 为 由 3 生成 的 GL: (及 ) 的 子 群 ， 即 瓦 = {3S) ,其 阶 为 4。 


习 是 
1 设 S 是 群 口 的 一 个 子 集 ， 令 
CS) = {x EGIYS ES, XS- sx} 
证 明 ，Ct5) 是 如 的 子 群 ，C45) 刘 人 艇 S 的 中 心 化 于 。 特 草地 ， 当 5S= 避 
时 ，Ct) 册 徽 避 的 时 心 。 
2 设 3 是 群 吕 的 子 集 , 令 
NIS)= {x [XEG, XSx™!1=H}， 其 中 ， XSx-1={ YXSX II | SEES 
则 NCS DD) 是 的 巴 群 ，N(S) 叫 杉 $ 的 正规 化 子 ，S 的 中 心 化 子 Ct 3 ) 与 正 
规 化 子 NW(S ) 有 何不 局 ? 
3 访 艰 为 迹 换 群 ， 人 为 一 固 证 整数 ， 令 
Co) = 0" ECG Geny = 0 EG)a" =e} 
征 朋 ，G*? 和 Gn) 都 是 己 的 子 群 。 
4 HH={x1x&C， 存 在 某 个 自然 数 n， 使 x =1}. 证 明 : 地 是 G 
= {C，.…} 的 子 群 ， 
5 斌 证 下 而 四 个 矩阵 对 于 答 阵 乘法 运算 作成 群 , 


re 
(i) 


6 证明，Ss 欧 子 集 
Bs={C1), C12)C34), (13)(24), (14)(23)} 
是 $3 的 于 群 ， 别 做 克 莱 世 《Klein》 四 元 群 。 
7 诬 有 鸭 他 的 子 焙 和 任 取 a EO， 则 aa 也 是 台 的 子 群 ， 县 了 及 
与 0Ha 1 有 相同 的 阶 ， 称 He-+ 为 所 的 共 纺 了 群 。 
8 设 肛 :和 = 1，2，…) 是 侣 的 一 组 子 烙 ， 并且 


Hi 宇 H, 宇 己 H, 后 
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《 称 { 开 , } 为 了 群 的 升 链 ) 则 


R=\ ja 
是 避 的 子 群 ， 
9 取 S3 的 子 尝 SS= 112) 《123 计 。 往 生成 的 子 群 包 售 哪些 元 素 ? 
一 个 群 的 两 个 不 同 的 子 集会 不 会 生成 相 河 的 本 搓 ? 
10 站 LAR) 见 们 全 3》 中 ， 取 网 个 二 界 阵 


0 1 0 1 
i 
-1 0 1 0 
试 确 定 由 8 = {4，b} 生 成 的 子 群 甘 ， 其 阶 如 人 ? 
11 证 明 : 群 忆 的 一 个 子 集 5S 是 如 的 一 组 华 吉 元 ， 当 上 县 权 当 如 中 不 


竹 在 包 人 当 集 合 3 所 有 元 素 的 真子 群 ， 
12 证 明 ， 群 吕 不 能 是 它 的 两 个 真子 群 的 并 ， 


3 3 和 群 的 同 态 、 同 构 


在 第 一 章 8 5 中 已 经 讨论 了 代数 体系 的 同 态 、 同 构 ， 本 节 
将 车 重 讨论 群 的 同 态 、 同 构 。 这 是 研究 群 的 构造 的 重 槛 手段 ， 
两 个 群 1G 中 与 {G/， 做 为 代数 居 系 ， 如 果 存 在 所 
到 GG’ 的 映射 PT， 使 得 , Ya,bEG 有 
Pp ab) = pa) °°' pb) 
则 称 名 为 {GG; 。} 到 {1G ; 。 人 的 同 恋 映射 ， 简 称 同 态 ， 
pC) = imp， 轩 做 在 之 下 的 癌 态 象 ， 显然 p (9) 三 G7/ ， 
当 和 为 1G 。 到 {G 5 的 满 同 态 映 射 时 ， 即 94G) = 


G' ， 则 称 (G，-.} 与 1G7， 。} 满 同 态 ， 简 记 作 G& Gy， 
当 {G} 。} 到 1G'， 。 ) 的 同 态 映射 p 为 双 射 时 ， 则 称 g 
是 {如 ;到 {GG 的 一 个 辐 构 映射 。 此 时 称 {G，。} 与 
{G" ，。} 同 构 。 简 记 作 GsGy 
显然 同 构 映射 是 同 态 映 丑 的 特例 ， 当 G = Gy/ 时 ， 同 态 映射 
罗 因 做 G 的 自 同 态 ， 同 构 脆 射 儿 又 呈 G 的 自 同 构 ， 
58 


关于 群 的 同 态 有 如 下 的 结论 : 
由 第 一 章 § 6 已 经 知道 ， 如 果 {G,+} 与 1G ;*'} 满 同 态 ， 


G ~G’, 则 有 
(1) 如 的 运算 “。” 满足 结合 律 仿 G 的 运算 “-“ ” 满 趾 
结合 人 于 ， 
《2) 局 的 运算 “o” 满足 交 模 律 之 G 的 运算 “。 ”满足 
奕 换 律 ，. 
《3) 如 的 元 索 e 是 一 个 恒 竺 元 之 e =ple) 是 GG 的 一 个 
恒 等 元 ; 
《4) 设 e 为 G 的 一 个 恒 等 元 ,由 (3)G’' 中 也 有 便 等 元 e’， 
向 且 床 起 站 =pte)， 于 是 ，MS 中 元 案 4 有 逆 元 b， 则 a = 
多 (的 也 有 道 元 ， 且 愉 为 8 =p)， 即 a 的 道 元 8 的 蒙 p 岂 ) 是 
& 的 得 o 的 道 元 ， 
事实 上 ， 设 为 @ 的 着 元 ， 即 ge"p=bea=e 令 
a ya =m), b>b’ = pb) 
由 于 为 GG 到 G 的 同 态 映射 ， 故 
pla}e pb) = plasb) = ple) =e 
Pb) ta) = Ba). ple) -=e 
即 PO pb) = pb op (a) = ee’ . 故 a’ = (9) 有 北 元 为 : 
b’ = g(tb), 
由 上 述 (1 ) 、 {3》、 《4) 条 可 得 ; 


定理 车 G~G’，G 是 群 ， 则 G7 也 是 群 . 
既 群 的 同 态 象 仍 是 群 ， 但 定理 的 道 命题 末 必 成 立 。 例 如 ， 
取 避 ={1Z =1195，}， 邻 
yg; 一 > 


0” 
显然 是 G 到 G’ 的 满 同 态 映 射 G~G/。G” 是 群 ， 但 G 不 是 
群 ， 因 台中 的 元 除 土 1 外 ， 其 它 元 素 没 有 逆 元 ， 
这 说 明 ， 苦 G 一 G ， 则 由 怠 的 代数 性 质 可 知 G 也 有 相应 
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的 代数 性 质 ， 肥 之 未 必 成 立 . 


Pp 
但 着 9 是 代数 体系 上 G 到 GY’ 的 同 构 映射 部 G 衬 G+， 则 G3? 
是 群 ,已 也 是 群 。 因 为 Pp 为 双 射 , 玖 为 可 逆 上 映射 ， 胡 加 有 道 映射 


Pp ”显然 p 7! 是 G' 到 局 的 辣 构 映射 ， 好 GG 宕 G，。 因 此 ， 由 GG 
的 代数 性 质 可 知 忆 也 有 相应 的 代数 性 质 ， 此 时 ， 避 与 G 代数 
运算 的 性 质 完 全 相同 。 我们 把 代数 体系 的 代数 性 质 的 总 合 称 为 
蕊 的 代数 结构 ， 因 而 从 代数 观点 看 ， 同 构 的 群 有 完全 相 辣 的 代 
数 结构 。 除 元 素 和 运算 符号 的 差异 外 ， 没 有 本 质 的 不 同 ， 我 们 
也 身 说 它们 是 代数 相等 的 。 


P 
推论 若 安 兰 G" ， 则 殷 是 群 的 充分 必要 条 件 是 G' 是 群 ， 
例 ] =t25it++ (加 群 ) ，G = 11,oosos= Tt 《和 飞 
群 ) ， 避 各 G” 的 运算 岩 如 下 ， 


十 | 0 1 32 | 1 外 oe 
站 0 1 2 1 1 oo 
1 1 2 0 全 站 6 1 
2 2 0 1 mo 1 @ 


2 1—>g? 

显然 是 如 到 G' 的 双 射 ， 实 际 上 这 两 个 天 按照 元 素 的 对 应 关 
系 是 一 致 的 ， 所 以 彼此 对 应 着 的 元 素 ， 其 运算 的 结果 也 恰好 对 
应 着 。 用 式 子 表示 就 是 ，p (e+ 本 =p(avg() ， 即 9 保持 运 
算 关 系 不 变 。 所 以 ，9 是 G 到 G' 的 同 构 映射 即 G 衬 G7， 

例 2 G= {有 &; +} 是 实数 加 群 ，G’ = {R!;: } 是 正 实数 幸 
群 。 设 

FT; x 1]10" 


fn 


显然 罗 是 G 到 G" 的 双 射 。 车 令 
yi 10: 
则 有 
Pxt y=10 7 =1010" -9 (x) p(y) 
故 G 宇 G7， 
此 二 例 中 的 两 个 集合 尽管 不 同 ， 适 算 也 各 异 ， 而 从 代数 观 
点 看 ， 它 们 没有 本 质 的 不 同 ， 
例 3 证 明 ，G= {RR; ，) 与 G = {R，+}) 不 同 构 ， 
证 明 用 反 证 法 。 假 如 所 与 G' 同 构 ， 可 设 贡 为 他 到 G 的 
一 个 同 构 号 冉 ， 于 起 由 群 同 态 的 性 坏 必 有 
FP; IF >0, -1 >a, a0 
从 而 
yl = 1 DD) =pt-1) +ot-1)=24 


但 (1)=0， 故 26=0， 于 是 ae= 0， 此 矛盾 说 明 《 吾 : ，}) 与 
{BR，+ } 不 能 同 构 ， 

有 时 当 需 要 判断 一 个 代数 体系 G' 是 否 为 群 时 ， 除 了 按 群 
的 定义 逐条 验证 外 (有 时 是 比较 麻烦 的 ) ， 如 果 能 找到 一 个 已 知 
群 G， 证 明 二 者 同 构 G 宇 G' 或 满 同 态 G~G/， 则 可 由 G 为 群 ， 
推 知 G 也 为 群 。 

例 4 G’ = {a,b,c} 运 算 表 如 下 


此 G' 即 为 1 例 7 中 之 G， 当时 将 断 9G’' 为 群 时 ， 证 明 结 合 律 
是 相当 麻烦 的 ， 现 在 只 村 仔细 观察 G* 的 运算 表 与 我 们 记 熟 知 
的 = {Zs +} 的 运算 表 《 见 例 1) ， 就 会 发 现 它 们 之 间 的 
联系 ， 事 实 上 ， 令 
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ni 0 ai 1 一 > 4b, 2 FF 一 > 

显然 中 是 G 到 G” 的 双 射 。 因 为 这 两 个 运算 表 完 全 重合 ， 容 易 
验证 为 GG 到 G/' 的 间 构 映射 ， 即 G 衬 G'。 故 由 局 为 群 推 知 G/ 
也 为 群 , 

我 们 研究 群 “其 它 代 数 体系 也 同样 ) 的 首要 目的 就 是 要 确 
定 甩 有 不 同 构 的 群 的 代数 结构 。 实 际 上 确定 一 个 群 (抽象 群 ) 
的 代数 结构 ， 只 要 证 它 与 一 个 代数 结 攀 已 经 清楚 了 的 具体 群 同 
构 妈 可 。 如 果 能 柳 到 这 一 点 ， 那 么 这 个 抽象 群 的 代数 结构 就 清 
楚 了 。 在 下 一 节 中 我 们 将 给 出 一 个 研究 群 的 代数 结构 的 “车 
例 ”， . 


习 题 
1 证明， 整数 加 群 { 节 5 + 上} 与 悍 数 妨 群 问 构 、 
2 设 G=GL, (RR), G’=1{R, “， 证明，C 一 安 。 
3 设 避 = {县 ，+} 为 加 群 , 吕 = 4202[BER} 汶 具有 恨 法 运算 的 代数 
体 系 。 在 映射 
和 tt- eie 
之 下 ， 如 与 口 ' 是 否 同 构 ， 双 是 省 满 同 坊 ，{G “是 将 为 群 ? 
4 已 知 = 科 i， -1， 计 为 群 ，G = {00 9 "， 0， v3 这 
里 5 是 绕 一 固定 直线 旋转 鞋 台 度 的 空间 旋转 ， 试 证 如 "也 是 一 个 群 【〈 不 下 
接 用 定义 证 ).， 
5 设 四 是 如 到 避 的 一 个 满 问 态 ， 砷 如 ， 招 的 中 心 CCG) 的 元 素 在 
之 下 的 象 是 日 “的 中 心 Ct 个 中 的 元 素 、 
6 证 明 ， 已 为 可 换 群 当 芷 仅 当 上 且 揣 
PF: Ta! 
是 全 的 自 阿 构 . 
7 关于 是 群 台 到 局 ' 的 辐 坊 鼎 射 ， 证明， 
1) 才 芋 是 避 的 千 样 ， 出 ¥(H) 是 局 ' 的 闻 群 ， 
(C2) 新 日! 是 GG' 的 子 群 ， 则 p71H 7)= {|X€G,， p(xy EH 是 GG 
向 子 寿 。 
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$4 和 人 循 环 群 


本 节 将 讨论 -- 种 代数 结构 特别 简单 ， 而 在 群 论 中 洋 有 代表 
性 的 群 一 铂 环 群 ， 

一 般 米 说 ， 对 于 一 个 代数 体系 如 果 能 够 解决 这 个 体系 的 在 
在 问题 、 数 量 问 题 、 构 膏 问题， 那么 这 个 代数 体系 就 清楚 了 ， 
对 循环 群 来 说 ， 上 上述 三 个 基本 问题 都 作 了 肯定 地 回答 ， 

在 3 2 末 尊 讨论 了 由 一 个 群 的 子 集 3 生成 的 子 群 ， 当 8 内 
含 一 个 元 素 ， 即 $= {a} 时 ， 由 8 生成 的 子 群 人 o) 的 构造 特别 简 
单 ， Ca) 的 任意 元 素 都 是 4 的 乘 怖 。 现 在 我 们 要 问 ， 一 个 群 
@ 的 元 素 会 不 会 部 是 如 的 某 一 个 固定 元 素 a 的 乘客 ? 

例 1 {2Z; +》 为 整数 加 群 ， 对 于 加 群 来 说 a 的 乘 竹 a” 
即 mae 《站 为 任意 整数 ) ， 显 然 任 意 整 数 都 是 1 的 倍数 〈 即 1 的 
“和 项”) ， 志 以 整数 加 群 可 以 看 做 是 由 1 生成 的 。 显 然 ， 它 也 
是 由 -1 生成 的 ， 即 Z = (1)= (- 1).， 

例 2 1Z.i+ 是 以 疾 为 模 的 剩余 类 加 群 ， 它 的 元 素 共 在 
和 人 个， 0，1，2， 让，…，h 一 4。 显然 ， 广 = 计 工 ， 
即 任意 元 都 是 1 购 倍 数 .Z， 是 由 1 生成 的 ， 即 Z, = (了 了 )， 

定义 1 车 一 个 群 G 是 由 其 中 某 个 元 素 4 生成 的 ， 即 G = 
(o)， 则 已 叫 构 循 环 群 ， 而 称 a 为 G 的 生成 元 ， 

显然 按 定 义 ， 例 1 、 例 2 都 是 循环 群 ，{Z， + } 是 无 限 循 
环 群 ，{Z,; + } 为 全 阶 有 有限 循环 妊 。 由 ”的 任意 性 ， 可 孝 阶 
数 为 任意 自然 数 7 的 循环 群 是 存在 的 ， 

下 面 米 讨论 一 下 铂 环 群 和 的 构造 ， 

1 者 a 的 请 有 的 军 都 互 不 相等 ， 即 hh 夺 K 时 ，a' 夺 at。 这 


站 可， 站 a', al, (i 
{中 为 泡 限 铂 环 群 ， 


2 帮 a 的 大 中 有 相等 的 ， 邮 存在 khEZ 有 a* =a*， 不 
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妨 设 h 汪 所 、 于 是 有 
aA" “=e, 真一 天 人 
由 此 可 知 ， 对 于 上 来 说 存在 正 吝 数 形 ， 便 o =e 
令 h 是 使 a" = e 的 最 小 正 整 数 ,出 (a) 由 如 下 mn 个 不 同 元 组 成 ， 
dd, qa, gi, 1 a (C1) 
首先 证 明 ， 《1 )》 中 人 个 元 第 陛 互 异 。 因 为 ， 如 车 
9 一 0 00Si<i<n 
那么 
da' i-e, 0<i-j<n 
这 与 和 是 司 a” = e 成 立 的 景 小 正 整 数 的 假设 矛盾 ， 
其 次 证 明 ，() 中 任 一 元 a”Cm 为 任 一 整数 ) 必 与 C1》 
中 某 一 元 相等 ， 把 写成 
m= ntr, OEr< 
于 是 有 
da"=d 1" =a Tg = 4") rg = eg = 
所 以 a 的 性 意 床 数 客 必 与 《1 ) 中 某 一 元 相等 。 这 就 证 明了 
(a) 是 含 1 个 元 
a dy gl rr 人 
的 有 限 循 环 群 。 
从 二 面 讨论 可 以 看 到 ， 御 环 群 (0) 所 含 元 素 个 数 是 无 限 还 
是 有 限 ， 取 决 于 4 的 壬 是 否 有 相等 的 。 邵 对 于 不 同 能 整数 m 和 
n 米 说 ， 是 否 有 a" = 4 。 而 这 一 点 又 取 交 于 是 否 存在 最 小 正 整 
数 9， 醒 qa" =e。 因 此 、 循 环 灶 上 G= (a) 所 含 元 素 个 数 与 是 否 罕 
在 满足 上 述 条 件 的 最 小 正 整数 上 有 着 密切 关系 。 在 讨论 循环 群 
(@) 的 构造 时 ， 这 个 最 小 正 整 数 % 起 着 相当 重要 的 作用 。 为 此 
给 出 如 下 定义 ， 
定义 2 对 群 上 的 元 素 4 ， 若 符 在 使 
a"=e 
的 最 小 正 整 数 #， 则 称 4 的 阶 (周期 ) 为 n ， 若 这 样 的 不 存 
在 ， 就 说 上 是 无 限 阶 的 〈 半 斯 是 无 限 的 ) 。 
证 | 


例如 ， 由 四 次 单位 根 所 构成 的 采 群 G {1, 一 1 一 计 中 ， 
1 的 阶 为 1 ;一 1 的 阶 为 2 ,1 和 -的 阶 都 是 45 信 1Z6 +} 
中 ，0 的 阶 为 1 ，1 和 5 的 阶 为 6，2 和 4 的 阶 为 83。，3 的 阶 
为 2 。 而 在 整数 加 群 {1Z5， + } 中 任意 非 零 的 整数 都 是 无 限 阶 
的 . 
下 面 我 们 给 出 循环 群 的 怕 造 定理 ， 
定理 1 设 循 环 群 人 = (a)， 则 局 的 构造 完全 由 其 生成 元 
2 的 阶 决定 : 
《1 若 4 的 阶 为 无 限 ， 则 扎 与 整数 加 群 局 构 ; 
(2)》 若 @ 的 阶 为 由 ， 则 怠 与 以 于 为 模 的 剩余 类 加 群 同 
构 . 
证 明 《1) 设 &8 为 无 限 阶 的 ，G= (@ = 人 ,a ?a a", 
2 0， 站， 这 时 
dT = ji 
事实 上 ， 若 m1 = mz， 显 然 a""=a™"。 反 过 来 ， 车 4a” = a"， 
而 mi 二 mz， 可 很 定 mi 关 mz， 则 有 aa = e 这 与 6 为 无 限 阶 
的 假设 不 符 。 令 
Pr tt > hn 
由 上 讨论 易 知 中 是 (0) 到 {2Z; +} 的 双 射 . 日 
Pla sa) =pla Y= m+in=pa") 十 站 (和 
所 以 PF 是 (@) 到 {Z; 上 的 一 个 同 构 上 映射， 页 ta) 衬 {Z +》 
《2 ) 设 g 的 阶 为 kyqa" = e, 则 G= (a) = {at,gya?… ,a"-!}), 
这 于 
人 ”一 关公 玫 | nz 
事实 上 上， 若 #|ma -maz， 则 ma -ma= ng，mi=jg9+fpa 于 


是 
站 二 
如 果 a”! = a"™， 令 
ni — Hi = nd +r, Or 
那么 


站 各 


e=d =a = 0) 0 er = 
由 a 的 阶 为 nh， 省 有 r= 9， 靶 n|mi 一 mz。 规定 
pay 
显然 w 是 (四 到 {2"; + + 的 酉 射 ， 

下 面 证 肯 丫 是 (0 到 {ZZ + 的 双 射 。 

任 权 ao，omE (的 ， 车 an 二 a 9 ， 则 mi 三 zz， 否则 由 
mt= M2 ， 必 有 ni 一 maz 由 上 面 讨论 可 知 e "= 67 与 es 
攻 盾 。 故 中 是 人 @ 到 4 的 单 射 ， 

显然 9 是 (0 到 {Z5 +) 的 满 射 所 以 9 是 (中 到 i121; 二 1 
的 双 身 ,而且 

lara = 六 (一 
= pla)+oma’y 
故 和 为 人 ?到 {Z + 的 一 个 同 梅 巾 躺 ， 即 
(0D) {Zr FF} 证 完 . 

这 个 定理 说 明 ， 一 个 由 # 生成 的 循环 群 的 构造 完全 由 4 的 
阶 所 光 定 ， 如 果 引 的 阶 为 无 限 ， 那 么 这 个 循环 群 和 整数 加 群 同 
构 ; 如 果 & 的 阶 为 9 ， 那 么 这 个 循环 群 和 {Z,，+1} 同 构 ， 央 
比 有 ， 同 阶 循 环 群 同 构 ， 

研究 群 ， 还 有 一 -个 很 重要 的 问题 ， 就 是 决定 一 个 群 的 所 有 
于 群 ， 这 对 任意 群 来 说 不 是 一 和 件 很 容易 的 理 ， 但 对 和 销 环 群 来 
说 ， 问 题 是 不 蕉 解决 的 ， 

命题 1 循环 群 G= (a) 的 子 群 也 也 是 循环 群 ， 

证 明 若 瓦 = {e) ,出 互 = (e) , 即 坟 是 循环 群 , 若 了 H 志 {e}), 出 
HH 必 含 有 a' 关 e。 0 这 时 必 有 a ' CH， 所 以 ,当量 {ee} 时 ， 
在 五 中 一 定 食 有 4 的 菜 些 正 整数 螺 ， 在 这 些 a 的 正 整数 窜 中 必 
有 一 个 各 指数 为 最 小 者 ， 令 其 为 a*， 即 老 0 -hh< 二 ss， 则 a! 二 及 。 
下 面 证 月 a 为 理 的 生成 元 ， 中 瑞 = (a')， 这 只 要 证 戎 H 中 的 任 
意 元 b 背 采 表 为 b= (a 好 可 ， 因 bE 和 和， 当然 bEG, 令 b= 
a"，。， 肉 带 余 除法 

m= fF 0-s 


省 


和 = 
因 a"CH，{a')*EH， 故 a EH, 又 由 0 过 rs， 及 3 的 最 小 
性 ， 必 有 r=0。 这 样 m= sq， 团 ca:= ta) 。 其 以 HH= (ta) 是 
由 a 生成 的 循环 群 ， 证 完 ， 
因为 在 群 中 
(0 ) = (0 
所 以 ， 当 循环 群 (o) 的 子 群 五 的 生成 元 为 0 了 蛙 , 网 HH= (a') 
惟 由 人 ?中 所 有 元 的 * 次 竹 构 成 ， 
如 果 & 的 阶 无 限 ， 显 然 和 的 阶 出 必 无 限 (3 盖 的 。 这 时 ， 
a ”并 生成 的 循环 群 由 循环 群 (@) 中 直列 元 素 构 成 ， 
0 a dy a A 
有 所以， 无 中 循环 群 (9) 的 子 群 地 二 1e} 必 是 无 限 循环 群 ， 
对 于 无 限 循 环 群 上 G= (来 说 ， 当 s 和 + 上 是 任意 不 同 的 非 
负 束 数 时 ， 则 (te 和 (已 是 好 = (a) 的 不 同 子 群 ， 综 上 所 述 究 
命题 2 ”无 限 循 还 群 G= (ao) 的 子 群 除 {ej 外 都 是 无 限 特 环 
群 ， 在 非 钢 整数 集 与 如 = (a) 的 所 有 子 群 的 集合 之 间 ， 有 双 射 
Ss > (gq) 
$ 为 非 负 整数 . 
对 于 有 限 循 环 群 GG= (ga) 有 
命题 3 设 吕 = {4g) 是 1 阶 特 环 群 (a”=e)， 则 
《1 总 的 任意 子 群 互 的 阶 是 扬 的 阶 的 正 的 数 ; 
(2) 对 于 ?的 任 一 正 约 数 4 ，G= (oa 有 且 只 有 一 个 阶 
为 4 的 子 群 . 
证 明令 a 为 在 命题 1 证 明 中 所 指出 的 昌 的 生成 元 ， 开 - 
Ca") ， 即 8 是 便 a' CH 的 最 小 正 整数 。 我们 先 证 明 s|n， 由 带 
余 除 法 有 
HNH=s9tr, OErs 
因为 6 =e， 而 e=a” =a =a ra， 所 以 有 
qa -a "=(a) EH- (9") 
出 0 寺 r 之 8， 所 以 由 3 的 最 小 性 必 有 r= 0, 即 sn, 令 n= st， 
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刚 有 
H= (a') = (0 a’, 02， 
如 二 的 阶 为 t+， 而 tina， 故 《1) 得 证 ， 

下 面 证 明 (2 成立。 令 n=dr， 则 (a ) 是 G= (四 的 4 阶 
子 群 . 

开 实 上 ， 因 为 (a -ai=a"=e 所 以 o7 的 阶 和 4&， 而 当 
80-kd 时 有 0<K<rdE=mH， 于 是 由 题 没 a 的 阶 为 n， 有 
(a" 7“ 天 e， 即 了 是 使 te =e 的 最 小 正 整 数 ， 故 a' 的 阶 为 
d ， 从 而 ta 中 为 d 阶 循环 群 . 

最 后 证 明 妇 = (@) 上 只 有 一 个 4 阶 子 群 。 邻 H 是 如 = (的 a 
阶 子 群 ， 往 证 H= ko)7， 人 如 = rd) 。 

由 命题 1 知 互 是 循环 群 ， 而 HH (4)， 令 a' 是 五 的 生成 
元 ， 则 和 = {a) ， 因 为 互 的 阶 为 卫 ， 所 以 a 的 阶 是 4 。 令 

t=rg+s, OE 
则 

8= {a ) = = rid gg da 

由 0<3<r， 有 ”0 码 sd 之 rd=n， 而 a 的 阶 为 hn， 所 以 由 
a =€ 必 有 弓 =6。 但 di>0， 故 5 = 0。 从 而 有 ， t=rqg， 于 是 得 
到 : a =a = (0 E (0')。 所 忆 有 H= ta') (a)， 

但 吾 和 (a") 都 是 G= (@) 的 d 阶 子 群 。 故 有 H= {a')= 
ca'》， 即 G = (q) 只 有 一 个 dd 阶 子 群 。 (2 得 证 ， 

把 上 面 三 个 命题 归纳 起 来 ， 我 们 在 

定理 2 《1 ) 循环 群 G= (o) 的 子 群 五 都 是 循环 群落 
Hw{e}， 则 互 是 由 吾 中 元 4 的 最 小 正 整数 寡 a' 生成 的 。 (2) 
当 C= (9 是 无 限 群 时 ， 互 地 {ej} 也 是 无 限 群 ， 而 且 ， 存 在 非 负 
整数 集 到 G = (9) 的 所 有 子 群 构成 的 集 的 双 射 。 (3) 当 G= 
(a) 为 n 阶 有 限 群 时 ， 则 G 的 子 群 吾 的 阶 必 为 的 正 约 数 ， 
而 县 对 于 #4 的 任 一 正 约 数 d，G= (a) 有 县 只 有 一 个 阶 为 a 的 
子 群 ， 

例 3 令 D,={e,ECjel=1} 为 次 单位 根 的 集合 ， 
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gE, = COS jsin -2 ,大 = 和 ;1 2， 3 下 一 


易 知 {U,; ，} 是 一 个 群 ， 而且 是 由 


， 。 2 
£1 = COS + 1s1NN 


生成 的 循环 群 。 
当 取 n= 8 时 ， 则 困 8 的 正 约 数 基 有 4 个 ; 1 2 4 8 所 以 ， 
由 定理 2 可 条 gs 恰 有 4 个 子 群 . 
Hi= (£0), Hi= (£1) = {Ei0yei 二 Ed 
Hy= (E10) = {81 BL EL E15) Ha= (81) = Us 
景 后 再 讨论 一 下 循环 群 的 同 态 象 . 
命题 4 若 G= (a)， 则 G 的 同 写 象 G' 也 是 循环 群 ， 而 且 
的 生成 元 是 含 的 生成 元 4 的 象 ， 


证 明 设 G= (的 ， G~G! 由 3 3 定理 避 是 群 知 G' 也 是 
群 。 规 定 
站， 二 > 
下 面 证 明 a/ 是 G' 风 生成 元 ,性 取 G' 中 的 元 B ,在 电 中 必 有 
原 象 设 为 b， 使 pt =b 。 因 G 为 循环 群 ， 故 b5=a"， 由 G~ 
G/ 知 
b’ =p(b) = pe) = (yD)"=a" 
所 以 a 的 象 e 为 G' 的 生 威 元 ， 从 而 G' 为 循环 状 。 证 完 ， 


习 题 


1 证明，& 和 a-! 是 同 附 (周期) 元素 ，9b 与 ba 也 是 癌 阶 元 素 。 

2 设 8 的 阶 为 hn， 则 qa"=e， 当 且 公 当 nr | 

3 如果 宫 只 有 一 个 2 阶 元 业 9 ， 证 明 ， 对 于 招 的 从 个 元 素 x 总 
看，YxG Ox, 

4 证明， 有限 群 中 院 大 于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 偶数 。 

5 试 确 定 {Z4 + 上 和 和 13 中 各 元 率 的 阶 ， 

6 证明， 扩 环 群 总 交换 群 。 


7 设 a 的 阶 为 Wm， 肆 的 阶 鸭 Ct na = ， p= bn， 出 
ab 欧 阶 为 mh。 车 虽 ba， 此 结论 是 否 成 立 ? 

8 证明; 车 中 = bqg， 且 a 的 阶 为 2 、， 了 的 阶 为 3， 则 由 a 各 中 
成 的 群 是 循环 群 ， 试 确定 其 阶 。 

9 证明， 元 腿 循 环 群 凡 宥 两 个 生成 元 ， 

10 设 妖 G 的 元 类 4 的 阶 为 H。 证明 a” 的 阶 为 一 一 ， 这 黑 d = 
tr，H) 其 了 利 # 的 最 大 公 的 娄 。 

11 设 @ 是 2 阶 循 环 群 如 的 生 记 元， 证 明 :， ea 是 全 的 生成 元 当 且 仅 
汉 fr nn = 1,， 

1]2 试 找 出 Zs 的 所 有 生成 元 ， 并 找 出 它 的 所 有 了 了 和 群 。 

13 假定 安 是 无 限 插 环 群 ， 如 "是 任意 循 环 群 。 证 明 ， 避 一 安 "。 

14 设 带 Ge ， 则 安 的 任 - :元 和 的 阶 与 @ 的 每 竟 阶 相同 。 若 如 ~ 
GG’， 世 各 9 的 每 的 阶 是 否 相 同 ， 两 者 关系 如 何 ? 


$ 5 变换 群 置换 群 


这 一 节 我 信和 将 讨论 两 种 具体 的 群 一 一 变换 群 和 置换 群 ， 从 
历史 上 说， 群 论 坛 所 只 研究 变换 群 和 团 换 群 ， 以 后 才 讨 论 抽象 
群 。 本 节 中 将 给 出 重要 的 凯 菜 (Cayley) 定理 ， 指 出 性 何 一 个 
抽象 群 都 与 变换 群 间 构 ， 任 何 一 个 有 限 群 者 与 置换 群 同 构 ， 

取 定 一 个 非 空 集合 4， 用 T(4 表 款 集 合 4 的 全 体 变换 . 
在 第 一 章 $ 6 中 已 知 T(4) 对 变换 的 冬 法 做 成 一 个 有 有恒 等 元 的 
半 群 ， 但 不 做 成 焙 。 因 为， 不 是 每 一 个 变换 部 有 北 变 换 ， 分 考 
雇工 (A) 中 所 有 双 变 换 〈 即 可 道 变换 ) 做 成 的 子 人 第， 记 作 
五 (4) ， 我 们 有 

定理 1 Et(A) 对 变换 乘法 收成 群 . 

证 明 ECA4) 满 足 群 的 定 闵 。 假 如 1、 ft: 是 4 的 任意 其 个 双 
变换 ， 由 第 一 章 8 2 的 讨论 已 知 mr 也 是 4 的 双 变 换 ， 即 变换 
乘法 是 BE(A) 的 代数 运算 . 

《1) 变换 乘法 满足 结合 律 4 

了 


《2》 种 等 变换 T4:， ar 0 是 双 恋 换 ， 旺 然 1 是 EFL) 的 
恒 等 元 ; 

《3 ) 每 一 双 变 换 都 是 可 道 变换 ， 故 BE(4) 中 每 一 元 均 有 
道 元 ， 

所 以 B(4) 对 变换 乘法 做 成 群 。 证 元 ， 

定 尽 非 空 集合 4 的 若干 个 双 变 换 关 于 变换 科 法 做 成 的 
群 ， 叫 懂 4 的 一 个 变换 群 ， 

例 1 设 4 证 平面 上 所 有 点 的 集合 ， 平 面 的 绕 一 个 定 感 的 
旋转 是 4 的 一 个 双 变 换 ， 令 台 是 所 有 有 绕 定 点 旋转 变换 做 成 的 集 
合 ， 则 避 关 于 变换 乘法 收成 了 (4) 的 于 群 。 

事实 上 ， 如 果 用 rs 表示 旋转 日 妆 的 变换 ， 则 有 

To *To: 一 下 世人 
如 关于 变换 滋 法 封闭 .对 好 中 任 一 旋转 Ye， 有 r-e*EG， 显 然 
Ty =T-s 即 刀 中 每 一 元 素 均 有 道 元 。 故 安 是 也 (4) 的 子 群 ， 称 
好 为 旋转 变换 群 。 

显然 G 并 不 了 包含 伴 商 点 集 人 台 和 4 的 所 有 双 变 换 ，。 因 此 ， 除 了 
定理 1 中 所 说 的 集合 4 的 所 有 双 变 换 做 成 的 变换 群 外 ， 的 确 还 
可 以 由 其 中 一 部 分 双 变 换 做 成 较 小 的 变换 群 。 

变换 群 一 般 不 是 交换 群 ， 

例 2 设 避 是 平面 的 一 个 平 黎 ， 它 把 原点 (0，0)》 平移 到 


(1，0〉。 tr 是 绕 原点 转 二 的 旋转 ， 那 么 .和 都 是 平面 点 


集 有 4 的 双 变 换 。 但 
(TT2) (0,0) = T(rT2 0,0)) = 7.(0,0) = (1,0) 
(T2172) (0,0) = vatri 0 0) = T(t1,0) = (0,1) 
显然 ，T1T2 闫 TIT 
变换 群 不 仅 在 数学 上 ， 在 物理 、 化 学 等 方面 都 有 广泛 的 应 
用 ， 而 且 在 理论 上 变换 群 与 抽象 群 之 间 也 有 着 重要 的 联系 。 
定理 2 ( 凯 荣 定理 ) 任何 一 个 群 都 与 变换 群 同 构 ， 
证 明 设 G 吓 一 个 群 ， 任 取 其 中 一 元 a ， 利 用 a， 规 定局 
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的 变换 如 下 ， 
Ti OX XE 
本 以 验证 7, 是 的 一 个 骏 变 换 。 因 为 ，YxEG， 由 rv 可 确定 
忆 中 唯一 的 一 个 元 ox， 记 以 Tt 是 G 的 一 个 变换 。 又 因 ax=b 在 
G 中 有 解 ， 帮 对 恕 中 任意 元 b ， 在 GG 中 存在 一 个 元 x ， 使 
Te (x) =b， 所 以 +, 为 浦 变换。 叉车 入 和 隆 Xxz， 则 axi 直 axz， 否 则 
由 消去 律 ， 由 axi = gxz， 有 xi = xi， 与 4 关 吕 了 矛盾 ， 所 以 了。 是 
单 变 换 ， 从 而 f, 是 双 变 换 ， 
这 样 对 于 安 中 萍 一 元 g， 按 上 述 办 法 可 得 G 的 一 个 又 变换 
rs， 岂 做 内 a 确定 的 左 张 变换 
令 个 ={TrolacG} 
下 面 指 出 变换 的 乘法 是 S 的 代数 运算 ,为 此 具 须 指出 G 中 
任 二 元 r。，t; 之 积 仍 在 忆 中 即 可 , Yt,T; EG 
(Tat To) (XY) = Ta (Fs (XN)) = 4, (bx) = a (bx) 
= (ab)x= T(x), VXEG 
看 ruty =Ts3。 由 a,bEG， 有 abEG, 故 TEO， 所 以 变换 的 
乘法 是 G 的 代数 运算 ， {G，…} 是 一 个 代数 体系 ， 
最 后 证 明 ，G 宇 G. 令 
Pr rt, Voted 
最 然 四 是 G 到 避 的 满 射 。 义 车 a 关 b ， 则 必 有 ax 关 bx ， 于 是 
ru (xz) 天 Ts (Xx)， 即 Ts 到 7;， 从 而 是 到 G 的 单身 故 间 是 人 
到 避 的 双 射 ， 
及 
Pab) = Tos =TaT, = (a vp (Db) 
所 以 p 是 忆 到 避 的 同 构 岗 射 ， 于 是 全 衬 忆 ， 
由 § 3 同 构 的 狂 质 ， 因 避 是 群 知 G 也 是 一 个 群 ， 且 是 变换 
群 。 这 就 证 明了 任 一 群 G 同 构 于 G 上 的 一 个 变换 群 。 证 完 ， 
这 个 定理 说 明 ， 从 周 构 的 意义 来 讲 ， 和 任何 一 个 抽象 群 都 可 
以 者 做 是 一 个 变换 群 。 由 此 看 出 变换 群 在 群 论 中 的 重要 地 位 ， 
将 草地 ， 汉 和 为 严 元 有 限 集 时 ， 我 们 称 EC(4) 即 S;, 为 nn 元 
?2 


署 换 全 体 做 成 的 群 为 器 次 置换 群 或 于 次 对 称 群 . 
推论 任何 一 个 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 的 子 群 同 构 . 
俩 3 GG= {1,@,} (9 = 1， 关切。， 试 找 出 与 G 同 构 的 
置换 群 的 子 群 G , 
解 ” 利 用 忆 的 元 ， 按 照 定理 2 中 的 方法 做 ze， 得 


Tl XH 1*x 


1 人 0 


为 了 书写 简明 起 驳 ， 我 们 把 全 的 元 素 1， 名 ，w? 分 别 用 
1，2，3 表示 ， 则 


出 tt，Ts。，Tso， 组 成 的 G={(1)，(123)，(132)}, 令 
FP: 1H 一 >T 一 (]) 
wh I = (123) 
WT = (C132) 
于 是 
GGES, 
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例 4 设 G=(@) 是 m 阶 循环 群 ， 则 殷 与 S。 的 一 个 子 群 
间 构 。 所 以 为 了 找到 GG， 只 要 找 出 G 的 生 战 元 中 可。 由 于 上 生成 
元 的 象 也 是 生成 元 ， 故 只 要 找 出 a 的 象 即 可 【〈 兄 前 节 命 题 4) 。 
由 凯 莱 定理 的 证 明知 ，a 的 象 为 r,， 而 


于 是 有 
e a a ug 1 2 3…H 
en a di ee )-(, 3 1) 
= tl]2..n) 


路 G = (02.n)) ， 
水 例 3 中 的 G= (6) 是 三 阶 短 环 群 ， 所 以 可 用 秽 4 的 方法 
简化 例 3 中 找 同 构 于 G 的 置换 群 侣 的 方法 。 易 知 G = ((123)) 。 
出 上 面 的 结果 可 知 ， 每 一 个 有 限 群 都 可 在 冒 换 群 中 找到 一 
个 实例 。 因 为 置换 群 是 一 种 比较 容易 计算 且 具 体 的 群 ， 所 以 通 
过 置换 群 来 研究 有 限 群 是 非常 重要 的 一 种 方法 


2] - 囊 
1 假定 芒 是 所 有 实数 作成 的 集合 ， 证明， 所 及 的 可 以 写成 
再 bi WE- ax+bh, a, beR, ut 

形式 的 变换 作 下 一 个 变换 群 。 这 个 群 是 不 是 交换 群 ? 

2 证明， 一 个 变换 和 群 的 慎 次 元 一 定 是 恒 等 变换 ， 

3 试问 由 (x，2) 一 > (x+Ga 0 所 定义 的 平面 fr 的 所 有 变换 的 
梨 合 工 ， 对 于 变换 乘法 是 和 否 是 变换 群 ? 

4 试 求 出 与 4 阶 群 


同 构 的 置 痰 群 ， 
5 证明， 第 1 题 中 的 安 换 群 与 本 章 §$ 1 习题 2 中 的 群 G 同 构 ， 


了 


$6 闻 烙 的 陪 集 


在 第 一 窑 中 我 们 曾经 利用 整数 1 把 全 体 牡 数 Z 分 成 剩余 类 
Z,。 在 本 章 》$2 中 我 们 又 知 所 有 形 如 {pnrigEZH 的 元 怡 为 1Z3 
+ 的 子 群 五 = (po 。 那 么 Z 的 以 为 模 的 剩余 类 ,也 可 以 说 是 
利用 子 群 瑟 得 到 的 商 集 ， 现 在 我 们 把 这 神情 形 推 广 ， 考 虑 利用 
一 个 季 群 站 来 对 群 口 进 行 分 类 ， 并 出 此 得 出 一 些 重要 结果 . 

先 介 绍 子 集 乘 积 的 概念 。 设 台 为 群 ， 五 ， 天 为 所 的 任 二 子 
集 ， 妇 的 如 下 子 集 

{hkIREH, kKEK} 
叫做 子 集 瑟 与 基 的 彝 积 ， 记 做 HK， 

例 ] GG=S, H={0), (2), {123)}, K={(123), 

(132) }， 那 么 HK 的 元 素 为 
《1)(123) = 0123) , C1){132) = (132Y 
《12)(123) = € 23) ， (12)(132) = 《13) 
C123)(123) = 《132) ， (123){(132) = {1) 

故 
HKE=t(L)，(23)》 , {132) ， (13) ， (23) } 
关于 群 的 三 个 了 集 HL、H;、H; 的 乘积 ， 我 们 有 

Hi{H2H3) = (HIH;} Hs 

这 可 由 群 G 中 元 素 满足 结合 律 直接 得 出 ， 上 式 说 明 群 的 子 集 的 

怀 积 也 满足 结合 律 ， 

特别 地， 当 子 集 十 上 内 含 一 个 元 素 a 有 时 ， 即 吾 = foj， 则 殖 

与 的 绞 积 HK 由 形 如 

aK, KEK 
的 元 组 成 ， 这 时 就 把 玉 与 KK 的 习 积 记 为 aKk。 这 种 特殊 情况 ， 
在 今后 的 讨论 中 非常 重要 ， 

定 闵 ] 假如 上 H 是 群 G 的 子 群 ，4d 是 G 中 任意 元 ， 集 合 
4H (2 叫做 妇 关 于 子 群 互 的 左 〈 右 ) 陪 集 ， 
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例 2  G=S， H={ 《1) ， (12) }， 电 郑 互 是 殷 的 子 
群 ， 按 定义 1 GC 关于 互 的 左 陶 集 的 做 法 是 ， 取 群 召 中 任 一 元 素 
从 左边 去 乘 互 。 得 到 的 乘积 就 是 避 关 于 开 的 一 个 左 陪 集 . 比 
如 ， 先 取 元 素 〈1 ) ， 于 是 得 到 左 障 集 

1) H={ 1) ， (12) } 
再 从 Sa\(1)H 中 另 取 一 个 元 素 ， 壕 如 (13〉 再 做 乘积 得 诺 陪 集 
0Q13) H={ 013) ， (123) } 
然后 再 从 SHU (13) 右 中 任 取 一 元 ， 比 如 (23) ， 再 做 飞 
积 得 左 陪 集 
(23)H={ (23) , (132) } 
于 是 利用 字 群 半 把 G 的 全 部 元 素 分 做 三 个 子 集 ， 即 得 到 GG 关于 
子 群 五 的 注 个 左 陪 集 为 
(1H, (13)H, (23)H 
显然 车 取 光 索 (12》 ， (123》， 《132) 也 可 用 上 法 得 出 同样 
的 三 个 左 陪 集 
《12)7 H= {1H, (28H= QH, (132)H = (23)H 

令 Q1 = {C1)H，(13H，(23)H}， 显 然 81 满 足下 列 三 个 

条 性 


Ci) GG=Ss=l! gH; 


sHsQ: 

(i) 车 aH 去 BH， 则 aHNMbH=$,， Va, bESs 

(iiiy WgH#A$, gHEQ, 

由 Ci》、 Ci)、dii) 条 说 明 ， 用 子 群 五 可 把 $3 分 成 两 两 不 
变 的 非 空子 集 的 并 集 。 即 子 群 互 将 53 分 成 了 三 个 类 ,而 8 = 
t(C1 五 (13 万， 《23) 五 } 怡 基 S$3 用 子 群 吕 分 类 所 得 到 的 〈 左 ) 
商 集 。 

现在 我 们 来 讨论 在 任意 群 如 中 咱 它 的 子 群 HH 来 分 类 的 问 
题 。 

合 题 1 设 G 为 任 一 群 ， 五 为 G 的 一 个 子 群 ， 那 么 Q, = 
{gH |g 万 避 } 满足 
了 总 


《ia CH gH: 
diiy 车 aHbH, 则 oHNbH=6, Yabto: 
(iiiy WeHeg, gHCOQ., 
证 明 WgEG， 显 热 gEgH，(i})、(ii) 成 立 是 戎 显 的 ， 
只 需 证 明 iii， 车 aH 站 bH 了 4， 必 有 元 素 xEaHNbH， 于 是 必 
存在 有 得 ，h:EH， 使 x=ahi=bhz， 从 而 a=Bhhki'!， 于 是 
aH = (bhshi YH = b (hhi'H) = bH 
这 说 明 ，G 关于 旦 的 任意 两 个 左 陪 集 或 者 重合 或 者 没有 公共 
元 ， (ii 得 证 。 证 完 ， 
命题 1 的 (1)、dii)、(iii) 条 说 明 ， 
Q!,={gHige G} 
是 关于 子 群 玉 的 ( 左 ) 商 集 . 每 一 个 左 陪 集 gH 就 是 一 个 类 ， 
这 样 用 子 群 吾 把 群 G 分 成 了 攻 干 个 类 ， 
显然 5EbH， 若 bEaH， 那 么 4H 站 BbH 关 由 ， 由 命题 1 (让 的 
证 明 ， 必 有 aH = bH。 这 就 是 说 ， 左 障 集 a 由 其 中 任 一 元 唯一 
决定 ， 即 与 代表 的 选择 无 关 。 一 般 屯 ， 常 称 9 汶 a 的 代表 。 
在 第 一 章 $ 3 中 ， 我 们 知道 ， 集 合 A4 的 一 个 等 价 关系 决定 
上 的 -- 个 商 泥 ， 反 过 来 ， 集 合 4 的 一 个 商 集 也 决定 4 的 一 个 等 
价 关 系 。 现 在 来 看 一 下 用 上 和 面 办 法 所 得 到 的 扬 关 于 子 群 百 的 商 
集 决 定 的 等 价 关 系 是 什么 。 
首先 讨论 一 下 群 加 的 两 个 元 素 4 ，b 在 二 的 同一 个 左 陪 集 
《类 ) 中 的 条 件 ， 
假如 4a ，48 在 开 的 同一 个 左 障 集 中 ， 则 有 b=ahk,， hEH, 
因此 a 二 =EH,。 把 过 米 ， 假如 a 二 EH， 即 a- 二 =h， 奢 么 
+ 了 =akhEaH， 因此 ，a ，b 在 同一 左 婴 集中 ， 于 是 得 出 ; 
Qa， 户 在 五 的 同一 左 障 集 (类) 中 亏 >a 志 EH 
本 此 ， 自 然 地 可 规定 台 的 元 4 ，b 的 关系 一 如 下 ， 
a~b 寺 >a libhtCH 
这 个 关系 一 显然 是 群 G 的 一 个 等 价 关系 。 由 此 等 价 关 系 所 
?7 


决定 的 商 集 显然 就 是 @,。 所 以 我 们 也 可 以 先 利 用 子 群 厅 ， 定 
娘 美 系 一 划 下 
| 
于 是 得 到 局 的 一 个 商 集 、 商 集 的 每 个 元 素 类) 就 是 G 关 于 子 
群 坟 的 左 障 集 。 因 此 ， 五 的 在 陪 集 也 可 以 用 这 种 办 法 来 冠 义 ， 
二 
虫 上 面 的 等 价 关 系 一 所 决定 的 商 集 的 元 素 〈 类 ) 叫做 群 女 
关于 子 群 妃 的 左 陪 集 ， 
上 面 关 于 左 陪 集 的 讨论 完全 可 以 用 于 省 陪 集 。 这 时 
a ， 履 在 玉 的 同一 右 陪 集 中 志 人 ba™1EH 
或 
a~/b 寺 ba"!eH 
一 般 说 来 ， 左 陪 集 不 一 定 等 于 右 陪 集 ， 基 系 一 和 关系 ~， 
也 未 必 相 闪 
如 在 鲍 2 中， 五 = {(1)，(12)} 的 右 陪 柴 为 
HOLTD={C1), 02)}, HO3) = {13), (132)} 
H{23) ={{23), (123)} 
由 此 所 得 到 的 〈 右 ) 商 集 为 
Q,={H(1), HUQ3), H(23)} 
显然 
138AHU3),， (23)HFAH(23) 
鼓 
QQ 
当 群 G 是 交换 群 时 ， 左 陪 集 显 然 等 于 右 陪 集 ， 在 一 般 非 交 
换 群 中 ， 也 可 能 有 那样 的 子 群 ， 它 的 左 陪 集 和 右 陪 集 总 是 相等 
的 。 这样 的 于 群 在 群 的 研究 中 特别 重要 ， 在 下 一 节 将 重点 讨论 
它 。 
如 条 怠 是 加 群 ， 则 子 群 互 的 左 障 集 aq 用 e+ 旦 来 表示 。 此 
时 有 
a~b 《或 8，b 在 玉 的 向 一 左 陪 集中 ) <p-gEH 
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例如 ， 和 素数 加 群 了 对 下 和 群 日 = (4) 来 说 ， 有 四 个 防 集 ， 
Ho=0+r+H=Ht0={., -12,— 8,— 4,0,4,8,12,.."} 
Hi=1+H=H+1={… -11l,~7,—3,1,5;9, 13,."*} 

Hs=21+H=H+2={-…—10,—6,—2,2,6,10,14,.…} 

H3=3+H-Hi+3={, -9,.~5,—1.3,7,11,15,..*} 
显然 这 四 个 陪 集 恰好 是 间 ，1 ，2 ，3。 而 &，b 在 晴 的 同一 

( 左 ) 售 集 中 ， 戈 

a~b<—>b -atH (ilb -a) 
此 时 ( 左 〉 商 集 

QO; ={0, 1, 2, 3} 

从 前 面 例 2 我 们 看 到 一 个 耶 群 万 的 左 ，、 右 陪 集 并 不 一 定 相 
同 ， 自 然 玄 商 集 与 右 商 集 也 不 一 定 相等 ， 但 是 它们 所 含 元 素 

《 即 障 集 》 的 “个 数 ” 却 相等 。 这 个 结论 一 般 也 是 对 的 ， 因 为 
我 们 有 如 下 定理 ， 

定理 1 群 G 的 于 群 日 的 左 陪 集 “个 数 ” 和 右 陪 集 “个 
数 ” 相等 ， 即 左 商 集 @，, 与 右 商 集 80, 之 间 存 在 一 个 双 射 ， 

证 明 令 

PP: Hi Ha™! 

下 面 证 明 jF 是 9 1 到 8; 的 一 个 双 射 . 

《1) 若 qH=b8H， 则 宵 qa -二 忆 旦 ， 从 而 (9-1p} -1=b-IgEH 
所 以 有 Ha ?= Hb-! 《由 右 陪 集 相等 的 条 件 》。 

上 述说 明 P 是 9; 到 0, 的 且 射 . 

《2) YHaEQ,: 有 a !HEQ' 使 

valH) = 五 (oa 人 -= Ha 
所 以 是 一 个 满 射 。 

(3) 区 go) =wm(bH)， 则 有 ”Ha !=Hb-!1。 从 而 有 
ba! "T=b-!gEH， 进一步 有 起 = (btg) -CH 所 以 
uH = bH. 

疏 史 是 一 个 意 射 ， 

从 而 证 明了 是 台 到 吕 , 的 双 射 。 
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由 这 个 定理 可 知 ， 百 有 多 少 个 左 隆 集 则 瑟 也 就 有 多 少 个 右 
陪 集 。 于 是 可 以 给 邮 

定义 2 群 马 的 子 群 二 的 左 陪 集 (或 右 陪 集 ) 的 “个 数 ” 
叫 敌 过 在 忆 里 的 指数 ， 用 符号 LG， HJ 表示 ， 

一 个 子 群 HH 在 避 中 的 指数 可 以 是 有 限 也 可 以 荐 元 限 ， 

例如 ， 取 和 = {1Z +}, 日 = (2)， 则 5G; Hy =hn。 对 出 2 
中 欧 3 和 理 来 说 ，[S3，H1= 3。 

例 3 G={1o +}， 互 是 其 中 所 有 偶数 梅 成 的 子 群 。 五 
的 堪 陪 集 为 sa+ 互 = {1a+2na|ecQ， ngE2Z}， 则 QQ 中 任 二 元 4;B 在 
互 的 同一 堪 障 集 中 当 且 忆 当 ae - pE 互 。 易 乞 对 尾 一 奇数 c， 
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分 别 在 五 的 不 同 左 陪 集中 ， 故 [G，H] 无 限 ， 
容易 看 到 ， 一 个 群 @@ 关 于 子 群 瑟 的 任 二 左 〈 右 》 路 集 间 还 
有 一 个 重要 联系 ， 
命题 2 安 的 子 群 互 与 下 的 每 一 个 左 陪 集 af 之 间 都 存在 
一 个 双 射 . 
证 明 令 
PP: hb ah 
则 史 是 玉 到 aH 的 一 个 双 射 . 
因为 ，HH 的 每 一 泥 h 都 有 唯一 的 象 吸 ，9 是 上 映射 ,aH 的 
每 一 元 oj 都 有 原 象 六 ， 由 是 满 射 ， 车 ist 时 ， 有 号: 二 oh， 
外 是 单 射 。 改 是 王 到 aH 的 一 个 双 射 . 
当 侣 是 有 限 群 时 ， 由 这 个 命题 立即 得 到 
定理 2 《 拉 格 并 日 (Iagrange) 定理 ) 设 G 为 nh 阶 有 限 
群 ， 顾 为 上 G 的 mx 阶 子 群 ， 则 mn。 
证 明 ”因为 G 的 阶 n 和 子 群 五 的 阶 普 都 有 限 ， 故 五 在 女 中 
的 指数 7 了 了 人 也有 限 。G 的 个 元 被 分 成 j 个 左 陪 集 ， 由 命题 2 吉 
每 一 左 陪 集 丝 含 m 个 元 ， 故 
n=mj, Bmin 证 完 ， 
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此 定理 指出 了 有 限 群 G 的 子 群 的 阶 数 和 群 如 的 阶 数 的 闫 
系 。n 阶 有 限 群 的 子 群 的 阶 数 必 是 的 约 数 、 如 8 阶 群 绝 不 会 
有 3，5，? 阶 学 群 ， 只 可 能 有 1，2，4，8 阶 子 群 ， 因 
此 ， 在 找 有 限 群 的 子 群 时 可 去 掉 一 定 的 盲 日 性 。 

定理 3 一 个 有 了 女 群 G 的 任 一 元 c 的 阶 (周期 ) nm 都 整除 
避 的 阶 

证 明 内 & 的 阶 {周期 ) 是 mw， 则 由 ag 可 生成 一 个 m 阶 子 
群 ， 五 = {49,ay,… a"!}， 于 是 由 定理 2 时 知 m|n。 

对 于 # 阶 有 了 艰 群 中 任 一 元 4 ， 有 显然 都 有 a"=e。 

就 例 2 来 看 ，$ 的 阶 为 6 ， 子 群 瑟 的 阶 为 2 ， 互 有 三 个 左 
陪 集 ， 所 以 五 的 指数 为 3 。 而 2，3 都 是 6 的 的 数 ， 并 且 

6=2X 3 

583 的 6 个 元 是 : (了 7)，(12)， (13)，(23)。 《123)， (132) 。 
《1T) 的 阶 是 1 ，{ 人 2 ，(137，(23) 的 阶 为 ?3，(123)》，(《132) 
的 阶 为 3 ， 

叉 驴 为 6 阶 群 ， 它 的 子 群 的 阶 具 能 是 6 的 约 数 。 即 只 能 为 
1，2，3，6。 经 过 验证 知 S; 恰 有 下 列 6 个子 群 ， 

Hi= {1} Ha={(1), (12)}; Hi={(1); (13)} 

Hs={(1), (23)}; Hs={(C1),(123), (132)}; Hs = 8 


习 题 
1 讼 囊 是 狼 安 的 子 群 。 试 问 ， 避 关 主 里 的 所 有 丰 陪 集中 是 亚 有 GG 
的 子 群 ， 都 是 哪些 ， 六 什么 人 
2 CC= 二 ++/ 是 实数 如 群 ， 玉 = {Z， + 是 局 的 子 铬 ， 试 问 ， 妇 
类 于 莫 的 陪 集 是 由 怎样 的 实数 组 成 的 ? 并 指出 五 在 台中 的 指数 ， 
3 设 可 是 群 妇 的 子 群 ，o BP EEG， 证明， 以 下 六 个 条 性 是 等 价 的 
ly biaeH, (27 aolibeH: Cay peéand; 
《dy acebH, (C5) aH=bH; (686) aHNbHAes. 
4 证明， 阶 数 是 素数 p 的 群 一 定 是 循环 群 。 
5 设 心 为 站 阶 有 限 群 证 明 ， 妆 的 元 素 都 满足 方程 


和 ”二 由 


81 


6 设 扩 ， 天 是 避 辟 的 了 和 群 ， 丰 的 阶 为 站， 美的 阶 汶 和 站， 且 (R 7 = 
1 ， 种 HNK = {e}, 

?了 设 群 咏 关 于 和子 群 开 ， 与 HH， 的 南华 都 是 有 限 的 。 证 明 ，C 关于 
HiNH; 的 商 集 也 基 有 限 的 。 

8 证 明 ，53 是 阶 数 最 小 的 非 突 换 群 。 

9 证 如 是 二 挤 茜 ， 则 亚 芋 少 售 有 一 个 三 阶 子 尾 。 

10 证 明 :， 人 阶 数 旺 p" 的 群 CP 是 崇 数 ) 一 定 包 含 一 个 阶 数 基 了 了 的 
子 群 ， 

11 证 明 ， 从 间 构 观点 看 ， 四 浴 群 只 有 西 个 ， 一 个 是 循环 群 ， 一 个 
是 克 革 茵 四 元 群 妃 ! 。 


$7 正规 子 群 与 商 群 


在 上 节 例 2 中 我 们 看 到 ， 一 个 群 的 子 群 二 的 左 、 右 陪 集 
aH 与 Ha 处 一 定 相 等 ， 由 地 所 决定 的 两 个 商 集 Q1;，Q; 也 不 一 定 
相等 .但 对 全 2 中 的 5 来 说 ， 若 取 S3 的 村 群 为 K= { (1)， 
《123》 ， 《132) } 时 ， 则 册子 群 六 所 决定 的 左 陪 集 为 

C1) K={(1), (123), (132)} 
《12) K={(12), (23), (13)} 
于 是 由 站 决定 的 左 商 集 为 
Or ={(1)K, (12)K)} 
而 天 的 石 陪 集 为 
KC1)={C1), (123), (132)} 
K(12) = {(12), (13), (23)} 
于 是 有 
CIIK=K(1), (DK=KE(2) 
这 说 明 ， 于 群 KK 的 每 一 个 左 障 集 也 是 -个 右 陪 集 ， 基 aKk = Ka 
对 任意 ae G 均 成 立 。 于 是 左 、 右 商 集 相等 0, =0,。 具 有 此 种 
特性 的 子 群 ， 在 群 论 的 研究 中 起 着 特别 重要 的 作用 ， 本 和睦 将 重 
点 讨论 之 ， 
定 尽 设 六 是 群 台 的 一 个 子 群 ， 如 果 
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N= Na Ya 
则 称 N 是 G 的 一 个 正规 子 群 《或 不 变 子 话 ) ， 

上 面 提 到 的 $3 中 的 子 群 KK 就 是 53 的 一 个 正规 子 群 ， 而 H= 
{C1)，《12 站 不 是 5S: 的 正规 子 群 ， 

内 定义 ， 对 正规 子 烙 NN 没有 区 分 左 、 右 障 集 的 必要 ,而 
简称 为 N 的 陪 集 。 左 、 右 商 集 是 同一 集合 ， 今 后 统一 地 记 作 
G/N. 

例 1 任意 群 如 的 平凡 子 群 如 和 (te} 都 是 G 的 正规 子 群 . 
因 沪 YaEG, Ga=aG=G, ea=ae=a, BHO/G= 1G}, G/i{e} 
= 以 后 约定 陪 集 a{e} 记 作 aoe) 。 

例 2 交换 群 全 的 每 一 个 子 群 互 显然 都 是 正规 子 群 。 

例 3 和 群 @ 的 中 心 ( 见 本 章 $ 2 习题 1 ) 

COG) = (EGG xa=ax Vaco} 
是 G 的 正规 子 祖 。 

解 已 知 C(G) 是 GG 的 子 群 ， 只 须 证明 C(G) 是 加 的 正规 子 
群 。 因 为 上 的 每 一 元 5 和 CG) 的 每 一 元 x 可 变换， 显然 
aC(G) =CIG)oe， 故 CIG) 是 @G 的 正规 子 群 ， 

例 4 设 晴 是 G 的 子 群 ， 县 袁 在 G 中 的 指数 为 2， 则 五 是 
G 的 正规 子 群 。 

证 明 YaEG, 若 aE 且 , 则 aH = 五 = Ha。 车 aEH， 则 H， 
gH 是 的 两 个 不 同 的 左 陪 集 ， 由 CG HY) =2， 硼 G =HUaH,， 
同 理 G=HUHa, 又 HNaH =$=HNHa, 故 aH = GMH = Ha， 
即 对 于 任意 a€GG， 均 有 oH = Ha， 故 妥 为 G 的 正规 子 群 ， 

为 了 便于 检验 一 个 子 群 是 否 是 正规 子 群 ， 再 给 出 几 个 等 价 
条 件 。 

定理 设 六 是 群 台 的 子 群 ， 下 面 四 个 条 件 是 等 价 的 。 

《TI 站 是 如 的 正规 子 群 ， 

(2) Na-I=N，yac 

(3) oNa iICN, vaCcgo,; 

(Cd) ana EN, voEG, YncN, 
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证 明 按照 下 列 途 径 : (1 1) 全 (2)->(3) 人 (4 全 (1) 求 
证 明定 理 戚 立 。 

(1) 守 (2) 因 NN 是 正规 子 群 ，YaEG， 有 aN= Na， 于 是 
aNa 1!= (Na 1= (Na)a 1=Naa t= Ne=N, 即 (2) 成 广 . 
(2) 寺 (3) TOEG,， oNa 1!=N， 显然 Na 一 二 六 

(3) 坟 {4) 由 aNa-! 夺 N，YacG， YnEN， 都 有 ana 
EN., 

(CA) YancEaN, aECneEN, 由 (4)ann EN 
故 存 在 EN, 司 anet=m， 天 pH 从 而 anENa， 故 
0NCNa， 另 一 方面 ，YnaENa， 由 eic (将 《4) 中 的 
0 换 成 a ! 即 得 ) 敌 存 在 hEN， 司 qa ina=Ri， 从 而 fa = ani 蕊 
aN， 故 NaSoN。 因 此 

aN= Na, Yat 
故 计 是 SG 的 正规 子 群 。 证 完 ， 

这 个 定理 说 明 ， 判 渐 -- 个 子 群 N 是 否 是 正规 子 群 ， 可 以 用 
C1),.(2),、《3)、(4) 中 任何 一 条 。--- 般 来 说 用 条 忻 (4) 
比较 方便 ,因为 这 个 条 件 只 需 验证 ana ! 是 否 在 NN 中 ， 而 不 需要 
判 浙 两 个 子 集 是 否 相 等 ， 

例 5 和 群 GL, (BR) ={(ai;)|la;;| 专 0)， 

SL:(R) ={ (a tasi!l=1}, H={(00) 1a;; =0, is 
有 la;;|#0} 

已 向 SL. (BR) 蚌 GL,{B) 的 子 群 ( 见 本 章 32 例 3》， 下 面 
证 明 S (RR) 其 GL, CR) 的 正规 子 群 . 

vAEGL(R)，BESL.(R)， 因 为 
[aBA | =|1Al'|1BI: 1A |= 1B8|=1 
故 
ABA ECSL. (CR) 
所 以 SL, (BR) 其 GL, (及 ) 的 正规 子 群 . 

量 然 有 H 是 GL (R) 的 子 群 ， 但 不 是 正规 子 群 。 事实 上 ， 

若 取 
站 


则 有 


1 2 
=-| 1!. laenH 
1 


所 以 五 不 是 GE,(R) 的 正规 子 群 ， 
下 面 讨 论 由 群 恕 对 正规 子 群 六 亡 决 定 的 商 集 如 AN = {aN， 
bN，…》。 
我 们 已 经 看 到 剩余 类 加 群 ,就 是 按 剩余 类 的 加 法 
EL 十 了 了 = 十 
作成 的 一 个 群 ， 而 Z , 正 是 整数 加 群 Z 对 正规 子 群 五 = (9 所 决 
定 的 商 集 ， 
对 于 群 恕 的 任 一 宇 规 子 群 六 所 决定 的 询 集 
CAN=Tay，pN，er，…)} 
能 否 如 Z, 一 样 ， 自 然 地 规定 一 种 运算 ， 使 之 成 为 群 呢 ? 
首先 得 看 一 看 对 于 CAN 中 任 二 元 素 ( 左 陪 集 ) aN，bN 能 
符 自 然 地 引进 运算 ， 即 从 两 个 去 陪 集 得 到 所 /六 中 唯 -的 - -个 去 
陪 集 . 
显然 aew，bN 对 G/N 来 说 是 G/N 的 元 案 ， 对 局 米 说 是 如 的 
于 集 ， 把 aN，bN 做 为 灾 的 子 集 相 乘 ， 其 络 果 得 到 如 的 一 个 也 
集 
aN*bN = aNbN 
因为 左 陪 集 必须 是 形 如 8gN 的 子 集 ， 及 以 一 般 来 说 ， 这 个 子 集 
a5 


aNbN 未 必 是 一 个 左 隘 集 。 但 对 于 正规 子 群 N 来 说 ，N 的 任意 
两 个 左 隘 集 aN，bN 的 莱 积 
ON*bN = aNbN = ab: NN = qbN (NN= N) 

仍 是 一 个 左 陪 集 ， 且 aN，bpN 的 积 与 代表 的 选择 无 区 ， 是 唯一 
确定 的 .这 是 因为 

车 aN=0 N，bN=b/'N， 那么 40=a' Wt， b=b'nhzy 其 中 号 ,nz 
EN, 于 是 ab=a’hb'n2。 册 于 NN 是 正规 子 群 ,所 以 mb € Nb 
=b'N、 于 是 存在 nsEN， 使 Hb’ =Bb'na， 这 时 ，ab = gb' nana 
=a'b’ (nanz) Ea'b'N，。 故 有 9bN= ob’'N. 

这 说 明 ， 当 入 为 正规 子 群 时 ， 子 集 的 乘积 

IN*bN = abN 

是 酚 集 G/N 的 一 个 代数 运算 ，{G/AN; ，} 是 一 个 代数 体系 。 

下 面 再 看 一 肴 ，G/N 按 上 上 述 规定 的 乘法 是 否 构 成 群 。 这 只 
蓝 逐 条 验证 群 的 条 件 就 可 以 了 。 

1) 因为 GAN 的 代数 运算 是 由 如 的 代数 运算 确定 的 ， 醒 
局 的 运算 满足 第 合 律 ， 所 以 G/N 的 运算 也 满足 结合 律 3 

C2) (eN) (aN) = (eq) N=aN， 所 以 eN = NN 为 G/N 的 恒 
等 元 ; 

《27》 YaNEGI/N, aEG, 而 G 是 群 ， 放 有 atEeG， 
0 IN EGI/N 满足 条 件 ，(a to-1N) = (ag-D 了 N=eN= NN， 其 
G/N 中 任意 元 都 有 逆 元 ， 

综合 上 述 可 知 {G/N; ，。} 是 群 ， 称 为 避 关 于 正规 子 群 N 的 
商 群 ， 

因为 在 台中 的 指数 [G，N] 就 是 的 陪 集 的 个 数 ， 亦 即 
调和 群 的 阶 。 故 当 安 为 有 限 群 时 ， 由 拉 格 毅 日 定理 有 

例 6 GG=S3， 子 群 K= {C1)，(]23}，(132)}， 已 知 下 
荐 S53 的 正规 子 群 ， 的 指数 为 2 ， 商 群 G/K ={(1)K, (12)K} 
为 二 元 群 ， 其 运算 表 为 
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。 | ox (12) K 
(1) | (1)K U2)K 
(2) K| (12)K (1)K 
显然 ( 工 )K = 天 为 G/K 的 恒 等 元 ， 每 一 元 素 的 道 元 是 自身 。 
例 7 设 G={e +) 有 = {1Z; + 显然 五 是 忆 的 子 
群 。 因 GG 为 交换 群 ， 故 五 为 GG 的 正规 子 群 。YaEG，a 所 在 


的 陪 集 为 e+ 互 -= {a+kjkKEZ}， 例 如 ， 二 潜在 的 陪 集 为 + H 


1 1 1 1 1 
一 本 十 《一 有 rt Dg tl," 可 一 由 
= 


由 于 oa +H=b+H< 过 b~a€EH， 这 一 事实 表明 -二 + 五 和 
+H,， 而 二 + H= +H, 由 于 不 同 的 正 既 约 实 分 数 ( 即 0 与 1 
之 间 的 既 约 分 数 ) 之 差 不 可 能 是 整数 ， 所 以 它们 所 在 的 陪 集 不 


间 ， 并 且 任 一 非 整 数 的 有 理 数 ， 均 含 在 某 一 以 正 既 约 真 分 数 为 
代表 的 陪 集中 ， 故 商 群 


G/H={H, + 有 H， 1H, +H, + 


3 二 
呈 2 3 
+H, +H, +H, +H, +H, +H, + 
He) 
为 无 眼 群 。 


如 /五 的 运算 为 ， {a +H)Y+ (b+H)= (a+b) +H 


例如 ，( 富 +H )+(T 了 +H)=+H 
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2 5 9 1 
人 +) 1H) erH=-,H 
旧 是 GA/H 的 零 元 ,a + H 的 负 元 是 (- 中 +H. 
对 任意 +HEG/H， 0 (L+H )=H. 放 G/H 中 每 一 元 


的 阶 《周期 ) 都 有 限 。 我 们 已 知 有 限 群 的 元 素 的 阶 〈 周 期 ) 必 
定 是 有 限 的 ， 此 例 说 明 ， 每 一 元 素 的 阶 都 有 有 限 的 群 不 一 定 是 有 
限 群 ， 


习 题 

1 证明， 两 个 正规 子 群 前 交 是 正规 子 群 。 

2 证 明 : 群 操 的 2 院 正 规 子 群 攻 会 站 扫 的 中 心里 。 

3 证明， 的 子 群 也 是 正规 子 群 的 充 要 条 人 忻 是 :G = NtH》 {Nt(H) 
为 五 的 正规 化 子 ， 现 3$ 2 习题) ， 

4 车 群 如 的 子 群 吾 的 任意 两 个 左 陪 集 的 飞 积 仍 是 一 个 左 陪 集 ， 则 
H 是 如 的 正规 子 群 ， 

5 着 吾 基 群 侣 的 公有 的 防 子 群 〈 即 妇 只 在 一 个 开 芥 子 群 》， 刚 
H 是 局 的 正规 子 群 ， 

8 设 上 4， 了 是 群 挟 的 子 群 ， 吾 各 是 正规 子 司 ， 则 4B 是 人 妇 的 子 群 。 

7 设 A，8B 都 是 群 侣 的 正规 子 群 ， 证 明 ，AB 出 是 安 的 正规 子 铬 。 

8 设 玉 (i=1,2,…) 是 群 侣 的 正规 子 群 ， 并 且 

HEH EH EEH:, EE. 
出 
H=\ jn, 

是 殷 的 正规 了 了 群 ， 

9 ”举人 阅 说 明 格 忆 的 止 规 子 群 站 的 正规 子 群 天 未 必 蚌 石 的 正规 子 
群 ， 

10 设 且 是 含 于 群 右 的 中 心 的 子 群 ， 央 二 是 上 的 正规 子 群 。 若 G/H 
是 循环 群 ， 训 员 是 交 挨 如 ， 

上 一 个 翌 忆 的 可 以 写成 aba 二 -1 = Ca， 的 形式 的 元 昌 做 换 伺 子 。 
证 明 ， 
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《1) 厂 的 一切 有 限 个 换 位 子 的 滋 税 作成 的 储 合 C 是 SG 的 一 个 正规 
于 群 : 

(2) GAC 荆 交 换 群 ， 

(3) 车站 是 马 的 . -个 正规 子 群 ,并且 G/N 为 交 挽 群 ， 则 和 N 汪 。 

12 设 台 为 有 限 交 换 群 ， 避 前 防 为 RR， 了 为 素数 县 了 证明 : 心 
中 存在 阶 为 了 的 元 素 ， 

13 ”如果 群 写 除 平 扩 子 群 外 无 其 它 正规 子 群 时 ， 称 局 为 单 群 。 证 
明 ， 有 限 交 换 群 忆 是 单 群 的 完 苍 必要 条 什 和 站 GS 的 阶 是 素数 。 


38 群 的 同 态 基 本 定理 


在 $3 中 我 们 讨论 了 群 的 同 构 和 同 态 的 概念 。 上 节 又 给 出 
了 正规 子 群 与 商 群 的 概念 。 本 节 讨 论 群 和 和 正规 子 群 N 及 其 共 
同 决 定 的 商 群 G/N 与 6G 的 同 态 象 之 问 的 密切 关系 。 给 出 群 的 同 
态 基本 定理， 这 是 群 论 中 重要 结果 之 一 。 
为 了 下 面 讨 论 方便 ， 先 给 出 
命题 ”假定 中 是 群 局 到 群 G' 的 满 同 态 ， 那 么 G' 的 恒 等 元 
< 在 他 中 的 完全 原 象 W ={1x1xEG，mptx) =e/} 是 和 的 正规 子 
群 。 称 NN 为 同 恋 映射 FP 的 核 ， 记 作 kergy，. 
证 明 ”人 先 证 NWN 是 G 的 子 群 。、wa，bEN。 和 由 于 Pp(q) er’， 
wtb) = ， 因 此 
pop l=pap pb) pmb l=e 0 :~e! 
故 
ab-iEN 
所 以 NN 是 GG 的 一 个 子 群 ， 
册 证 N 是 避 的 正规 子 群 。Y nEN，a EG， 在 9 之 下 者 
cae 1! 的 象 
planag il) = mya -mae yto l= er 
歼 ana™!1EN， 所 以 N 是 G 的 正规 子 群 ， 证 完 ， 
现在 来 讨论 群 G 和 它 的 任 - 商 桦 G/N 的 关系 ， 
定理 1 设 G 为 群 ，N 为 恕 的 任 一 正规 子 群 ， 则 怠 与 它 的 
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商 群 G/N 满 同 桨 ， 其 同 态 核 为 N。 

证 明 ”要 证 G 与 G/N 满 同 态 ， 必 须 给 出 忆 到 G/N 的 一 个 满 
射 ”， 证 明 v 柑 持 运算 ， 邑 7 是 辐 态 映 射 。 再 证 ?的 榜 为 N 即 
可 ， 

对 于 妃 的 每 一 元 49， 自然 地 梧 唯 一 决定 G/N 的 一 个 元 素 ， 
即 & 所 在 的 陪 集 aN。 规 定 

Vv i>aN 
显然 是 局 到 G/N 的 满 射 ， 

玉 证 y 保持 运算 。Ya,b5EG， 则 有 

Vv: JIN, pS>bN 

qb (ap = (aN) + (hbN) 


荐 ] vaby = ya vth) 
故 
Vy 
G~O/N 
称 Y 为 所 到 GAN 的 自然 同 态 ， 


最 后 指出 v 的 核 为 N、 国 为 N 是 商 群 的 恒 等 元 ， WnEN， 
则 vn) = nN =N，。 即 NSkery, 有 友之 ,VY Xx Ckery， 努 v(x) =xN . 
= 六 ， 从 而 xEN， 即 kerv 握 N。 故 站 从 为 之 楼 证 完 ， 

定理 2 假设 是 群 对 到 台 / 的 满 同 恋 , 其 核 为 N, 则 

G/NG’ 

证 明 要 证 GAN 与 G 同 构 ， 必 须 给 出 一 个 GAN 到 G!' 的 双 
射 9， 并 证 保持 运算 ， 这 里 的 关键 毗 怎 样 确定 而。 对 于 GAN 
中 任 - 一 元 aN， 其 代表 元 a 在 中 之 下 对 应 台 ' 中 唯一 的 元 素 a’ = 
9 (al ， 所 以 可 以 借助 eN 的 代表 元 ea 在 中 之 下 的 象 (to) 寺 规 定 
av 的 每 ， 于 是 可 规定 

单 ， WINF->e/ = {0) 

但 oN 中 任 一 元 坞 可 做 为 其 代表 元 ， 会 不 会 由 于 民 表 元 选择 的 
不 同 而 使 其 得 也 不 同 呢 ? 这 就 产生 了 - :个 这 种 规定 有 是否 合理 的 
问题 ， 因 此 ， 还 必须 证 明 此 种 规定 和 代表 元 的 选取 无关 ， 
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著 aN =bN， 则 存在 hnEN， 醒 a = ba， 于 是 
yea) =pbny =p bh pn) = whe = pb) 
故 
站 {aN) = Y (DbN) 
这 说 明 ， 在 之 下 G/N 的 每 -个 元 素 在 G' 中 有 唯一 的 象 ， 即 
和 是 G/N 到 G' 的 -~ 个 映射 。 
下 衔 来 证 明 中 是 G/N 到 G' 的 双 射 ， 
(1) Ya CEG， 因 V 是 到 G' 的 满 射 ， 故 在 人 中 至 少 
有 一 个 元 素 4 ， 使 p (qa) =a’。 内 的 定义 知 有 aN EGI/N, 使 
TF (aN) a’ 
故 P 是 G/N 到 G’ 的 满 射 。 
(2) 若 aN =bN， 则 有 a- 地 SEN， 于 是 
pla ib) = opp) = 9 (0) ly th) -er 
故 有 ， 站 (Q) =$%() ， 即 中 是 单 射 。 
C1) 与 《2) 说 明 外 是 G/N 到 G' 的 双 射 。 
最 后 证 明史 保持 运算 ， 
任 歌 oN，5NEGAN， 刚 
四 (NbN) = (abN) = gy (ab) = g (a) 9 (p) 
= YP (aN) + (bN) 
故 旬 是 同 构 映射 ， 于 是 
人 /NSs 丫 ! 
证 完 ， 
定理 1 、 和 定理 2 统称 为 群 的 同 态 基本 定理 ， 定 理 1 说 明 ; 
一 个 群 操 的 任 一 商 群 均 是 如 的 问 态 象 ; 定理 2 说 明 ，G 的 任 一 
同 态 人 象 从 代数 观点 看 ,只 能 是 它 的 商 群 。 所 以 ,可 以 认为 定理 2 
是 定理 1 的 谤 定理 。 册 上 G 的 任 一 正规 子 群 都 能 得 到 G 的 一 个 同 
态 象 ， 扩 之 也 对 。 因 此 ， 用 正规 子 群 能 够 决定 G 的 所 有 同 态 
象 。 另外， 我 们 知道 ， 忆 的 同 礼 象 G* 的 性 质 与 所 的 性 质 并 不 
完全 一 样 ， 但 定理 2 告诉 我 们 ， 在 G 中 一 定 大 一 个 正规 子 群 NN 
《 即 同 态 的 核 ) 使 得 G 的 性 质 与 商 群 G/N 的 完全 一 样 。 因 
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此 ， 只 要 学 所 了 G/N， 即 掌握 了 G 。 从 这 里 使 我 们 看 到 正 井 
广 群 和 前 群 的 重要 意义 。 群 的 同 态 基 中 定理 是 群 沦 中 最 重要 的 
定理 之 一 ， 许 多 涉及 群 的 同 构 或 问 态 的 加 题 都 要 用 到 它 ， 读 者 
必须 很 好 掌握 ， 
例 1 设 G=GL.(R)，G = (及 ，}。 在 本 章 3 3 可 是 
2 中 己 证 ， 在 映射 
Pp: (a, > a, ;| 
之 下 G~G 。 今 求 出 Pp 的 核 。 由 于 G = {KR ; ，} 的 恒 等 元 为 
1 ， 帮 的 核 是 GL, 《R) 中 所 有 行列 式 等 于 1 的 半 阶 方 阵 ， 即 
PP() = SL,(R)。 于 是 由 定理 2 逢 
GL. (BR) /SL.(R) <R 
例 2 如 = Zi (加 群 ) ，G = -1 1 -i (和 飞 群 ) 
在 映射 ，: 


四 ~ ~、 

4 1 5 i, 6 >-1,7|—>—i 
A Pa A 

EW EW 161” | 


之 下 G 与 G' 同 态 《 请 读者 自 证 ) .其 核 为 RN={10，4，3)}， 
显然 NN 为 G 的 正规 子 群 . 
商 烙 G/N ; N，1 +N,， 2 +N,， 3+N, 
规定 
vp: No(0)= 1 

1+ NE—>@{1)=1 

2+NF->g{(2)=—1 

SS+NF>m(3)= -i 


显然 9 为 CN 到 G' 的 双 射 。， 瑟 
外 ((G +TRN) + CB +N) = 和 (0 + B+N= g(a 
+b) = 单 (G)9(b)》 = 第 (a | NM) yg (b +N) 
2 


故 和 是 GAN 到 G" 的 问 构 映射 ， 即 GAN 关 G"， 
(显然 GAN =(1 +N) 为 4 阶 循环 群 ，G = 人 也 为 4 
阶 循 环 群 ， 由 3 4 循环 群 的 结构 定理 知 G/N 守 G’，} 

例 3 设 g 是 G 到 G' 的 满 同 态 ，N/ 是 G 的 正规 子 群 ， 
N= NN) = {gEGle(te CN OD}, 证明，N 是 G 的 正规 子 群 ， 
并 且 

全 /NS 兰 加 AN 

证 明 证 田 的 基本 思路 是 ， 如 果 能 证 明 G~G" AN ， 且 同 
态 核 为 N， 则 由 命题 知 , N 为 上 的 正规 子 群 ， 再 由 定理 2 即 得 
G/NSG’/N’', 


VY 
先 证 G~G AN' ,已 知 G~G' ,又 由 定理 1 知 ，G/ ~ G/N 
为 自然 同 态 即 va =eaN'。 取 =ywm， 可 证 六 是 到 


GAN' 的 -个 满 则 杰 ， 因为 ， G~ G! ~G'/N, 由 于 单 ， Md 
都 是 满 射 ， 所 以 pg = vq 也 是 G 到 G/N' 的 满 射 。 又 Ya,bEG， 
有 
ap) = (vp) (ab) = vp (by) vp (a vp (b)) 
= Ym) vm) yp) Ca) Cvp) Ch) 
= gq (op tb) 
故 外 是 G 到 G' /N “的 一 个 满 同 态 ， 从 而 G~G/N’， 
再 证 kery =N，YaEN， 则 gq (a) EN'， 从 而 PAN’ = 
N' ， 于 是 ， 
V0) = Vp) (oO =v(9 0) = pON' =N/ 
因为 N 为 C" /8 的 恒 等 元 ， 故 cGkery 。 即 NGkery 。 


反之 ，YeEker 申 ， 即 9 (al =N', 但 


PD) = (yp) ta =vp(@) = yDN = N/ 
故 p(o EN’， 因 此 a CN。 从 而 kerg CN， 赵 N= ker 和 
由 命题 知 轩 为 上 的 正规 子 群 。 凡 由 定理 2 知 
G/NEG'/N’ 
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习 题 
1 他 是 可 换 群 ，K 是 取 定 的 正 整 数 ， 令 
FP la 


证 明 间 是 宫 的 自问 瓷 ， 找 出 im% 和 和 ker。 


2 设 G~G'， 同 态 核 为 N=p 1 fe 个 ， 证明， 中 任意 两 个 元 
素 H， 8 仁 避 ' 中 有 相隔 的 象 的 充 要 条 性 是 ，4,b 让 NN 的 同一 陪 集 中 ， 


3 没 G G7 kerp = 其 。HH 是 群 吕 的 子 群 证明， 下 六 CH》) 三 
HK, HEEKH, (pH)=H, 

4 设 站 是 女 到 上 G' 的 满 同 态 ， 证明， 到 其 烙 曲 到 群 全 “的 同 构 映射 
的 充 要 条 桩 是， 其 核 g" Le) = {8}，。 这 里 8,8 分 别 是 全 各 的 恒 等 元 ， 

5 设 间 是 群 避 : 到 群 扎 : 的 满 同 态 ， 证 骨 ; 

《1 ) 大 瑟 :是 所 (的 正规 子 群 ， 则 %( 瑟 ,是 安 : 的 正规 于 群 ! 

(3) 沙巴 :是 G: 的 正规 子 群 ， 出 P (五 :) 是 如 :的 正规 子 群 。 

6 证 明 ， 单 群 《 定 义 风 本章 和 7 了 习题 13) 的 同 态 象 是 单 群 或 性 等 
元 群 。 

7 试 决 定 以 12 为 模 的 剩余 类 加 群 Zi 和 3 次 对称 车 5， 的 氛 有 同 
态 象 ， 

8 设 忆 与 ;分 别 是 m1 上 与 RR， 阶 循环 群 。 证 明 ，G4 一 GG， 当 且 权 当 
hilni, 

9 设 旬 是 群 如 到 群生 "的 满 问 态 ，kereg = 六， 令 4 = {是 |H 是 刀 的 于 
群 ， 且 五 二 后 } ， 上 "是 局 7 的 所 有 子 群 的 集合 ,证 明 

PP: HF pH 

是 4 到 4 的 双 射 ， 当 且 仅 当 互 是 安 的 正规 子 群 时 ，#(0E) 是 G' 的 正规 子 
群 ， 

10 证明: G/N 的 任 一 子 群 基 H/YN， 其 中 吾 是 群 局 的 子 群 ， 且 HH 富 
N, 

il 设 K， 认 是 群 品 的 两 个 正规 子 群 ， 并 且 K 汪 N， 诈 明 ，K/N 是 
GAN 的 正规 子 群 ， 并 且 

(G/N) f (EK/N SG/K 
12 设 臣 ， 和 是 妇 的 两 个 正规 子 群 ， 则 
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(G/N) AGOKNAN)esGAKN 
43 用 同 态 基 本 定理 证 曙 循 评 群 = 2) 前 外 梅 证 理 ， 即 
19 当 闻 的 阶 无 限时 ， 则 (afC&x 十 上 
2 妆 磋 的 阶 汶 有 时 ， 则 to 宇和， 二 
14 设 N 匡 群 忆 的 阶 为 1 的 正规 子 群 ，N 在 台中 的 指数 为 区 ， 且 
(mF =1， 证 明 ， NN 是 全 的 唯一 的 一 个 阶 数 为 # 的 子 群 。 


39 直 和 


在 研究 代数 体系 的 结构 时 ， 常 将 儿 个 群 全 成， 从 而 构造 一 
个 新 的 群 ， 也 常 将 一 个 群 分 解 成 儿 个 构造 比较 简单 的 群 来 研 
客 。 这 是 近世 代数 中 处 理 问 题 的 基本 方法 ， 对 于 加 群 来 说 ， 直 
和 是 其 主要 的 合成 和 分 解 的 手段 ， 在 讨论 群 的 构造 时 起 着 重要 
作用 。 林 节 主 要 介绍 “ 直 和 ”的 基本 概念 和 基本 性 质 。 

定义 1 设 {G,; +}(i=1,2,…,hn) 是 Rn 个 加 群 。 G= 
{ Carga 0 a EG, ,i=1,2, ,RR} 是 CL,G2,…, 侣 ;的 负 卡 
尔 积 。Y&= (qiyqayr 91)， B= ,bap bx》 EGG， 规定 加 
法 为 

+B= {a t+hdst+hayr a, + bh.) 
显然 {G; + /是 群 ， 称 1G， +) 为 群 {G,; 二》(i=1,2,'';n) 
的 《外 ) 家 和 。 记 作 
C= GPO PG. 
例 1 设 iR; +}; 是 实数 加 群 ， 
G={(a, Pla, pPER} 
Y (di) ; (ar pa) 忆 G, 规 定 加 法 为 
(Cas by) + Cazsb2) = (81 + 2 ,b+ + hb) 
显然 上 是 群 . G = RTPER 
例 2 设 {8B， +}) 是 实数 加 群 ，{Z， + 是 整数 加 群 、 
SG= 0N) Rn 
Ya， 三 人， 规定 加 法 为 


5 


fa， 看 + (hm) = (a+ btn tm) 
则 避 是 群 . G = RBZ 
例 3 设 {Z +} 是 整数 加 群 ，{Ze; +} 是 以 6 为 模 剩余 
类 加 群 ， 
G={(a, blaCY, b CZ 
VY (a，b)，(e,， 4d) CEG， 规定 加 法 为 
‘a, b)+ tec, d}= (ate, p+ 
出 避 基 群 ，G = ZZ 
由 以 上 三 例 我 们 可 以 看 天 (外 〉 宜 和 前 具体 构造 方法 ， 以 
及 如 何 依据 所 给 群 的 运算 来 规定 外) 直 和 的 运算 。 这 志 个 便 
子 膛 说 明 所 给 的 群 可 以 相同 也 可 以 不 同 ， 
下 面 的 定理 给 击 外》 直 和 的 基本 性 质 ， 
定理 设 G= Gi 命 GzBP… 合 GG,， 册 
(1) Gi= {C0 ,0,0;,0,.,0) EGla, EG,} 
是 避 的 子 群 ， 在 映射 
单 a ,0 0) 
之 下 ， 有 G, 兰 G,， 
(2) Yftaraa yo 世人 品 ， 皆 可 宕 为 
Cait2s = COO) 0 02 1 0) + + 
(O00, Or) 
其 中 (0,…0,a,，0…0E Gifti-1,2, 0)， 县 春 法 瞧 一 。 
此 定理 留 给 读者 号 证 
定义 2 设 {G; + } 是 加 群 ，C, 人 = 1.2,…,n) 是 安 的 P 
个 子 群 ， 则 
人 ITC 十 十 各 =fG 二 0 二 十 0 在 |0) EG,} 
构成 G 的 子 群 ， 称 此 子 苦 为 子 群 Gi, Gs,… ,SG. 的 和 ， 如 果 
人 一 人 十 下 十 二 和， 
则 说 群 G 分 解 成 子 姑 G1,G;,…,G, 的 和 ， 
例 4 设 Zs 是 以 5 为 模 的 剩余 类 加 群 . G,= {0，3}， 
Gz= {0，2，4} 是 Zz。 的 两 个 子 群 。 于 是 有 
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G+G= 1040200+2 -2 0+4=4，3+0 
=3, 3+2=5, 3+4=<1}=% 
故 可 说 ， GG 分 解 成 子 群 Gi 与 Gs 的 和 ， 
例 5 设 G= 有 RR， 上 及 是 实数 加 群 ， 仿 
Gi= {m,n) EGm,n} 
G1= {4,0) EGIac Rl} 
Gs= {0,D EGILEZ} 
则 G1，G:，G3s 是 GG 的 三 个 子 群 ， 且 有 
G1+G2+ Ga= {mn) + (0,0) + (OD = (m+an+D i 
aER mn lc = {hk bER, EET} TLLE 时 时 GG;,G, 
之 和 显然 是 如 的 真子 群 ，G 不 能 分 解 成 G1,Gi,Ga 之 和 ， 
定义 3 设 G=Gi+Gi+ 二 G， 为 加 群 G 关 于 子 群 G， 
{= 1 2 8) 的 一 个 和 的 分 解 式 。 如 果 安 中 元 素 囊 成 G; 4i = 
1,2,…,h) 中 元 索 之 和 时 ， 家 法 唯一 ， 则 称 此 和 为 (内) 直 和 ， 
此 时 称 忆 分 解 为 子 群 G, (i -1,2,…,n)》 的 (内) 直 和 ， 记 为 
GG = OBO:PD LRG. 
例 6 设 G= 玉 由 及 ， 及 是 实数 加 群 ， 今 
Hi={(anm laE RnEtZ} 
Hi= {(0,P) |bER? 
则 HI， 瑟 ; 基 避 的 于 群 ， 且 
Hi+Hi3={(am + (OD = Cant+b) la,bER, ne} 
={(gqc6) [aeE 及) = 宇 
故 知 忆 可 分 解 为 子 群 Hi 与 Hy 之 和 ， 义 车 (0b EG= Hi+H;, 
则 
(ayb) = (gyn) + (0,b—n) 
YnEZ 皆 成 立 ， 于 是 ，G 中 元 素 (a, 由 表 成 HH 与 五 :元素 之 和 
时 ， 表 法 人 椒 唯 一， 故此 和 不 基 直 和 ， 
恒 7 设 GG = 及 纺 有 ， 有 为 实数 加 群 ， 邻 
G ={1(a,0) aER} 
G2:= {00,b) bER)} 
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则 G1 与 G; 为 G 的 子 群 ， 且 有 
G+Ga= {a0 + OOD) = (qb la bER}=G 
故 知 G 可 分 解 成 G1 与 G; 之 和 ， 且 车 
(0b) = (xiy Xa) 十 【132 
(xx 人 Gi Cy1Y2) EG 是 (qa,b) 分 解 成 Gi 与 G。 中 元 素 之 
和 和 时， 两 x; = y, = 0， 于 是 有 
(Cab) = (xi d) TCO) = CX1s 2) 
故 有 x1= a，y;=b， 子 
(asb) = (a,0) + C0,b) 


(a， 上 的 表 法 是 唯一 确定 的 ， 于 是 知 G= G 旨 Ga， 


习 耳 


1 证 明 ， 加 群 如 分解 成 子 群 品 ， 上 人 品 ， 之 和 为 《内 》 直 和 必要 且 只 
要 中 与 ;的 交 是 零 子 群 . 

2 设 Gi={0，3}), 人 ;={10，2，4} 是 加 群 Z。 的 两 个 子 群 ， 
试 散 G1 与 G; 的 (外 》 直 和 ， 并 征明 它 同 构 于 G; 与 Gs 的 《内 ) 直 和 。 

3 对 于 加 群 G,G; 的 (外 ) 直 和 Gi: 中 G， ,证 明 ， GaicG 和 Ci/1G:， 
其 中 Gi = {00,6)|5EG;} 是 G1. 提 G ;的 子 烙 ， 

4 他 吕 1 由 G: 是 台 的 子 群 后 ， 与 全， 的 《内 》 直 和 和， 证明 Gx 
人 ,中 6G:/6G:. 


第 三 草 环 与 域 


在 第 二 章 讨 论 了 有 一 个 代数 运算 的 代数 体系 一 一 群 ， 本 章 
将 讨论 有 两 个 代数 运算 的 代数 体系 一 一 环 和 域 。， 首 先 介绍 环 与 
域 的 基本 概念 ,并 进一步 讨论 有 关 环 的 一 些 基 本 性 质 , 最 后 讨论 
整 环 上 的 因子 分 解 癌 题 ， 


8S1 环 的 定义 


定义 1 设 { 及 +，*，) 是 一 个 有 两 个 代数 运算 的 代数 体 
系 ， 如 果 满 足下 述 条 件 ; 
(1) 《Ri + + 是 交换 群 ， 
《2》(Rr "是 半 群 
《3) 梁 法 ^″， 对 加 法 “+?7 满 足 分 配 律 ， 即 
左 分 配 律 ，a(b+c) =obp+ac， 右 分 配 律 ;e+b)co=eac+be 
(Yopscce DR 则 称 { 及 t+， 是 一 个 环 ， 也 简称 只 是 一 个 环 。 
由 于 环 对 加 法 是 交换 群 ， 所 以 交换 群 所 具有 的 性 质 ， 任 一 
环 愉 必 都 具备 ， 比 如 ， 环 尺 中 对 加 法 来 说 有 零 元 0 ， 使 
0+t+a=ai+0=a, YaER 
对 环 尺 中 任意 元 素 2 ， 都 有 人 负 元 - a， 使 
at t= (0 +a=0 
而 且 ， 在 环 中 还 有 
ntat+b) =nat+nb 
(ntima=natma 
nma=N0m9) ，R，m 是 任意 整数 
其 次 ， 因 为 1 有 Ri :，} 是 半 群 ， 所 以 关于 淮 群 的 一 切 结论 ， 
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环 丸 作为 接 法 羊 群 来 说 ， 白 然 成 习 ， 
髓 次 ， 环 只 还 县 有 下 述 性 质 ， 
C1) Oa0=00-0, vaCR 
C2) {—-mb=a(t-D=- {tah), YabpcR 
(3) (DC =ab, va, betR 
事实 上 ， 由 于 0+0=0， 所 以 
q0 -a0 +0) =a0+ad 
从 而 有 20 = 0。 同 理 吉 0a=0。 即 C1) 成 立 ， 
又 因 
如 pp 十 站 一 区 二 站 人 + 一 全 0=0 
所 以 ，Gt- 耻 = 一 四， 癌 理 有 ( -但 p= -ab， 有 (2) 成 立 ， 
《3) 的 证 明 作 为 练习 。 
在 环 中 广 闵 分 配 律 成 并 
{1 + 中) bit hit+ +h.) 
=aby + abrt ee + ob + qbirt dabr tr + qbrt 
a.bitanbit' +anb, 
应 用 数学 归纳 法 ， 上 式 即 可 得 证 ， 
对 环 民 来 说 ， 半 和 群 {R :有恒 等 苑 时 ， 册 本 书 第 一 章 
$ 6 可 知 灵 的 恒 等 元 只 能 有 一 个 。 这 时 我 们 用 1 表示 环 丸 的 恒 
等 元 ， 并 称 环 民 的 乌 等 元 为 单位 元 。 有 单位 元 移 环 也 则 做 有 
的 环 ， 
设 R 是 有 1 的 环 ， 如 果 对 环 民 中 的 元 6 来 说 ， 在 RR 中 存在 
元 a， 使 
ad 二 人 =] 
则 称 a’ 为 a 移 北 元 ， 这 时 称 4 为 及 中 的 可 逆 元 或 单位 。 容 易 看 
出 ， 车 a 是 RR 中 的 可 逆 元 ， 则 a 的 逆 元 内 能 有 一 个 ， 用 a ! 表 
不 4 的 道 元。 
显然 ， 有 1 的 环 民 中 的 所 有 可逆 元 (单位) ， 关 于 只 的 乘 
法 是 -- 个 群 。 
当 环 只 的 滋 法 满 电 交换 律 ， 即 
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abp— ha, Ya, beER 

时 ， 则 称 尺 为 变换 环 。 

例 1 整数 集 Z 关于 通常 的 加 法 和 冬 法 , 即 代 数 体 系 {2 1 
+ ,，} 是 交换 环 ， 而 且 是 有 1 的 交换 环 。Z 的 单位 元 是 1， 而 
县 ，Z 的 可 道 元 (单位 ， 内 有 ++1. 

例 2 {9; +，:} 和 {RR; +，*，} 记 部 是 有 1 的 交换 环 ， 
而 且 Q@ 和 上 R 中 的 每 个 非 0 元 都 是 可 逆 元 . 

例 3 实数 域 及 上 和 芍 全 体 阶 方 阵 M., {RBR) 关于 矩阵 加 法 
和 和 法 是 环 ， 称 它 为 及 上 的 于 阶 全 阵 环 。 

M， (及 ) 的 等 元 为 零 阵 ， 单 位 阵 是 M., (RB) 的 单位 元 ， 训 道 
元 是 nt 阶 可 道 阵 〈 非 奇 民 阵 ) 。 因此，M.{R》 中 所 有 可 北 元 
所 构成 的 乘 群 是 # 阶 一 艇 线性 群 GL.(R) (参阅 第 二 章 31 
例 3) 、 而 且 ， 当 # 宇 2 时 ，M, (R) 不 是 交换 环 ， 

例 4 《2Z,，，+， "是 变 绕 环 . 

事实 上 ， 由 第 二 章 $ II 例 4 扼 1Z,， + } 是 加 群 ， 由 第 一 
章 $ 6 知 {Z.,; *}) 是 半 群 ， 而且 容易 验证 ， 剩 杂 类 的 恢 尘 对 加 
法 满足 分 配 律 ， 

事实 上 上 ， Ya, b,c CZ,, 

a(b+e)=a(tb+ce)=ath+te)y -abirac 
=abt ae- aptiarc 


因为 Z, 的 业 法 满足 交换 律 ， 所 以 由 上 式 有 


(bt+re}yao=a(lpre)y-ap+rarc 
一 上 在 二 

综 上 所 述 ， 可 知 {Z, +， 大 交换 环 ， 称 它 为 整数 环 Z 
的 以 m 为 借 的 剩余 类 环 ， 或 简称 为 以 甘 为 模 的 剩余 类 环 ， 或 模 - 
n 的 剩余 类 环 ， 

显然 ，Z .中 的 元 1 是 也 ,的 单位 元 .进一步 可 以 证 骨 ; 忆 ,中 
的 元 4 是 可 道 元 。 < 二 这 fn，4) =1， 

事实 上 ， 若 thn. j=1 ， 则 由 整数 的 性 质 知 ， 看 在 整数 电 
和 c， 使 
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nbi+ac=1} 


由 此 有 
np+i+ gc= 1, Rhi+ac= 1 
而 nbtac=nb+ac=0+0c=-ae 


所 以 有 ac=1. 而 c&EZ,， 即 < 是 @ 的 道 元 .所 以 ， 当 
人 t， 人 0 =1 时 ，a 是 ZZ, 的 可 道 元 . 

充分 性 的 证 明 作 为 练习 。 

例 5 FCxD)= {了 (x) | 了 (x) 为 数 域 上 的 多 项 式 } 关 于 多 项 
式 的 加 法 和 乘法 是 有 1 的 变换 环 ， 

当 环 RR 只 有 一 个 元 时 ， 划 由 环 的 定义 知 ， 此 元 必 为 零 元 ， 
这 样 的 环 叫 做 每 环 ， 

因为 ， 在 环 只 中 零 元 0 有 性 质 

+0=0, 0:0=0 

甩 以 ， 零 环 尺 中 的 唯一 元 0 ， 嫩 是 加 和 群 的 恒 等 元 又 是 呈 的 
单位 元 。 但 是 ， 对 于 任 一 非 零 环 RR ( 即 尺 中 至 少 合 有 一 个 非 零 
元 ) 来 说 ， 如 果 及 有 单位 元 1 ， 则 1 关 0， 今后， 凡是 提 到 环 闵 
有 单位 元 时 ， 总 是 指环 RR 不 是 零 环 ， 即 单位 元 1 去 0， 


题 
1 对 环 尺 中 性 二 元 迷 0、b， 证 明 ， 
{C—O-h)= 4p 
证 明 ， 有 !1 的 环 中 所 有 可 道 元 基于 乘法 档 成 群 。 
在 环 中 证 明 广 六 分 隐 律 成 立 ， 
设 RR 为 有 1 的 非 零 环 ， 证 明 ， .1 关 0。 
举 出 没有 单位 元 的 环 的 例子 ， 
设 RR: 和 RRR; 者 十 环 ， RR= {x XI ER x ER}, Vv{Xi, 
X23)， (i119y2) ER, 规 定 
(Ris Wa) Ya) EN V1 X= 
(KU CV) = (Xt 1 Rt) 
(RL TL) = RI R22) 
证 明 ， 
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C1) {R， +， 小 是 环 ， 

《2 ) 只是 变换 环 夺 过 民 i 和 中; 都 是 交换 环 ， 

《3 ) 六 ,和 只 ;在 单位 元 el 和 ez 时 ， 则 e= (Cel, 281) 是 RR 的 单位 元 。 

这 时 ，6= C91，9;) 是 玉 的 可 道 元 《前 位 】< 字 01 和 a 分别 是 天 :和 
尼 , 的 可 揽 龙 ， 

? 设 RR 为 定义 在 [90,1] 上 所 有 实 函 数 的 集合 。 证 明 。 六 关于 阔 数 的 

8 设 尺 为 环 ， 证 明 ， 车 R 关于 化 法 有 有 明 只 有 一 个 左 蛋 等 元 6e， 刚 民 
是 有 1 的 坏 ， 单 位 元 就 是 e， 

9 若 民 是 有 1 芍 环 ， 部 困 g 在 R 中 有 且 只 有 一 个 下 道 元 0， 则 4 是 
尺 的 可 道 元 ， 厅 县 4 = 1， 

10 ”如果 对 环 R 的 元 a 存在 正 整数 ， 合 a" =0， 则 称 上 为 民 的 加 办 
也 

者 及 是 有 工 环 的 ，4 是 及 的 夭 零 乞 ， 证 明 ， 3 -a 是 RR 的 可 递 元 ， 并 求 

其 道 元 。 


3 2 整 环 、 除 环 和 域 


设 刃 汶 环 ，0 为 民 的 坟 元 。 如 果 对 于 及 中 的 元 上 来 说 ， 在 

六 中 存在 非 零 元 D ， 使 
ap=0 《或 加 = 的 
针 ， 则 称 9 为 环 尺 的 左 〈 右 ) 零 因子 ， 

当 元 4 在 RR 中 既是 左 零 因 于 同时 及 是 右 零 因子 时 ， 则 称 aa 
为 六 的 零 因 子 。 

最 然 ， 呈 的 堆 元 是 零 因 于 ， 环 尺 中 不 是 零 元 的 左 (者) 堆 
因子 叫 司 尺 的 真 左 《〈 右 ) 零 因 于。 当然 ， 对 交换 环 丸 来 说 ， 堆 
因子 没 有 左 、 有 有 之 分 。 我 们 约定 ， 当 环 尺 不 含 左 、 右 真 零 因子 
时 ， 称 及 次 没 有 真 零 因子 的 环 ， 显然 ， 环 尺 没 有 真 零 因子 专 二 
Ya bER， 若 db = 0， 则 a = 0 或 p = 0， 

定义 1 有 1 的 交换 环 民 如 果 没 有 真 零 因子 ， 则 称 环 六 为 
整 环 。 
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例 1 复数 域 C 上 的 2 阶 全 阵 环 Mi(C) 中 的 元素 : 4 := 
(10) 和 =( 0 0) 分 别 是 左 《 真 ) 零 因子 和 右 〈 真 ) 零 因 
子 。 光 为 

AB-(10) 
而 太志 0，B 霹 0, 


例 2 令 了 R 为 定 疼 在 [9,13 上 所 有 实 国 数 所 构成 的 环 ( 见 
习题 7?)》 ， 则 及 中 的 元 


pOX) 一 1 
(1 这 2 x 
/i 4 Ox 
d(x) = ] 
lo 当 Xl 


最 然 ，p (lx) 和 qx) 都 不 是 零 函 数 fo (x) ( 即 RR 的 零 元 ) ， 
但 是 ，p CO g(x) ER， 而 pCx)g(lx) = 和 (x)， 所 以 pl) 和 q(x) 
部 是 尺 的 真 零 因 子 (因为 R 是 交换 环 ) 。 

例 3 整数 环 Z 是 整 环 。 

例 4 实数 域 上 的 多 项 式 环 RCx] 是 整 环 。 

这 是 因为 ，RCx] 是 有 1 的 交换 环 ， 而 且 当 

HX) = aX 二 Go-iX" taxt+o 三 0 时 ， .gn 夺 0 
BCX) 一 四 + bo_ Xt thxt+ho 二 0 有 时， bb, 寺 0 
则 
OO BX) = Abax "+ + gobo 夺 0 ( 因 ab, 二 0) 
所 以 ，RLx? 是 整 环 。 "i 

定义 2 设 R 为 有 单位 元 的 环 ，R 表 示 尺 中 所 有 非 零 元 所 
构成 的 集合 ， 如 果 { 尺 ; .} 是 一 个 群 ， 则 称 环 尺 为 除 环 或 体 ， 
交换 除 球体 ) 叫做 域 , 

由 上 上 述 定 义 可 以 看 出 。 《1 ) 除 环 是 没有 真 零 因 子 的 环 ， 
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(2 》 环 尺 是 除 环 < 福 只 中 有 1 而 县 尺 中 任意 非 零 元 都 是 可 道 
元 5 3》 环 {(R + ， "是 域 和 人 (1R + )} 和 《RI ) 都 是 诡 
| 换 群 . 
例 5 由 于 整数 环 Z 中 ， 只 有 =T 是 可 道 元 ， 所 以 Z 是 整 
环 但 术 是 域 ， 
例 6 {Q， +， ，{R +，*}，{C， +，*} 都 是 域 . 
例 7 整数 环 Z 的 以 2 为 模 所 得 到 的 剩余 类 环 Z，= {0， 
1 }， 是 域 . 
事实 上 ，Z, 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 非 6 元 只 有 1 ， 而 了 
是 Z; 的 可 逆 元 ， 所 以 Z; 是 域 ， 
例 8 当 ?p 为 质数 时 ，{Z ,+ ，-} 是 域 ， 
事实 上 ,ZF。 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 面 当 了 为 质数 时 ， 车 
gg 二 9, 则 有 Pp ta ;从 而 (p,q) =1. 于 是 由 上 节 例 4 知 # 为 2， 
的 可 道 元 。 因 此 ，Z ,为 域 ， 
例 9 考虑 复数 域 C 上 的 二 阶 全 阵 环 Mi:(C) ， 由 本 节 例 1 
知 M:(C) 既 不 是 整 环 ， 也 不 是 交换 环 ， 当 然 更 不 是 除 环 。 下 面 
洪 虑 MtC) 的 子 集 


a 8 
K={(_ 序 ) 
可 以 验证 ， 
《1 )》 关于 惩 阵 的 加 法 和 乘法 天 组 成 一 代数 体系 ) 
(C2) iK; 十 、*} 是 环 ， 
《3 环 KK 是 除 环 但 不 是 域 . 
(1) 与 (2》 作 为 习题 ， 下 于 来 证 明 (3) 成 立 ， 


首先 ， 芭 有 单位 元 :{ 了?) =e。 其 次 ， 对 于 Xk 中 任意 非 0 


a, BEC } 


| 


I 
A-( 一 )-{ a bi ot ) 


请 a -e+rdi a—bi 
《其 中 a，b，c，d 是 不 全 为 0 的 实数 》 ， 由 于 
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atpi c+ 


141 = =+b+c+ 相 0 
-e+ ot 
所 忌 4 有 逆 阵 
ga-bi 二 《c++ 全 ) 
人 A 
A Sled atbt 
| 六 | | 4| 


显然 A-1E KK， 而 AA-1= 4-14=(5 1)， 所 以 天 由 任意 


非 上 元 素 都 是 可 逆 元 ,总 此 说 朋 下 是 除 环 ， 
最 后 指出 下 不 是 域 .事实 上 ， 只 要 指出 讶 下 中 至 少 有 了 两 个 
元 素 太 ，B 涉 可 换 ，A 六 AB 志 BA 即 可 ， 


我 们 看 
(0 Li) i ) 
通过 实际 计算 有 


0 i 网 

j=(, 小， i ,) 
所 以 K 不 是 域 ， 除 环 kK 叫 做 哈密 尔 顿 Hamilton》 四 元 数 除 还 ， 
或 有 上 的 四 元 数 除 环 ， 简 称 为 四 元 数 除 环 ， 若 令 ( 9 ) ) =X 时 ， 


则 有 
j= 一 六 = 天 Kk= kj=i, ki= 一 恋 =j 
而 且 对 天 中 任意 元 4 有 


+bi c+di 10 0 
A=( og oti ) (01)+ ot 1 
te( + 本， ，) =atbitej+tdk 
其 中 a 是 (6 3 } 的 简写 ， 因 而 四 元 数 除 环 天 中 的 元 也 岂 四 元 
数 。 
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习 红 

1 证 明 ， 可 道 元 不 是 零 因子 ， 

2 证 民 为 整 环 ，qat 寺 07 ER,. 若 4a:=0， 则 9=1。 这 个 结论 对 性 意 
环 是 否 一 定 成 立 ? 

3 找 出 RC*] 中 的 可 道 元 ， 由 此 指出 及 [x3 不 是 域 ， 

4 证明; 市 1 的 交换 环 及 是 幕 环 必 亡 而 有 重 具 要 { 代 ; ,} 基 {R 小 的 

8 证明， 环 RR 没有 真 左右 } 零 因子 < 寺 3 左 { 右 ) 消 去 律 成 立 ， 
若 ax = 史 ， 且 4s0， 测 x=y (车 xa=y9， 了 Ba 在 0， 则 x =y) 。 

6 环 具 的 元 素 个 数 Rn(>1) 有 限 ， 如 果 民 没有 走 零 因子 ， 则 民 是 队 
环 ， 

7 点 基 环 及 中 一 切 非 涩 因子 药 集合 ， 证 明 ，1{53 和 是 半 群 。 

8 BR +， 小 是 除 环 。 证 明 ， 加 群 { 训 :+ 上 与 乘 群 {及 ，} 不 能 同 
构 ， 

9 坏 R 圭 { 0} 是 除 环 必要 而 且 只 要 Wa( 寺 0)， E 及 ， 方 程 

0x=b (或 yo=b}) 

在 及 中 有 解 . 

10 设 民 是 有 1 的 富有 限 个 元 的 交换 环 ， 证 明 ， 及 的 元 不 是 可 道 元 
《单位 》 就 是 零 因子 。 由 此 证 时 ， 舍 月 恨 个 元 的 整 环 是 域 ， 


33 子 环 


群 论 中 子 群 对 群 的 研究 起 着 很 重要 前 作用 ， 在 环 的 理论 中 
子 环 也 将 对 环 的 研究 起 着 重要 作用 ， 

定义 1 设 5 为 环 {R; +，} 的 尾 一 非 空子 集 ,如 果 对 RR 
的 两 个 运算 “+ ”和 “.”, 子 集 S 也 构成 一 个 环 , 则 称 5 为 环 丸 的 
子 环 ， 称 只 为 S 的 扩 环 。 特 别 地 ， 当 站 的 子 环 $ 是 除 环 (或 域 ) 
时 ， 则 称 $ 为 丸 的 子 体 〈 子 域 ) 。 

例 1 人 全体 偶数 集 Z。 是 整数 环 2 的 子 环 。 

例 2 有理数 域 妈 和 实数 域 及 是 复数 域 C 的 子 域 。 
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例 3 实数 域 及 上 的 多 项 式 环 Rix} 中 所 有 常数 的 集合， 
如 灵 本 上 身 ， 是 妨 [x3 的 子 域 ， 

显然 ， 环 民 R 本 上 身 与 { 0} 前 是 尺 的 子 环 ， 称 它们 为 平凡 ( 当 
然 ) 子 环 ， 

当 环 民 基 交换 环 时 ， 显 然 民 的 性 一 子 环 册 作为 交换 环 ， 

我 们 在 讨论 群 时 ， 曾 经 看 到 群 扎 的 子 群 五 名 有 恒 等 元 而 且 
与 如 的 恒 等 元 相同 。 但 是 ， 对 于 任意 环 民 来 说 ， 不 一 定 有 单位 
元 ， 所 以 扩 环 与 子 环 就 单位 元 来 说 没有 必然 的 联系 。 

例 4 整数 环 立 有 单位 元 ， 但 其 子 环 一 偶数 环 没 有 单位 
7。 

例 5 Ze={f0，1，2，3，4，51}+ 旺 有 1 的 交换 环 。 
容易 验证 ， 
4} 


={0，3} 和 5S;={0，2， 
{2，d4+} 都 是 飞 群 ,所 以 


生 是 了 的 商 且 S1 : (37 和 5,= 
5. 和 S; 都 是 域 。 

因为 ，3 "3 = 3 所 以 上 式 说 明 ，Z 的 乘法 是 S, 的 乘法 ， 
而 且 3 是 $1 的 乘法 恒 等 元 〈 从 而 是 S, 的 单位 元 ) ， 所 以 S: 是 交 
换 乘 群 ， 由 此 推 得 S: 是 域 。 

对 于 8S: ={2 ，4} 来 说 ,因为 2 ， 2 = 4，2。4=2， 
4.4 = 4 .所 以 ,Z6 的 乘法 是 $: 的 乘法 ， 而 且 4 是 S。 的 便 黎 元 
(从 而 是 S: 的 单位 元 ), 2 的 道 元 是 2 ， 所 以 5: 是 交换 乘 群 ， 因 
此 ，S; 出 是 域 。 此 例 说 明 ， 

(1) Zs 及 其 子 环 81 和 Ss 都 有 单位 元 ， 但 它们 的 单位 元 
并 不 相间 ; 

(2) Ze 有 真 零 因子 ，2 拓 0， 3 专 0 而 2，3 = 0, 但 5， 
和 S,; 都 没有 真 零 因子 ， 


例 6 令 R = 1 0 ) 
$={(8 9 ) | cccj 是 R 的 子 环 ， 也 是 Ms(C) 的 子 环 。 通 过 检 
验 是 刘 ， 
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4。 bEC|， 则 只 是 Ma(C) 的 子 环 ， 


(1) 【1 9) 是 Ma(C) 的 单位 元 , 《6 8 ) 是 5 的 单位 元 ， 
《2) 只 没有 单位 元 ， 
事实 上 ， 若 (和 0 ) 是 RR 的 单位 元 ， 则 由 单位 元 定义 ， 必 人 须 


人 Ge) (so0). vhso)eR 


故 有 ax=a，ay=b， 
因为 (2 0 ) 为 R 中 任意 元 ， 帮 a， 上 5 可 取 复数 域 C 中 任意 
数 ， 而 (> 0 ) 作 为 环 尽 的 单位 元 来 说 ， 必 须 是 R 中 唯一 确定 的 


元 。 查 是 ， 对 于 已 中 任意 二 数 a，b 来 说 ， 使 ay = 成 立 的 复数 
》 将 随 4 与 b 的 选取 而 变化 ， 所 以 环 及 没有 单位 元 。 

当 此 例 可 以 看 贞 ， 护 环 民 没 有 单位 元 ， 但 其 子 环 3 有 单位 
元 ， 而 3 作为 Mi(C} 的 子 环 来 说 ， 二 者 的 单位 元 也 不 相同 ， 

当然 ， 在 环 RR 及 其 子 环 5 同时 都 有 单位 元 时 、 有 可 能 二 省 
的 单位 元 相同 。 这 样 的 例子 是 很 多 的 . 情 如 , 数 域 了 作为 
FL[LX] 的 手 环 ， 二 者 的 单位 元 相同 : 有理 数 城 QQ、 实 数 域 有 、 
复数 域 忆 的 单位 元 也 都 相同 ， 

但 是 ， 对 除 环 和 域 来 说 ， 如 果 除 还 ( 城 ) K 是 除 环 《 域 》 
F 的 子 体 ( 域 》 时 ， 因 为 作为 乘 群 是 了 的 子 群 ， 所 以 与 
的 恒 等 元 祖 同 ， 从 而 天 与 尺 有 枚 同 的 单位 元 。 而且 ， 关 中 的 非 
零 元 c 在 兵 中 的 逆 元 与 在 已 中 的 逆 元 也 是 一 致 的 ， 

汉 3 是 环 有 只 的 子 环 对 ， 由 于 $ 作为 加 群 来 说 是 忍 的 子 群 ， 
所 以 ，S 的 零 元 与 RR 的 零 元 是 一 致 的 ， 击 且 5S 中 任意 元 c 宪 5 
由 的 人 负 元 与 c 在 民 中 的 负 元 也 是 一 致 的 。 (参阅 第 二 章 3 2 闻 - 
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群 ) 。 
由 子 环 揭 定 尽 和 第 二 章 3 2 子 群 的 判别 条 御 容 易 得 到 
定理 1 关于 环 尺 的 非 定子 集 S， 下 列 四 个 条 件 敌 
价 ， 
《li 和 是 尽 的 于 环 ， 
(C2) 0ESmHE va, b, ects=——>o+b, ahp, -ces 
(3) Ya, bES—>ai+b, -a obEen 
(4) Ya, bESE>Ad—b, bed, 
定理 2 关于 除 环 ( 域 》F 的 非 宝 于 集 K 志 {0} ， 下列 四 
个 条 件 筹 价 . 
《1 六 是 的 子 体 ( 域 〉， 
(2) 0EK，eE 基 而 且 ， Vasb crydF0ECK=—>a+b, ob, 
一 CE 下 
(3) Ya, b, ex0EK—>a-b, ah, ce!' EK; 
C4) Ya, PEK=—>a -hEK, ob EK 440, 
鞋 述 两 个 定 丽 葛 证 明 作 为 练习 。 
设 尺 为 环 ， 
C={cER) ex=xc, VYxER}! 
即 忆 是 尺 中 所 有 与 RR 的 每 一 元 相 且 都 可 交换 的 元 构成 的 ， 
已 叫 数 民 的 中 心 。 则 及 的 中 心 C 是 R 的 子 环 . 
因为 0EC， 所 以 C#@, 而 且 ，Yel cEC, 061%= XC 
C2X = XEz YXER. 而 
(C1 ~ CD)X= CX— CX = XC — XC = XC — ec2) 
(CICDX = CCIX) = C3 (XC2) = Ox) es = Cx} 602 
= X002) 
斯 以 ，c: ~ cz，cicz: EC。 由 定理 1 之 (4) 知 ，C 是 R 的 
了 于 环 。 
. 例 7 复数 域 C 上 的 二 阶 全 阵 环 Ma:(C) 的 于 集 


K 35) 


o，8EC | 是 Ma(C) 的 于 体 ; 
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b 
c={(_»,) 
D={(”，) | aER } 是 M2(C) 的 子 城 

事实 kk，K，C, DD 显然 非 空 ， 其 次 


L 1 B: 
v(_ 2 ( 下 —)ek, 


Cz 
1 8 tf BB2 mm— a 月 一 月 
( 二 人 束 (1 


( tt A Je 


a， bE Rj) 是 M2(C) 的 子 域 ; 


Bi ~ a 
ti; B; a Bl 
MA +. ] _ 太 本 = 0 fa + Ba Bz 
= |az|?+ |B: 寺 0 
a Bs 1 
( 到 m6 ( jex 
~ Bg 2 人 


( Ci 加 | a 8 - ( mora—PBs a Ba t Be 
~ Ba -8B a ot B: -月 


Bi a2— or Bi — HAs + a a 
-( mc — Bi Bs Cl By + Bi ea 
-一 一 -一 一 万 下 


一 (a Ba + Bi es) toa — BiB2 
所 以 ， 由 定理 2 之 (3) ，K 是 Mz(C) 的 子 体 。 
由 上 面 的 验证 ， 最 然 可 以 看 出 C 也 是 Mz(C) 的 子 体 .但 


是 ， 因 为 
a bh d ac— bd d+t+be 
(, 外 - oa sc bd) 


c 
d 
2 dd a bb ac — bd nd +he 
(, ss 2) (oi bo so bd ) 
所 以 ， 忆 是 子 域 . 
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对 杆 也 来 说 ， v (™ 0 )， (2: 0 )e D 


0 a 0 i 
0 一 0 
(0 0) (0 sajea 
: “1 1 和 疾 7 = 
Ga alt ce aa 


day 
1 0 0 2 dl 0 fdr 0 
( ,)( ) ,= Q 三 0 ( 由 ss) 
所 以 ， 呈 是 MiztC ) 的 子 域 ， 
例 8 设 {S1);cn 是 环 R 的 若干 个 于 环 ， 则 [15; 是 RR 的 
子 环 ， 除 环 F 的 一 个 子 体 族 ，{k.},-y 的 交 NK, 是 F 的 子 体 ， 
证 明 因为 ，0 ES;，Y4E 八 ， 所 以 人 15; 非 空 ， 
Va, bE PP S,, la, pCS.. YaAG. 
因为 ,是 尺 的 学 环 ， 所 以 有 a -bc5), abES;，YAEA 作 、 
从 而 a~ bE m5;， op 和 (1S 
鼓 由 定理 1 之 (4) ， 介 5; 是 尺 的 子 环 ， 
根据 奖 的 性 质 应 用 定理 2， 即 辐 证 得 KK， 是 F 的 子 体 。 


题 
1 验证 复数 域 妃 的 子 侍 ， 
S= {a+bil gb EF} 十 必 的 子 环 : 
天 = {10+0i| gb EO} 是 叱 的 子 环 | 
2 有 [Xx] 的 子 集 S$S= {f(x 了 (Xx) &€ RCX]} 是 BRCXD 的 疗 环 . 
设 虽 是 有 单位 元 ] {车间 的 交换 十 ，5 昨 合 1 的 R 的 子 环 ，0i， 
OR 人 
SIA A yin = {CO 有限 利 | 》 
让 
其 中 a 守 ON，ait := 的， a > a=0N}, a,: =0. 
证 有 明 ，Siay，G2， 4 是 RR 的 于 环 而 且 是 民 的 会 写 和，Q2， ;的 
1172 


最 小 了 环 ， 即 若 号 是 尺 的 子 环 旦 号 二 Syq4， al，…，GES， 刚 必 有 5 
二 Sr Gy vy Qi) 
4 指出 习题 1 中 力 的 子 环 S= Zri， 它 的 子 域 忆 = 全 [ 划 ， 
5 对 习 显 3 的 记号 SC，01， …， 4rJ 证 明 : 
SSCA, G1] = SCq1 Ca 
6 冰 二 防 全 阵 环 WEC) 的 中 心 。 
7 人 SS 为 环 民 的 非 空 丁 集 ， 令 
CIS) = {r ERIFX= Xr, Vx ES} 
证 明 C(S) 是 玉 的 了 环 ， : 
3 尺 基 环 ， 想 困 4 ER 及 ，G7 = 0 时 ， 则 称 a 沪 RR 的 需 等 元 . 
‘1》 如 果 在 环 民 中 没有 上 提 零 容 零 元 ， 测 及 的 任意 龙 等 元 4 与 民 的 
每 一 元 素 x 可 变换 
= ER di=0 


(2) 问 换 环 尺 中 所 有 竹 零 元 的 集合 是 民 的 学 计 ，。 
9 邻 Sp = 伍 《人 Ola，b EZF，ptb}， Cp 是 索 数 ) 。 证 明 S; 是 有 
理 数 域 人 @ 的 子 环 。 


$4 答 阵 环 


读者 芷 “项 等 代数 > 中 ， 对 纠 阵 和 行列 式 已 经 非常 熟悉 ， 
而 且 对 它们 的 重要 作用 也 深 有 体会 ,本 节 将 把 它们 进行 推广 , 作 
为 环 的 例子 进行 讨论 。 把 组 成 数 域 尺 上 的 矩阵 的 元 崇 推 广 为 任 
意 环 中 的 元 素 ， 并 进一步 给 出 交换 环 七 的 矩阵 的 行列 式 的 概念 
和 一 些 在 高 等 代数 中 所 得 到 的 结果 。 以 备 后 面 章 节 的 应 用 . 

仿 尺 是 环 ，m、n 有 是 任意 正 整 数 ， 

定 尖 1 由 RR 中 mxn 个 元 ,C=1， 2 m3 j=1, 
2，…，8) 所 排 成 的 如 下 形式 的 表 


eA 2 i 

| 

| dA21 B22 人 an | (1) 
U1 Uns 站 ma | 
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叫 币 尺 上 的 站 xp《 或 放行 关 列 ) 矩阵 ，a, , 喇 做 矩 兽 的 元 。 当 
h 二 夫 时 ，Rxn 矩阵 叫 短 六 阶 方 阵 . 
以 后 为 了 书写 方便 ，《1)》 形 的 什 阵 常 简写 作 
(a; 2 i=i, 2, er, mm; j=1, 2, ,iH 
并 把 环 RR 上 的 矩阵 (4, ,} 用 大 写 拉 丁字 母 A，B，… 表 示 ， 
与 数 域 扩 上 的 矩阵 相仿 ， 规 定 斥 阵 和 等 、 加 法 、 乘 法 和 纯 
量 乘 法 如 下 ， 
4= ta, 和 B= (810) 者 是 R. 上 mx nn 矩阵， 规定: 
A=B 专访 qi =b); 
期 镍 《6 + B11 = (a +b; 
敢 法 ， 及 = (4q;;) 为 REmxn 姑 阵 ，B= (8) 为 R Fnxs 


害 阵 , AB= (citycCi = Daiibir, i=1, 2 """», Hy k=1, 
fl 


2 rr Ss 

纯 量 滋 法，Kka; ;) = (Kai j)， 

用 9 粘 示 元 素 都 是 RR 的 零 元 的 乔 阵 ， 叫 做 零 阵 ， 

若 4= 《637)， 则 (a; 站) 出 敌 及 的 负 阵 ， 记 作 一 A， 规定 
-B=AA+(-B). 

容易 看 出 防 上 所 有 阶 方 阵 的 集合 M ,CR) (今后 M (及 ) 
总 是 用 来 表示 RR 上 所 有 阶 方 阵 的 集合 ) 关于 矩阵 加 法 是 一 个 
加 群 . 

而 且 进 一 步 通过 验证 可 以 知道 41M,(R) +，*} 是 一 个 
环 。 

在 高 等 代数 中 验证 数 域 忆 上 的 二 阶 全 阵 环 M,CR) 的 运算 

所 满足 的 算 律 时 ， 只 用 到 了 书 是 加 群 和 下 是 半 群 以 及 乘法 对 加 
法 满足 分 配 律 。 对 于 环 R 上 的 tt 阶 方 阵 集合 Me(R) 来 说 ， 它 
的 加 法 与 乘法 的 规定 与 M, (F) 的 规定 完全 一 致 ， 而 且 尺 和 只 
分 别 也 是 加 群 和 半 群 ， 屠 法 对 加 法 也 满足 分 配 律 。 因 此 ， 容 易 
想象 ， 完 全 可 以 仿照 M.(F) 的 作法 验证 M，(R) 是 环 ， 必 为 练 
习 请 读者 自己 验证 ， 


二 工业 


车 RR 是 有 1 的 环 时 ，f 阶 方 阵 


1 
.| i, 
1 ， 


民航 RR 上 的 单位 矩 阵 《EB， 中 未 标 出 的 元 素 都 是 0》。 可 以 验 
证 ， 瑟 ,4 = 4，4B = 4， 此 处 4 为 下 xxR 失 阵 。 

综合 上 述 可 知 ， 车 玉 是 有 1 的 环 ， 网 {1M CR) +， "也 
是 有 1 的 环 、 这 时 ， 计 : (R&R) 中 所 有 可 道 元 的 集合 L; (R) 关 于 矩 
阵 乘法 是 乘 群 ， 

信 瑟 ;是 主 行 了 列 元 素 是 1 ， 其 余 元 素 丝 为 0 的 nn 阶 方 
隆 。#2 个 # 阶 方 阵 ;j=1，2，…:，W) 员 做 矩阵 单位 ， 

关于 矩阵 单位 ， 可 以 验证 有 下 面 的 关系 式 ， 

1) EijyE::=6FEir, 0717=1, 811=0, jk Hs 

C2) Bll+Eat" + Ene=E:, Ei/=E,.,: 


C3) A= {1) = >》 Ir,E,,, AEcM, RR)., 


由 《1》 可 知 ， 每 个 矩阵 E; 都 是 M,. (BR) 的 真 零 因 子 ， 因 
此 ， 昂 阵 单位 并 不 是 M. (R) 的 单位 《 邑 可 道 元 。 

在 上 面 已 经 指出 ， 当 上 R 是 有 1 的 环 时 ， 则 M,(R) 也 是 有 
1 的 环 ， 这 时 把 M, CR 中 可 道 元 和 的 道 元 4 可 敌 4 的 送 阵 ， 

对 于 有 1 的 交换 环 尺 ， 可 引进 行列 式 的 概念 。 关 于 行列 式 
读者 在 高 等 代数 中 已 很 熟悉 ， 并 旦 看 到 行列 式 在 线性 代数 中 的 
工具 作用 ， 

设 R 是 有 的 交换 钱 ，A= (011) EM.,(R)， 

定义 2 ”4 的 行列 式 用 符号 det4 或 


| ga Qi2 "Gila 
如 21 站 22 *'* tan 
rt A """ Hn 


表示 . 
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A 和 ta to" fr: | 
. 


Ha di2 1" 2 
Het 成 ~ 


rl nn2 1 Wn | 


Fl nt 
= 一》 ， 《一 1 di 站 2 "dn 


此 处 ，Tt 人 人 2…j,) 表示 7 元 排列 jLj2…j; 的 反 序数 ，2_ ”表示 


对 所 有 "元 排列 求知 ， 
按照 上 述 定义 ， 可 以 证 明 ， 数 域 上 + 阶 方 阵 的 行列 式 的 
有 关 结 果 ， 对 域 上 的 tt 阶 方 阵 的 行列 式 也 成 立 。 为 节省 篇 幅 只 
给 出 几 个 有 关 结 论 ， 而 不 加 证 明 . 
在 A4= (a,1) 中 划 去 A 的 第 i 行 和 第 ij 列 的 元 素 所 得 到 
的 #- 1 防 方 阵 的 行列 式 对 ，, 叫 向 ga, ,的 余 于 式 ，(--D' Mii 
叫做 a, ,的 代数 余子 式 ， 用 4 , ,表示 .我们 有 
C1) detA=a;,A; toa, saA, + +o,:A,, 
三 和 1 三 1j 十 站 1 六 2 十 于 1 六 1 
i,j=1, 2, :hh 
i 
Bi 种， 二 站: 态 2 ;十 开 十 如 1 六 ,y= 二 作 
(2) dettAB) = (detA) (detB) 
(3) 
1 
总 


? 其 中 A， 1 汶 各 = (ao; 站 中 元 素 


A 内 。 | 
qi ,的 代数 余 了 于 式 . 叫做 和 的 伴随 阵 ， 
由 矩阵 乘法 可 知 


一 


克成 = AA-: | 网 二 省 et 所 五， 
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定理 若 R 是 有 1 的 交换 环 ， 则 46E 对 .CR) 有 逆 阵 《 即 和 4 
是 M,(R) 的 可 道 元 ) ， 必 要 而 且 只 要 det4 是 尺 的 可 诞 元 ， 
证 明 若 4 有 道 阵 4 ，， 则 AA ' =E.， 而 
dettAAT') = (detA) (det4 1) = detE,=1 
所 以 detA& 是 R 的 可 道 元 ， 反之， 痢 detA4 是 及 的 可 逆 元 ， 则 在 中 
中 有 (detA)-'。 这 时 ， 
AL (detA)-' A:= (det A)-' (AA) 
= (detA} ‘detAE, =E, 
CdetA) AA (det A)-' (AA)= (detA)™'detAB, 
= 下， 
所 以 ，(det4) -4 是 4 的 道 阵 。 证 完 . 
雷 于 域 FE 中 每 个 非 堆 元 都 是 可 道 元 ， 所 以 右 
推论 1 车 忆 是 域 ， 则 ACM,(F) 有 道 阵 几 要 而 且 只 要 
et 三 人, 
推论 2 RR 是 有 1 的 交换 环 ,， YA，BENMH,CR) ， 如 果 
AB=E,， 则 B=A-!， 从 而 有 BA= EE.， 
证 明 车 4 如 = 王 ,， 则 册 det(AB} = (det.A4) (det8)=1,， 推 
得 det4 是 尺 的 可 道 元 。 于 是 由 定理 ， 4 有 道 阵 4 :， 用 4-: 磺 
葬 4B = 三, 两边 ， 得 到 
AA“!1(AB) = A-!E,= A-! 
而 
A-1(AB) = (A-'A}B=E.B=8B 
所 以 ，B=A-'，BA=A-'A=B,, 十 完 ， 


例 令 R=2,={0;T}. 则 Mz{R) ={( on oY) a 
是 一 个 有 1 ， 有 直 零 因子 的 非 交 换 环 ， 


事实 上 ， (2) 是 ad 的 单位 元 而 


CIE DED 


ery 
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村 是 


1 设 趴 不 是 零 飞 环 ( 即 存在 8，5 ER， 反 关 9), 证 朋 , 衣 ,( 民 ) 在 hh 六 
1 时 不 是 变换 环 。 
2 划 断 对 ; (2Z) 中 的 年 阵 


1 5 01 f 2 3 
A=| 0 1-1i; B= /0 2 3， 
_3-5.9) \， UD 1 ) 


有 没有 逆 阵 《在 村 ;{Z)' 趾 〉》， 如 时 有 试 找 出 之 ， 
3 试 纷 出 而 sCR) 《RR 为 有 1 的 奖 换 环 》 中 的 第 降 


dan 
在 rt 及) 中 有 逆 阵 的 条 性 ， 

4 ”车 民有 是 域 ， 证 明 , 六 E 财 .{ 相 是 零 因 于 ,必要 而 且 具 要 六 在 MF) 
中 没有 道 阵 。 这 个 闭 论 对 任意 有 1 的 交换 环 及 是 否 也 碟 立 。 

5 潍 R 是 有 1 的 环 ，p €RR， 

(17) En+pPBi (i 让 十 计 ，(R》 中 的 可 道 元 《在 对 :5 及 ) 中 有 道 
阵 ) ) 

《3 Es+(p- DbBi4 在 何 时 是 MtR7? 的 可 道 苑 3 

《3 试用 Br+pEiirri 和 Br+(p-1)Eii 乘 4， 探 讨 一 下 所 短 
到 的 结果 与 4 的 关系 。 

6 证 骨 李 节 所 列 出 的 关于 行列 式 的 结 提 。 

7 举 出 一 个 会 存 限 个 宛 ， 届 没有 1 的 非 变 接 环 的 例子 ， 


$ 5 ”理想 与 商 环 ( 差 环 ) 


在 第 二 章 讨论 群 的 理论 时 ， 看 到 正规 子 群 有 着 特 殊 的 作 
用 .相当 于 群 的 正规 子 群 ， 在 环 的 子 环 中 有 一 类 转 殊 的 子 环 
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一 一 理想 ， 通 过 它 可 以 去 掌握 环 的 构造 ， 

定义 ] 环 尺 的 子 环 NN 如 果 满 足 条 尾 ， 

C1 YrER,， aEN， 一 raEN， 则 称 N 为 RR 的 左 理 
想 ， 

C2) YrER，aEN， 一 >arEN， 则 称 N 为 RR 的 右 理 
想 ， 

特别 地 ， 当 NN 既是 RR 的 守 理 粗 又 是 尺 右 理想 时 ， 则 NN 叫 收 
RR 的 双边 理想 ， 简 称 为 尺 的 理想 ， 

显然 ， 当 民 是 交换 环 时 ， 左 理想 、 尖 理想、 双边 理想 三 考 
是 一 致 的 . 

命题 1 环 尺 的 非 裤子 集 N 是 尺 的 害 ( 右 》 理 想 ， 必 要 而 
且 只 要 

(C1) Ya, PEN=—> qg- bitR; 

(2) YactN, reERs> rator) EN, 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 。 下 商 证 明 充 分 性 ， 

由 《1》 和 (2》 可 知 N 是 及 的 子 环 ， 再 由 (2)》 即 知 N 
是 及 的 左 《〈 右 ) 理想 ,证 完 ， 

例 1 环 尺 药 平 扩 子 环 40 和 只 部 是 民 的 理想 ， 称 它们 为 
环 尺 的 平 几 (当然 ) 理想， 

例 2 整数 环 Z 的 子 集 

N = {m 的 一 切 售 数 } 

是 Z 的 理想 ， 

例 3 FFx] 是 数 域 F 上 的 多 项 式 环 

N= {f(x) EFCxI|f(1) =0} 

是 FFx3 的 理想 。 

解 ” 因 FCx] 是 交换 环 ， 所 以 只 证 六 满足 堪 理 想 的 条 忻 期 
本。 显然，N 非 空 ，Y 了 (xX)，g (Xx) EN， 财 11) =0，g(I) = 0。 
令 了 (X22) 一 8(X) =htx)， 由 多 项 式 值 的 性 质 有 (1) = 1(1) - 
ELD 0-0=-0=> 1x) 一 EN 

YX) EN, rx) EFCXI, 令 F (x) f OX) = 和 Kx)。 Nk) = 
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FD fl) Fo0=0 一 OCT AN 
宪 是 由 命题 1 ，N 是 FEx] 的 左 理想 ， 从 而 六 是 FFrx] 的 理 
例 4 设 RR 蚌 有 1 的 环 ， 1，a23，…，a+ER。 令 
N= {XI + X22 + + xda.| x, CR 

则 六 是 只 的 堪 理想 而 且 是 售 a，az，…'，a4, 的 ER 的 最 小 左 
理想 ， 意 即 ， 共 工 为 尺 的 左 理想 而 且 每 个 a; 都 古 工 中 ， 则 工 生 
N. 

述 形式 的 无理 租 计 则 刁 虹 的 由 a1/，g2，…';a; 所 生成 的 左 
理想 . 

解 最 然 ， 交 二 中 而 垦 YWx=Xar+t MX202 十 下 +Xotn ， 
= y+ ya N, reR. 

KX— Y= (XA Nad2 tr Xo — Cd + Yaqs t+ ++ yran) 

~ (Xi YODA (Xa Yd T+ Xr Om Yn) dr 
而 x, 一 y, RR， 所 以 x-yEN. 
PRX= FR 十 X202 XO) 
三 (XA) FOX) + ro +t PX) 
= (XD + (TX A + + (fx), 
丽 rx, 人 ER， 其 以, rx EN. 
于 是 由 命题 1 知 NN 是 尺 的 左 理想 。 因 为 R 有 1， 故 有 
a = 0 +Oa +lira, +Oa,,, + + Oa, 
所 Ba, EN. 

其 次 说 明 六 的 最 小 性 。 

若 工 是 民 的 堪 理想 ， 且 ai，u，…，avE 工 。 于 是 冉 左 理想 
的 定 迷 ，WX XI RR 攻 人 有 有 xia，xaaz ,Xd CCL, 
进一步 ， 鸯 左 理想 是 子 环 ， 故 有 

KI + XI + t+ Xd1EL 

工 述 事实 说 明 ， 工 包含 N 中 的 所 有 元 ， 即 LN， 

例 5 存 FF 为 域 ， 则 FF 的 理想 只 能 古 {0} 或 F， 

解 没 N 和 N 是 F 的 理想 ， 如 时 N 三 {0}， 则 在 NN 中 这 少 有 a 六 
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0。 周 为 F 为 域 ， 放 有 a :EF， 
因为 FF 的 理想 ， 加 取 a EF.aEN， 必 有 a 'a=1EN. 
而 对 于 FF 中 任意 元 x，x=X*1EN。 有 所以，N=F， 由 此 拍 却 ， 
域 F 的 理想 只 能 是 10} 或 F， 
下 面 对 任 意 环 尺 给 出 一 种 构造 理想 的 方法 。 令 民 为 环 ， 
Qt 民 , 
N= {X01 +t Xays + + + x ay + Xa+ay thnalx;, Yi Xs 
yER，n 为 任意 整数 } 
则 NN 是 尺 的 理想 .事实 上 ，N 寺 和， 而 且 对 于 六 中 任意 二 元 
XIOVL + + XY + E+ ay+ na ay + 
+xay, +x oatay +n’'a 
来 说 
(Kav +t XY + Xa tay+no) — xay, 
+ 十 党 Gy taa’ tay + RA = Xa + 
+ Xay, + CC—X) 9 + + (Xi)ay, + (x— 
x ataty~ y+ mH~-n IAaEN 
TO 十 XY, + xa tay+ na) 
= (FX AY t+ (rx a + (XIGt ray +r na) 
= (rx) ay t+ rx)ay, trayt Ctrx) + nrjaEN 
所 以 ，N 是 尺 的 理想 ， 
按 上 述 方 式 所 得 至 的 理想 六 叫做 由 4 生成 药 主 理想 ， 记 
作 ;，〈a)。 容 易 看 出 ，(a ) 是 环 丸 的 含 e 的 最 小 理想 . 特别 
地 ， 若 民 是 有 1 的 环 时 ， 则 
(0D) = {Xt x yy, ER} 
当 尺 是 有 1 的 交换 环 时 ， 则 由 4 所 生成 的 主 理 想 (0)= 
iralr ER}, 
对 性 意 环 尺 来 说 ， 可 将 构造 主 理想 的 方法 推广 ， 给 出 由 环 
民 的 有 个 元 ，q1，42，***，4qn， 攀 造 一 个 环 RR 的 售 ; 82，…， 
4 的 最 小 理想 。 令 
N={S1t S++ Sls, ECE (a), i=1, 2 
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其 中 {a,) 是 民 的 由 a, 所 生成 的 主 理想 。 则 NN 是 民 的 会 9， 
…，4 的 最 小 理想 . 

事实 上 ，N ss 和 而 且 wYa a’ EN 

OG=81+82+ +S A =8 HS EC) 

因 汶 ，51 一 3; EE (a), i=1,2y Hy FS SFrE (gq,), 
VreR, i=1, 2, ,#1 所 以 

da = (8 — 8) + 82 8) t+ (gS) EN 

让 一 Ph 十 PS 十 … 十 PS 和 

dN 

因此 ，N 是 尺 的 理想 ， 至 于 NN 基 售 ,gq2,… 0: 的 最 小 理想 
是 显然 的 。 

我 们 称 六 是 尺 的 由 41 ,492，…,a'; 所 生成 的 理想 , 记 作 ; (a 
Has 0 

例 6 例 2 中 整数 环 Z 的 理想 N 是 让 理想 :N= im)， 

定义 2 如 果 整 环 尺 的 理想 都 是 主 理想 ， 则 称 民 为 主 理 搜 
坏 。 
例 7 本 节 例 3 中 FEx] 的 理想 N= {f(x) EECx]IITI) = 
0 } 是 由 x*- 1 所 生成 的 主 理想 ， 

解 ” 由 多 项 式 根 的 性 质 知 ，f7 0) = 0 寺 >x-11f(x)， 即 
fx) = (x) (x— 1), q(x) E FLx), . 

上 述 性 质 说 明 ，N 中 的 元 必 在 x -~ 1 所 生成 的 主 理想 中 ， 并 
一 方面 ， 由 x 一 1 所 生成 的 主 理想 中 的 元 部 是 形 如 ;gq (x) (x 一 1) 
=g(X)} 的 元 ， 是 然 ，g(1) = 0， 所 以 N= (x 一 1)， 

例 8 整数 环 Z 是 主 理想 环 ， 

解 首先，Z 是 整 环 ， 其 次 令 N 为 Z 的 任意 理想 ， 去 证 N 
是 主 理想 。 

若 N= {0j， 显 然 叉 是 主 理想 

兰 N 堪 {0}， 则 NN 中 一 定 有 a 二 0, 由 NN 为 理想 ， 则 aEN， 
这 时 ，4 与 ~a 中 必 有 一 基 正 数 

集 e 是 N 中 最 小 的 正 数 ， 去 证 N = (c}。 对 N 中 性 一 元 3 
122 


来 说 ， 由 带 余 除法 有 
b=ac+r, Or<e 

因为 ，b，ceEN， 所 以 r=b-9eEN. 由 r<<e 及 ec 是 NN 中 的 
最 小 正 数 ， 所 以 r=0 即 b= qc 

上 述 事实 说 明 ， 六 中 的 任 一 元 峭 在 (ec? 中 ， 故 有 NEC (ec)， 
为 一 方面 ， 由 于 cEN ， 则 根据 tc) 是 含 e 的 最 小 理想 ， 推 得 
N = 人 cy 。 

在 群 论 中 我 们 已 经 看 到 了 正规 子 群 的 作用 是 非常 重要 的 ， 
面 理想 在 环 论 中 的 作用 与 正规 子 群 在 群 论 中 的 作用 很 类 似 ， 设 
NN 是 环 尺 的 理想 。 从 群 的 角度 看 ， 上 R 是 加 群 ，N 是 卫 的 子 群 而 
县 是 及 的 正规 于 群 ， 于 是 ， 由 第 二 章 $ ?7 及 对 NN 的 商 集 R/N = 
‘XX+ NN|xE RR} 关于 陪 集 的 加 法 也 构成 一 个 加 群 , 

进一步 ， 在 R/N 中 规定 

(xX+N) YT+N) =xy+N, xX, yER 

下面 来 说 明 ， 上 述 规 定 是 R/N 的 代数 运算 。 为 此 需 证 湖 ， 
着 xtN=x +N, y+N=y +N, 则 xy+ N=x/y +N, 即 上 
述 规 定 与 代表 的 选择 无 关 。 为 此 只 须 证 xy--x'y’ EN 部 可 ， 
事实 上， 由 

二 =x +N=—S>x-x EN y+N=Yy + 一 > 
y—y EN 
所 以 有 #1， 1z 和 AN， 使 
xX-X = x=Xx’ 十 于 


y-Y =hz, My=y +n 


XJ = (X +HD CY + ha) = Xx y+ HY + Xx" H+ Nins 
因为 NN 为 理想 ， 所 以 my ，x'Rns，nm 都 在 NN 中 ， 所 以 
XY— XY = tx HR + HntEN 
综 上 所 述 ， 可 知 上 面 所 规定 的 是 RAN 药 代数 运算 ， 
定理 ”RR 为 环 ，N 是 尺 的 理想 。 则 民 对 入 的 商 集 有 R/N 关 于 
下 面 的 加 法 和 科 法 构成 环 ， 
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加 法 (+TN)T+(TN) = (x+ty) tN 

牧 法 {x+N) (y+N)=xy+N, XxX,yER, 

证 明 由 第 二 章 $ 7 已 知 {R/N，+]} 是 加 群 。 其 次 ， 

(x+N)L Cty TN (zt NI = x{tyzs + N) = X(tyr) +N 
Cx tN (y+ NN) +t NN) =: (xy + N) (zt N) 
= (XzZ+ NN 
因为 尺 的 乘法 满足 结合 律 ， 所 以 
(xX+N)CCyTN) (rt NI=Cx+tN) (y+N)ICG+N) 
即 R 的 乘法 满足 结合 律 ， 故 {R/N; ，} 是 闪 群 ， 

因为 RN 的 加 法 和 素 法 是 由 只 的 加 法 和 乘法 确定 的 ， 所 以 
仿 上 ， 根 据 尺 的 乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ， 容 易 看 出 R/N 的 乘法 
对 及 的 加 法 也 满足 分 和 瑟 律 。 综 上 所 述 ，{RAN +，*，} 是 
环 。 证 完 。 

从 上 述 证 明 中 看 出 ， 若 R 有 1 则 R/N 也 有 1， 若 尺 是 变换 
环 则 愉 /N 也 基 交 换 环 。 

定理 中 的 环 尺 / 六 叫做 尺 对 六 的 商 环 或 差 环 ， 也 有 人 称 它 
为 以 NN 为 模 的 剩余 类 环 。 

例 9 Z 基 整数 环 ，# 是 大 于 0 的 整数 ， 可知 (n) 是 Z 的 
理想 . 则 Z/G0) = {0+ n=0, 1+m=T, (nxn-1)+ 
(n)=n-1)., 

即 整数 环 Z 对 理想 N= (n) 的 商 环 是 以 + 为 模 的 剩余 类 环 
Z,. 

例 10 Zcij= {tatbila, bEZ} 是 有 1 的 交换 环 ，N = 
{2 (a+bi) ja,bEZ} 是 ZC 让 的 理想 . 求 出 Z[j 对 NN 的 商 环 ZCi3/N 
的 所 有 元 素 ， 

解 ” 因 为 对 于 任意 整数 ， 都 有 

n=29+r, Or<2 

所 以 ， 对 Z[ 门 中 任意 元 a+ 加 有 

0+bi= (Qa + 9) + (2b1+ boii = 2(0 + hi) + (gs + b2i) 
其 中 ，0 志 qz<2，0 志 bz*i2。 因此 ,ZZ [四 中 满足 条 柏 ， 
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0<<a22, 0 志 bs< 之 2 的 数 ,az+ byi 所 在 的 障 集 邑 为 ZCiD/N 的 所 有 
元 .而 Zri3 中 满足 上 述 条 柏 的 数 只 有 下 列 四 个 : 0 ,1 ,i,1 +i, 
所 以 ， 

ZOD/N={0+N,1 +N,i+N, (+i +N} 


习 题 
1 验证 :N= 以 2910 有 ar， ea ERI 是 环 R 上 的 二 阶 全 阵 环 M2((R) 
的 左 理想 ，N， =- 认 和 ， 15:，bs ER| 是 Ma(R) 的 右 理想 ， 但 都 不 是 双 
2 设 ! 和 了 为 环 及 的 〈 左 、 友 、 有 双边 》 理想 ， 刚 T+J = {t+ 计 
KE VE 是 民 的 【在 、 右 、 双 边 ) 理想 ， 
3 设 呈 为 整 环 ，6 二 | 民 , 斌 给 量 (9} = 上 D) 的 条 和 件 ， 
4 设 N 和 N= fn(tatbiy Ta+BiEZrD，F 为 精 于 1 的 吾 数 ， 试 确定 
ZLi/AN 的 元 的 个 获 。 《此 处 承认 次 是 2[ 癌 的 理想 ) ， 
5 FF[X] 是 数 域 下 上 的 多 项 式 环 ，(x? 一 1) 是 FLx) 的 由 x? -1 所 生 
成 的 主 还 想 ， 指 出 FCxDI7(X? 一 1) 不 是 整 环 . 
6 证 明 站 数 环 2 的 由 4 和 3 所 牛 成 的 理想 (4，9) = (1)，。 
7 证 明 数 域 下 上 的 多 项 式 坏 FIx] 的 理想 ，(2，Yx) 是 主 理 想 。 
3 证 明 ， 《125 若 六 是 环 民 的 堪 理想 ， 则 
A={xERxn=0, vneN} 
是 及 的 亚 想 ， 时 巩 训 在 及 中 的 左 零 化 子 : 
《2) 若 六 是 环 及 的 右 昔 想 ， 则 
B=1iy ER ny=0, vihieN} 
蚌 上 民 的 理想 ， 叫 做 NN 在 民 中 的 右 零 化 子 ， 


3 6 环 的 同 态 与 同 态 基本 定理 


相当 于 群 与 其 每 一 商 群 间 的 关系 ， 环 情 与 其 每 一 商 环 R/N 

间 也 有 着 类 似 的 结果 。 本 节 将 给 出 环 尺 与 其 商 环 以 及 民 的 同 态 
象 与 尽 的 商 环 间 的 关系 . 在 第 - 章 介绍 了 有 两 个 代数 运算 的 代 
数 体 系 的 同 态 与 问 构 的 概念 ， 当 然 这 两 个 概念 可 以 适用 于 环 ， 
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下 面 青 重新 明确 一 下 环 的 同 六 与 同 构 的 概念 .俊民 和 RR 
是 两 个 环 ， 如 果 中 是 及 到 民 的 满 射 ， 旦 满足 条 和 侍 
(C1) PX+Y) = Px+oy 
Co) PXY = (COX) (OP, VX, ytR 
时 ， 叫做 尺 到 及 的 满 同 态 ! 如 果 对 环 尺 和 R” 存在 RR 到 R' 的 
满 同 态 了 时 ， 则 说 R 与 R' 同 态 ， 记 和 作 : 及 一 及 ， 或 展 单 及 ， 
当 满 网 态 P 又 是 单 射 时 ， 则 称 y¥ 为 RR 到 RR” 的 同 构 映 射 ， 
这 时 就 说 RR 与 R' 同 松 ， 记 作 ; RR 衬 R'， 
关于 环 的 同 态 也 有 相当 于 群 的 同 态 的 一 些 续 果 。 设 及 是 一 
个 环 ，{RR 外， 台 j 是 有 两 个 代数 运算 的 代数 体系 ， 册 第 一 
章 $ 5 和 第 二 章 § 3 有 : 
命题 1 若 存 在 环 R 到 R’ 的 满 同 态 m， 则 R’ 也 是 环 。 
命题 2 车 环 尺 与 环 RR' 间 态 ，R 光 R/， 则 
(1) 上 R 的 霉 元 的 象 Pp (0) 是 民 的 零 元 ; 
《2) 环 尺 中 元 6 的 负 元 -a 的 象 %(-a) 是 4 的 象 的 负 
元 ， 妈 
人 (一 = 一 由 人 9) 
《3) 车 玉 是 并 换 环 则 RR' 也 是 交换 环 ; 
(4) 若 RR 有 1， 则 wm (DD) 是 R' 的 单位 元 ， 
命题 35” 若 环 上 玉 与 环 R' 同 构 ， 则 
只 是 整 环 ( 除 环 、 域 】 所 会 R: 是 整 环 ( 除 环 、 域 ) 
上 述 三 个 命题 的 证 明 作 为 练习 ， 
若 多 是 环 尺 到 及 的 满 同 态 ， 环 RR' 中 的 零 元 在 单 之 下 的 完 
全 原 彰 义 叫 做 名 的 核 ， 记 作 ， N= Kerp， 
命题 4 环 及 到 环 R” 的 任 一 满 同 态 ?的 核 都 是 RR 的 理 
要， 
证 明 显然 ，Ker@ 下 $8，YXx，yEKerp， 则 由 同 态 核 的 定 
Px) =0, pty) = 0， 耐 
PX— =X) rx) -py) =0-0=0 
POX) = PX = 0=0 
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PF) = mIPHI) = 0 =0, YreR 
所 以 ， 由 核 的 定义 有 x 一 y，rx，xr Kerp, 上 述说 明 Kerqg 
是 RR 的 理想 . 
命题 5 车 由 是 环 民 到 环 有 的 满 同 态 ， 而 Kerp = {0}， 赐 
Pp 是 同 构 映射 . - 
证 明 ”只 须 证 明 是 单身 即 可 ， 
VX YCR, 若 P (xX) = ， 则 有 pty) =0, 国光 
是 同 态 由 躬 ， 所 以 有 
PX — Py) = mx~ y=0 
于 是 由 核 的 定义 推 得 x~yEKerp， 而 Kerp={0},， 所 以 
x-3%=0 即 xx=?， 上 述 事 实说 明 ， 者 x 空 ? 必 有 四 (X) 让 9 3) ， 
即 9 兹 单 射 ， 从 而 证 得 mw 是 同 构 上 映射 ， 证 完 ， 
定理 1 ”{ 环 的 同 态 基本 定理 ) 
(1) 设 N 为 环 尺 的 任 一 理想 ， 则 RER/N,， 且 Kerg = 
N: 
《2 ) 车 环 及 与 R' 同 恋 ， RR’，N= Kerg， 则 R/N 空 
R’, 
证 明 ”此 定理 的 证 骨 与 群 的 同 态 基 本 定 理 的 证 明 完 全 类 
代 ， (1) 的 证 明 作 为 练习 。 下 面 证 明 《2 ) ， 
出 命题 4 知 N = Kerp 是 及 的 理想 ， 再 由 8 5 语 知 RAY 有意 
义 ， 规定 R 的 商 环 R/ N 到 及 ' 的 “对 射 ” 如 下 |; 
Pi RN > g(x), VXER 
下 面 指出 8 是 R/N 到 R' 的 映射. 
由 于 R/N 中 的 元 x+N 和 x +N 在 xx-% EN 时 有 x+N= 
x’ 二 入， 而 上 面 所 规定 的 是 根据 R/N 的 元 x +N 的 品 浇 铂 定 
其 象 的 ， 所 以 说 明和 是 映 庙 ， 需 要 指出 ， 若 xTN=%: +N, 必 
有 gq (Xx) = px ), 
事实 上 ， 着 x+N=% +N， 则 x 一 x/* EN,. 因 为 , N = Kerg， 
Pptx— x ) =0, 哉 (x) = g(x’), 
内 上 述 可 知 9 是 贾 射 。 显 然 $ 是 满 射 , 下 面 指出 名 是 单 
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射 。Y x+N, y+NER/N, 车 (x+N) = 和 (7+N) ， 出 
出 下 的 定义 ，P (XN) =pOoo0 ， (y+N) = 四 ( 念 ， 所 以 有 : 
PXY = py) ,ox) ~ pp) = 人 0 而 px 六 = 站 0) -p= 0 
所 以 x -yyEKerp= RN 因此， x +N=y+N， 
土 述 事实 说 明 四 是 单 射 ， 最 后 验证 虽 保 持 如 法 和 乘法 ， 
(1) 和 (+N) ty+N)) = mlx th +N) -px+) 
mx) tp vy 一 四 人 二) + y+N) 
(2) PlxtN) (YHN)) = YW (xy tN) = (xy) = 
PX sp PAN py+N) 
综 上 所 述 ，p 是 同 构 映射 ， 即 RR/N 守 R'。 证 完 ， 
环 的 同 态 基本 定理 与 群 的 间 态 基本 定理 完全 类 做 ， 世 具有 
着 形式 简明 ， 上 内容 深刻 的 特点 ， 对 研究 环 的 理论 有 着 非常 重要 
的 作用 。 
例 及 [x] 是 实数 域 及 上 的 多 项 式 环 。 刚 
Py fo 0), Wf) EE REX] 
是 狐 RExI 到 且 的 映射 而 且 是 满 同 态 ， 并 肝 
Rrxy/ (x) SR 
解 显然 Pp 是 RCLx2 到 及 的 映射 。 而且 对 于 8 中 任意 元 4 来 
说 ，aE RExJ， 
VD: CF 
所 以 9 是 满 射 . 
fx)，g(tx)} ERixl, 有 
pfx + ECX)Y = 0) + 8{0) = mf) + p(x)) 
PA BR) = FAO) gC0) = pAR) 
所 以 由 是 满 同 态 ， 
最 后 只 要 指出 Kerp = (xz)， 则 由 环 的 同 态 基本 定理 即 有 ; 
RCx)/ x) FR, 
因为 ,者 f x) =aox" Tar Xt txt+a, ,M0) = an， 
了 所以， 车 j(x) EKermp， 则 4(0) =0=o， 寻 9 的 核 中 的 范 ， 其 
常数 项 qo 必 为 0 ， 反 之 ,对 于 及 [xy 中 党 数 项 为 4 的 多 项 式 f(x) 
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来 说 ， 必 有 ft0y = 0, 即 R[x 中 常数 项 为 0 的 元 都 在 4 的 禄 中 ， 
综 上 所 述 ， 可 知 
Kergp = (xX) := {g(x)x [gxX) REx .所 以 ,由 环 的 间 态 基 怀 
定理 用 
Rix]/(x) RR 
山 于 Kerg = (x} 三 { 0}， 容 易 让 明 q 不 是 辐 物 映射 、 当 
然 ， 这 一 锁 论 出 可 以 由 下 的 规定 直接 看 由。 
为 了 后 面 章节 讨论 的 壳 取 ， 关 于 环 的 同 态 和 同 构 作 进一步 
的 讨论 ， 
定理 2 若 由 是 环 丰 到 环 下 的 满 同 态 ， 则 
《1)》 及 的 子 环 $ 在 中 之 下 的 象 : S = {gpx|xES) 是 RR 
的 子 环 ， 
(2) 民 的 理想 和 N 宪 之 下 的 象 :; N = {p(x) |xEN} 
是 尺 的 理想 ， 
《3) ” 民 的 子 环 5S 在 R 中 的 完全 原 象 : 
$= {xERIp(x) E 5} 是 尺 的 子 环 ; 
(4) 民 的 理想 N 在 R 中 的 完全 原 象 . 
N= {xCRIy (x) EN} 是 尺 的 理想 ， 
证 明 避让 (1》， 其 余 各 条 作为 练习 ， 
因为 S 是 民 的 子 环 非 空 ， 故 3 也 非 空 ， 
Yx，y，ES,， 往 证 x~-yES， XYES, 
因为 5 = 元 (0 1xES), 可 知 对 于 Xx，y E55， 必 有 x， 
y€58, 合 w=Xx; p(y)=y, 而 
Xp=px) -v= p(x-y) 
xX =p p(y = w(xy) 
过 六 5S 为 尺 的 子 环 ， 而 x，yYES， 所 以 x 一 y，xyES9， 
因此 ，gp x- ， pxy) E 5, Bx-y, XES,S 
是 尽 的 子 环 得 证 ， 证 完 ， 
引 理 ” 若 存 在 代数 体系 {4; + ,'} 到 集合 A’ 的 一 个 双 射 ， 
则 可 在 4 中 规定 两 个 代数 运算 加 法 由 和 夕 法 口 使 得 
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{A+ 4 5 贡品 }， 

证 明 国 为 四 是 上 到 4 的 双 射 ， 所 愉 时 x 仁太 ， 有 了 崔 一 
的 xE A， 便 gp (xX) = xx 

在 A 中 规定 “加 法 ”使 和 “乘法 ”个 如 下 

xX’ Hy = 7 =mx+ty), xt+y=7z 
x Oy = =xy), xy = &. 

其 中 ,x = = 四 (3 =a) WH = 

容易 看 出 ， 上 述 规定 是 4 的 两 个 代数 运算 而 且 中 保持 
运算 .证 完 ， 

定理 3 设 5 是 环 尺 的 子 环 ,5S 是 一 个 环 , 如 果 3? 与 S$ 没 
有 公共 元 而 且 $ 关 8 (S/ 是 $ 在 R 中 的 梓 集 ) ， 刚 存在 S 的 扩 
环 R， 使 得 R 宕 RR， 

证 明 设 5S={x;，Ys,*…), 是 5 到 5S 的 同 构 有 遇 射 . 令 
xs) = xs， 则 S ={x,，y,，…}， 并 且 用 x，y，… 表 示 
5' 中 的 元 ， 则 

R= {x Yo |x 1} 
令 

R={x:, Ys 1 |X ye) 
出 

pb: Xs xx = P(x), x 
是 尺 到 尺 的 双 射 

显然 ， 当 是 虹 到 玉 的 出 射 ， 而 且 是 满 射 ， 下 面 说 明 沙 是 单 
射 ， 

对 于 只 中 任意 两 个 不 同 元 a 和 日 来 说 ， 车 a;,BES， 则 #(9) 
=0(0), Yb) = pb), 

因为 vn 是 同 构 映射 ， 记 以 y (0) 二 p (6b)， 即 $a) 二 (0)， 

车 a, bES’, M$ =a, PD) = Bb， 所 以 yo) (6)， 

上 述 事 实说 明 ， 洪 a, 5 同属 于 3 或 8S0， 当 asp 上 时，a 与 
b 在 了 之 下 的 象 不 相同 ， 

如 果 a 和 上 5 分别 属 于 SS 和 S' (或 3 和 5S)， 由 沙 的 规定 , 则 
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它们 的 象 也 分 划 属 于 3 和 37 (或 5' 和 5) . 但 是 ，S 和 8S7 没 
有 公共 元 ， 所 以 在 节 之 下 上 与 避 的 象 必 不 相同 即 妆 是 单 射 ， 
综合 上 述 ， 风 是 双 射 ， 于 是 ， 由 引 理 可 在 丸 中 规定 加 法 和 
乘法 (这 两 个 运算 按 引 理 中 那样 去 定义 ) 使 RR， 
最 后 说 明 ，5S 是 RR 移 子 环 ， 即 RR 是 5 的 扩 环 ， 
由 RR 的 具体 作法 知 R 二 5， 下 边 说 明 5S 关 于 R 的 运算 是 RR 
的 于 环 . 
已 知 S 是 环 ， 所 以 要 说 明 S 是 尺 的 子 环 ， 只 氏 说 明 虹 的 加 
法 和 污 法 与 5 原来 已 有 的 加 法 和 乘法 ， 对 5 的 作用 是 相同 的 基 
可 。 
假定 用 使 入 分 别 浴 示 忆 的 加 法 和 潜 法 ， 用 + 和 ， 分别 表 
示 $ 的 加 法 和 乘法 ， 因 为 S 兰 8$， 所 以 ，S 的 加 法 和 乘法 我 们 
也 用 + 和“。 云 表示 ， 
vYxs、 yeS， 则 由 8 中 元 素 与 S 中 光 素 的 关系 ， 有 
xy = Xs), ys = py), Xs Ps ES 
这 时 ， 有 
Xs + ys = p(X:) + yD) = mx: + Ys) 
Xsrys = xX) (Ys) 一 站 (sy 
要 注意 ， (1) 式 右 端 的 + 和 。 是 SS 的 加 法 和 乘法 ， 
其 次 ， 对 于 及 的 加 法 和 乘法 来 说 ， 按 引 理 证 明 中 的 规定 
为 ; YX， ER, 
XDY = PD) = x+ ») 
XOVF = OF =¥(xy) 
其 中 X=) YY 二 ，X，yER, 
但 是 ， 对 于 同 构 映射 光 来 说 ， 由 上 面 的 规定 
PKs = YXs ES 


(1) 


又 因 

Wi Ye ES TY yi ES 
所 以 

xs DYs 三 翅 (xs) 引力 (7 ) 二 仙人 ss + yy 
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= PD +) 
x Dps = px) DOP) = p(X. *y,) 
= PXs ye) 
由 《1) 式 与 (2》 式 可 以 看 小 ， 民 的 加 法 和 策 法 对 5 的 
作用 与 5 原来 的 加 法 和 飞 法 对 5S 的 作用 是 相同 的 ， 所 以 ,由 
{S} +，， } 是 环 得 知 { 5 ; 中 ， G} 是 5R ;由 ,全 } 的 子 环 ， 证 


2 
Jn 


(2) 


习 莫 
证 测 本 节 命 题 1，2，3。 
证 明定 理 2t2) 一 (4)。 
证 明 ，0+bir 一 0 一 如 是 复数 域 忆 的 自 周 构 ， 
ZA oI= {tb 10, bi 
ZI 3I= {tb sla, beZ) 
是 实 数 城 是 的 两 个 子 环 。 证 明 ，ZCv 2 J] 与 ZL 53] 不 间 构 ， 
5 没 单 县 环 有 到 环 及 "的 同 态 映射 ， 王 是 及 的 理想 ， 了 基 开 在 民 中 
的 宫 全 原 象 。 证 明 ， 
R/SR’/I 
#6 上 民 是 实数 域 ，q ER 民 . 证 明 ，RXJ/AX -en 之 RR， 此 处 (x 站 是 
及 [Xj 的 由 x -8 所 生 碟 的 宇 理 起 ， 
7 “如 是 有 尾数 域 ， 水 @[ 1) = {9+biia,b《Q@} 的 所 有 有 自 同 构 . 
8 设 sS 是 环 有 共 的 子 评 ， 于 是 环 及 的 理想 证 明 ， 
C1 St+ti= {s+0|ls Ed 是 有 民 的 了 了 环 ,而 且 了 是 5+1 的 再 四， 
(2) 3 门 1= 扩 ERixESHXE 于 是 宇 的 理想 ; 
C8) (SS+TATE SASD 站 1 。 


Fe 9 
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$7 极 大 理想 与 素 理 想 


本 节 进 一 步 研 究 两 类 转 殊 理想 ， 由 此 给 出 由 -个 交换 环 得 
到 域 的 方法 。 

定义 1 设 N( 半 RR) 是 尺 的 理想 ， 如 果 除 RR 和 NN 本 身 外 ， 
没有 包含 NN 的 还 想 时 ， 即 营运 想 J 坟 N， 则 J= RR， 则 称 N 为 RR 
的 极 大 理想 ， 

例 1 当 p 了 是 素数 时 ， 册 (p} 是 整数 环 Z 的 极 大 理想 . 

解 ” 央 之 是 主 理想 环 ， 所 以 Z 的 任 一 理想 都 是 主 理想 ， 车 
(90 一 (1p)， 则 有 P= mmg, 因 了 为 素数 ， 故 有 凡 = 土 p 或 +1， 著 
m= 二， 赠与 { 妨 己 tm) 承 秆 ,所 以 m= 土 1， 由 此 证 得 (mm) = 
Z， 即 (p) 是 训 数 环 Z 的 极 大 理想 ， 

定理 1 设 RR 为 有 1 的 交换 环 . 则 R/N 是 域 志 > N 皇 RR 
的 极 大 理想 ， 

证 明 必要 屁 。 设 R/N 是 域 ， 去 证 和 N 汶 了 的 极 大 理想 ， 

如 果 了 是 只 的 理想 ， 且 JI2>N 时 ， 则 出 环 的 同 态 基 本 定理 
RR/N， 这 时 ， 由 $6 定理 2 可知， 在 Pp 之 下 尺 的 理想 J 的 


象 了 是 R/AN 的 理想 。 因 为 J 二 N， 所 以 有 aEJ， 但 eaEN ， 因 此 
可 负 了 是 民 = R/N 的 非 零 理 想 ， 但 是 由 8 5 例 5 知 域 只 有 两 个 
理想 ，{0} 和 它 本 身 ， 所 以 了 = R， 

下 面 证 明 7 = 民 。 程 T 亏 民 ， 册 必 有 6ER 而 6EJ 。 进 一 步 
可 知 a+ NE 了。 否则 ， 若 ae-NEJT， 则 有 bcEJ， 使 w+N 
=hb+RN 从 而 有 a-bpEN， 帮 月 naEN 全 ao-b=nr， 即 @= 严 +z 
闻 JN,， REN,， bEJ 故 9=n+bEJ， 与 aEJ 相 了 矛盾 ， 综 合 
上 述 可 知 ，T= R， 即 六 是 及 的 极 大 理想 . 

充分 性 。 设 NN 为 有 1 的 交换 环 及 的 极 大 理想 ， 往 证 R/N 
是 域 ， 由 同 态 基本 定理 ，R~R/N， 而 R 是 有 1 的 交 换 环 ， 改 
由》 5 党 题 2 可 知 RAN 也是 有 1 的 交 挽 环 ， 当 入 为 六 的 极 大 
理想 时 ， 向 由 定义 可 知 N 专 及， 从 疝 R/N 志 {0) ， 为 了 说 明 
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R/N 是 域 ， 只 需 证 明 ，Y a ( 夺 0) ERAR 帮 有 道 元 即 可 ， 
考虑 尺 /N 的 主 理想 ，(CQ) = A。 因 为 4 夺 0， 所 以 (0a) 
是 R/N 的 非 零 理想, 令 A 在 RA/N 中 的 全 体 原 象 为 4， 
(RNR/AN) ， 则 由 3 6 定理 2 可 知 4 是 民 的 理想 。 由 同 态 基 
本 定理 知 kerv=N， 即 YnEN, vtn) = 0， 而 4A 是 RAN 的 理 
想 ， 所 以 
六 过 
车 及 =N， 则 及 = {0} 与 4 = (0a) 不 是 零 理 想 相 了 矛盾， 所 
以 A 二 NN， 而 王 设 NN 为 RR 的 极 大 理想 ， 疡 以 必 有 
= 更 
从 而 有 (8) =Y(4) =v({R) =RAN， 和 于 是 对 RAN 中 任 一 元 
yy 都 可 写 为 : >= Xa，XERIN, 特别 地 ， 对 R/N 的 单位 
元 1 来 说 ， 有 r ER/N 使 
ra=!1 
上 式 说 明 ，r 是 4 在 R/N 中 的 逆 元 ， 故 R/N 是 域 ， 证 完 。 
例 2 应 用 定理 1 证明 本 节 枫 1，。 
证 明 因为 Z 是 有 的 交换 环 ， 所 以 内 要 能 指出 Zi 是 
域 ， 刚 由 定理 1 即 可 印 《Pp) 是 之 的 极 太 理想 ， 
因为 ，Z ,={0，1，2，…，p-T) 是 有 1 的 交换 环 ， 
而 且 对 于 a (3 0) CZ,， 则 (a，p) = 1。 所 以 ， 由 整数 的 性 质 
梧 知 ， 有 uw，vEZ 使 
unui pv= 1 
从 而 有 
au+ pv= 1, au+py= 1 
因为 py= pv = 0， 所 以 有 : ou= at=T， 即 6 在 之 ， 
中 有 道 元 。 故 Z ,= Z (p) 是 域 ， 于 是 由 定理 1 可知 (p) 是 2 的 极 
类 理想 . 
下 面 再 介绍 另 一 个 重要 的 理想 ， 在 本 章 8 10 可 以 看 到 它 的 
作用 ， 
定义 2 若 N 为 变换 环 尺 的 理想 ， 如 果 YWa,bER, abEN 
1 


=->0EN 人 或 bEN 时 ， 则 称 六 为 尺 的 素 理 想 。 

显然 ， 交 换 环 民 本 身 作 为 理想 是 及 的 素 理想 容易 看 出 ， 
若 零 理想 是 交换 环 民 的 素 理想 时 ， 则 有 没有 真 零 因子 ， 上 扩 之 大 
交换 环 尺 没 有 真 零 因子 ， 则 零 理想 是 尺 的 素 理 想 . 

定理 ? 是 交换 环 及 的 理想 。R/N 没 有 真 堆 因子 <> 人 
是 只 的 索 理 想 ， 

证 明 若 RAN 没 有 真 零 因 子 时 , 则 由 上 述 可 知 {0 } 是 RAN 
的 素 理想 ， 于是， Ye， bER， 荐 abEN，,， 则 ab=ab= 
0， 而 { 0 } 是 素 理想 ， 所 以 ， 或 ee -- 0， 或 5 = 0 ， 即 或 a€ 
NN 或 bEN， 有 所 以 N 是 尺 的 素 理 想 ， 

反之 ， 若 扩 是 六 的 素 理 想 ， 如 果 a b = 0， 叶 b= 0 ， 从 
而 有 apE N。 由 六 是 素 理想 ， 故 有 或 aeE N， 或 bEN， 即 或 @ 
= 0， 或 上 = 0。 因 此 ，R/N 没 有 真 零 因子 ， 证 完 ， 

推论 在 有 1 的 交换 环 及 中 ， 极 大 理想 六 是 素 理 想 ， 

证 明 ”出 定理 1 ， 当 为 及 的 极 大 理想 时 ， 则 RAY 是 域 ， 
从 而 R/N 没 有 真 零 因子 ， 青 由 定理 2 可 条 六 是 及 的 素 理 想 。 

限于 篇 粮 ， 对 极 大 理想 和 素 埋 粗 愉 介绍 上 述 两 个 主 费 结 
架 ， 

习 题 

1 《20 是 不 是 有 理 数 城 上 的 多 项 式 环岛 [2 的 报 大 理想 ? 

2 对 整 环 ZJ]= {0+ 肝 |a，b 区} 来 说 ，(1+ 让 是 不 是 EC 3] 的 
报 大 理想 ? 

3 了 为 素数 ，(p”) 基 不 是 整数 环 Z 的 素 理 想 ? 

4 了 呈 是 素数 ，RR 是 偶数 环 ，(2p) 臣 不 是 及 的 极 大 理想 ? 

5 XI = {EE 为 非 衣 加 


数 } 是 有 理 数 域 上 的 多 项 式 环 息 [x] 的 子 环 . 证明，2Z[x] 的 理想 (x) 是 案 
理想 ， 


6 已 知 | Si = {££ Qlo, PEZ， 了 村 b} Cp 是 素数 ) 是 整 环 ,证 明 ， 


《DP》 是 33 的 棋 太 理想 而 且 是 素 理 想 ， 
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7 诈 久 是 R 的 理 刀 ，N' 司 在 RR 中 的 社 集 ,让 昌 ，NN 基 有 的 索 埋 
想 料 要 而 且 只 要 N ' 尖 于 民 的 乘法 是 半 群 ， 
8 证 县， 季 记 各) 只 有 于 所 《当然 )》 理想 ， 亿 不是 除 环 。 


8 商 域 


上 节 定 理 1 给 出 了 -- 个 出 已 知 有 :+ 的 交换 环 构造 域 的 方 
法 ， 本 节 将 给 册 由 一 个 整 环 构造 域 的 方法 。 

我 们 知道 ， 除 环 的 任意 子 环 孝 没有 真 零 因 子 ， 那 么 每 一 个 
没有 点 等 因子 的 环 能 否 晓 入 一 个 除 环 ? 这 血 话 的 含意 是 ， 绽 定 
一 个 设 有 真 零 因子 的 环 S， 存 在 不 在 在 S 到 某 一 除 环卫 里 的 -= 
个 单 同 态 映射 ? 如 果 存 在 5 到 某 一 除 环 忆 里 的 一 个 单 同 访 映 
射 ， 那 么 5S 将 同 构 于 也 的 子 环 S， 于 是 5S 与 S$ 即 可 看 作 吓 一 样 
的 ， 共 而 可 把 8 看 作 除 环 忆 的 一 个 子 环 ， 

这 个 问题 在 相当 -- 段 时 期 没有 解决 ， 直 到 1936 年 马尔 采 夫 
(入 ， 责 ，MarEIea) 给 册 了 一 个 不 能 嵌入 一 个 除 环 的 非 交换 无 
真 零 因 子 的 环 的 例子 ， 这 个 问题 才 得 到 否定 的 回答 ， 

但 是 尘 于 答 个 没有 真 零 因子 的 交换 环 来 涪 ， 却 能 作 到 这 一 
态 ， 妈 ， 每 个 没有 真 零 因子 的 交换 环 都 能 嵌入 到 一 个 域 中 ， 本 
将 给 出 这 个 结果 。 解 决 这 一 问题 所 用 到 的 方法 ， 褒 好 是 由 整 
数 环 询 造 有 理 数 域 的 方法 

定理 1 ”任意 没有 真人 玲 因 子 的 安 换 环 S$ 都 能 谋 入 到 一 个 域 
中 . 

在 证 明定 理 上 之 前 ， 先 研究 一 下 一 个 域 筷 的 子 环 $ 和 由 3 
岂 生 成 的 “KK 的 〉 子 城 F 之 间 的 关系 

为 此 ， 先 考察 一 下 由 人 所 生成 的 域 F 中 元 的 形式 ， 显然 ， 
Ye bt 寺 0) ES， 则 ab 7 ' EF。 由 此 可 殉 ， 下 有 至少 必 须 包 含 一 
切 形 如 ab ! 的 元 素 ，Ya，b( 二 0) ES， 事实 上 ， 下 恰 是 一 切 这 
样 元 素 所 构成 的 ， 

这 是 因为 ，YWa,，b( 志 中， c,d( 和 0) C5， 
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的 -Ted :acbpIdT = (ad tr be)b 6 
=: (ad + hey bd) 

0=0b !, - tab’ ‘y= Cab 

ap (ca IT =ach 'd = (ac} (hd) ~! 

]=aa ', (tab ') 7 '=ba ', ‘a0 

上 刚 各 式 表 上 明 ， 形 如 ab :这样 的 元 素 之 和 、 积 、 零 元 、 负 
元 、 单 位 元 、 道 元 等 出 是 形 如 ab”' 这 种 形 的 元 素 。 有 所 以 ， 城 下 
的 子 集 {ap ”|1a，pEGS，hb 专 0} 是 天 的 子 域 ，《〈 庶 该 注意 到 ， 此 
处 用 到 了 乘法 的 交换 竹 ) 。 

娘 一 方面 ，5S 中 的 元 4 都 可 写 为 : a=at ' ， 所 以 5 被 下 
的 子 正 {ab™!|a，bES，b 寺 0} 包含 。 因 为 由 5 所 生成 的 域 F 没 
有 包含 S 的 真子 域 ， 所 以 了 F:- {ab 'le, bES, pe0}, 

还 须 说 明 的 是 ， 出 S$ 所 生成 的 子 域 中 的 元 ， 当 且 仅 当 ad = 
bc 时 ，ab '=cd '。 这 是 因为 ， 阁 ab '= cd '， 则 用 bd 乘 它们 
两 边 ， 即 有 

Ga = be 

友之， 车 虽 @=be 时， 则 用 如 ' 矿 ! 乘 它们 的 两 边 ， 邑 有 

qb =ed 

下 面 来 证 明定 理 1。 若 S$ 只 会 零 元 ， 则 定理 1 显 航 成 立 。 
车 5S 寺 {0}， 这 时 5 的 非 零 元 的 集合 S$ 反目 考虑 5 与 5 的 馆 卡 
尔 积 

Sx S={(aDlaEs, pE 8} 

在 Sx S 中 规定 一 个 关系 “一 ? 

(a DD ~ te, 0) >ad= be 

下 面 指 出 关系 “~” 是 等 价 关系 . 

C1》 因为 ab=ba 所 以 (a, Dy~(ta, 只; 

2) 若 (q， 如 ~ (ec， 四 则 ad=bc, 于 是 有 cb=do,; 记 以 有 
(es DD ta, bs 

C3) 车 {a, 让 ~ OD, (DD~(e, f) 

册 有 ad = bc，cf = de， 于 是 有 


4337 


odf = pef = bie 
因为 4<0， 且 3 是 没有 真 零 因子 的 交换 环 ， 所 以 由 aaf = 
bde 可 消去 4 ， 得 到 aj = he， 于 是 有 
tas by te, 1) 
综合 上 述 ， 得 知 “ 一 ”是 等 价 关系 。 


现在 令 二 表示 (ab 由 “~” 所 确定 的 类 ， 并 把 它 叫做 分 式 
(高 )， 由 关系 #~? 可 央 


=- ad be 


SF= {| acS,bE S } 是 Sx S 由 等 价 关系 “一 ”所 确定 的 
高 集 ， 在 下 中 规定 “加 法 ”和 “乘法 ” 


鼎 
re -a+be 


a 


b dad ba 
Ge_ac 
ba ba 


下 面 验证 上 述 规定 都 是 F 的 代数 运算 ， 因 为 8 中 没有 真 零 
因子 ， 砚 由 bdE SS， 即 bp 关 0，d<s0， 扒 出 碍 六 0， 即 bdE 


ad+bc ac _ 
SS, 因此 一 一 ， pi 都 是 中 的 元 ， 


其 次 说 明 ， 上 述 规定 与 类 的 代表 选择 无 关 。 基 全 = 与 ， 


ec" fae adt+bhe 人 十 本 ce 
和 往 证 ， 一 -十 _ 即 一 BC _ be _ 和- 和 = 


一 -一 -~- rm. 


“a b d b b’? bd pd’ pb 


a 


如 
pb pr < 则 有 有 
ab’ =a'b, cd =ce'd 


因为 
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{mi + poe)b’ da’ = ab’ Ydd’ + bb’ (ed’) 
= (a’ bdad’ + bb’' te’d) 
= (gd +b’'ec’) bd 
(acyb’d’ = {ab’) (ed’) =a'be’d= (ac yp 


所 以 有 
ad+be wad’+rb’ec c ac_a'c’” 
bd bd ?pd pd 
上 述说 了 明 ， 上 述 规 定 与 类 的 代表 的 选择 无 关 ， 所 以 是 FF 的 
代数 运算 。 
下 面 验证 代数 体系 {FfF; + ，',} 是 域 . 
© ,uu 
(C1) Tita gtp! 
f CC eg .cfde_ adft+tbef+bde 
(2) + 二 p di bdf “7 
(2 + + 
p da f ba paf 
CC -BC 
(3) Tta -pa a 
姓 一 和 0 
(4) p 二 一 


综 台 (1)~-( 4) 可 和 扼 {Fi +} 是 加 群 ， 
加 样 可 以 验证 ，F 的 科 法 满足 交换 律 和 结合 律 ， 乘 法 对 加 


法 的 分 配 律 ， 户 是 单位 元 ，2 ~ 的 逆 元 是 了 所 以 {F; + ， 呈 是 
域 ， 令 
= {外 EF 1 为 5 中 国定 元 acS] 


出 
ap 
p 


是 5 到 5S 的 双 射 。 俐 上 且 


vy a 
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(ata)b_ ob+oab ob, ab 


十 各 ) = 三 -一 十 
viata) b pb bp bb 
=p(a) 二 有 人 
:、__aapb _ aab: ab,a’'b 
站 人 aG ) = =- = 了 
= a") 


所 以 S$s 关 8， 平 二 由 本 章 8 6 定理 3， 存 在 一 个 包含 5 的 域 
名 ， 证 完 ， 

在 上 面 的 证 明 中 ， 我 们 看 到 ， 域 名 与 环 5 的 关 氏 正 相当 于 
整数 环 与 有 理 数 域 的 关系 。 事实 上 ， 上 述 的 作法 正 是 套用 由 整 
数 环 构造 有 理 数 域 的 方法 ， 

定义 ”一 个 域名 如 果 包 含 环 S， 而 且 


_fa_ 
@-{ ab-! la, bp(E0) CS} 


则 称 允 为 5 的 商 域 《分 式 域 〉， 

由 从 理 ] 可 知 ， 任 一 没有 真 零 因 子 的 交换 环 至 少 有 一 个 商 
域 存在 。 

定理 2 若 环 丸 至 少 含 两 个 元 ， 而 下 是 含 尺 的 域 ， 则 了 必 
包含 RR 的 一 个 商 域 . 

证 明 在 F 中 


ob ! =b ‘a= (0 bER, bb) 


有 意 头 ， 则 F 的 子 集 
5= 记 | a, p(0) ER) 


悬 然 是 尺 的 商 域 。 证 完 ， 
由 于 环 尺 的 每 一 个 商 域 都 必 满 足 规则 
a_e 


= 了 dd pe 


pb 二 
a -5 C 二 ad 十 be 
p qd bd 


了 4 


人 区 He 
-一 是 mm 一， 


pd bd 
而 上 述 这 些 规则 完全 由 环 尺 的 加 法 和 鞠 法 所 决定 ， 因 此 ， 
镍 尺 的 商 域 的 构造 完全 由 R 决 定 ， 所 以 有 
定理 3 同 构 的 环 的 商 域 必 同 构 。 


习 题 
1 求 ZL i]= {a+bila,，b€2} 的 商 域 ， 
2 瑟 是 实数 域 ， 求 民 [ x*] 的 商 域 ， 
3 设 P 是 素数 . 求 S,= {5 19，b 《各 Pb} 的 商 域 ， 
4 证明， 域 记 是 它 自 身 的 商 域 ， 


$9 多 项 式 环 


以 前 我 们 所 接触 到 的 多 项 式 ， 它 的 系数 都 是 实数 和 复数 或 
更 一 般 的 是 数 域 中 的 数 ， 现 在 把 它 排 广 到 一 般 情形 ， 
设 Re 是 一 个 有 1 的 交换 环 ，RR 是 Ro 的 子 环 并 且 包 含 Ro 的 
单位 元 1 . 
定义 1 ， egR，R 中 形 如 
Fo) = go 二 e+"+ar0"，a; 亡 R，(n 是 非 负 整 数 ) 
的 元 ， 叫 做 RR 上 的 & 的 多 项 式 ，a, 叫做 多 项 式 f(0) 的 系数 ， 
下 面 来 考虑 RR 上 的 a 的 多 项 式 的 集合 
Rrae]l= {ao+oac+…+eace" ai 和 ER， 是 任意 非 负 整数 } 
通过 验算 可 知 ，R 上 的 4 的 多 项 式 的 集合 RC92 是 Ro 的 包 
会 及 和 & 的 子 环 。 
事实 上 
Vf =a0tart"+a, 
gt =bothat +h.a" ERCAY 
* 对 萌 本 节 学 习 指 导 的 补充 说 明 ， 
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车 m<<n， 则 可 将 ge) 写 为 
Bm =bothat tht" +Oa™ lh + fe 
于 是 
ja) + goa) = Cao t ho) + Car + bat e+ Co 
thaia" + (A + Oa + Ca + Oo” 
TR) BO) :: CA0 + aR + + ud hor hg te 
+ boa") 
=C0+ et tom to nd" t" 
其 中 Cr = toby + bi ， titabo= 三 bn 而 且 
-f(a =《【 一 00) 十 【一 0 人 十 ，… + (a, )a" ERLe) 
综合 上 述 ，RCaJ 是 Ro 的 子 环 ， 至 于 RCe) 包 含 & 和 尺 是 显 
然 的。 而且 容 易 看 出 尺 Coj 是 包含 R 和 a 的 Ro 的 最 小 子 环 ， 
为 叙述 方便 我 们 称 RCe) 为 RR 上 的 & 的 多 项 式 环 ， 对 于 R。 
中 的 元 素来 说 ， 当 fa) =aotqig+… +arg" 的 系数 不 全 为 0 
时 ， 有 可 能 f(a) =0， 例 如 ， 当 a =aE R 时 ， 则 取 qo =a; q1= 
-1 (1 为 Re 的 单位 元 )， 则 多 项 式 
otan=a— 人 n= 个 
定义 2 环 Ro 的 一 个 元 x ;叫做 RR 上 的 一 个 来 定 元 ,如 果 
对 于 RECxI 中 的 任 一 多 项 式 f(x) 有 : 车 fxX) = qo 十 Gix 十 :十 
dnX 二 和， 必须 go =q = … = 和 = 
本 节 主 要 讨论 未 定 元 x 的 多 项 式 ， 
据 根 定义 2 ， 及 上 的 未 定 元 x 的 多 项 式 〈 简 称 为 一 元 多 项 
式 ) 具 能 用 一 种 方法 写 为 
”加 十 胡乱 十 十 本 ”人 ,起 起) 
的 形式 (不计 系 数 是 0 的 项 ) ， 
关于 一 元 多 项 式 ， 可 以 象 数 域 上 的 多 项 式 那 样 引进 次 数 的 
概念 
定义 3 1O =ao+oxXt+…+oxryav (于 0) ERCx], 则 称 
n 为 f(x) 的 次 数 ， 记 作 ，degf(x) =n，asx" 叫做 f(x) 的 首 项 ， 
零 务 项 式 〈 即 系数 都 是 0 的 多 项 式 ) 不 定义 次 数 . 
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容易 看 出， 当 了 (x) + g(x) 关 0， 了 (Xx) g (x) 二 0 时 ， 则 

(C1) deg(tf lx) tgtx)) Emaxtdegf (x, deg gxX)) 

(C2) deg(f (Xx) g(r) Edegf tx) + degs (Xx) 

而 且 ， 当 民 是 整 环 时 ，《2) 式 的 等 号 威 立 ， 

对 于 给 定 的 有 1 的 变换 环 Ro 来 说 ， 是 否 一 定 祁 在 及 上 的 未 
定 元 xX? 于 面 来 回答 这 一 问题 。 

定理 1 车 尺 是 有 1 的 交换 环 ， 则 存在 叉 的 扩 球 Roe， 在 
Re 中 存在 RR 上 的 未 定 元 x ， 从 而 对 任意 有 1 的 交换 环 尺 来 说 ， 
存在 一 元 多 项 式 环 R[x1， 

证 明 下 面 洁 来 构造 RR 的 一 个 扩 环 了 P。 面 了 是 一 个 与 民有 
相同 的 单位 元 的 交换 环 ， 然 后 再 指出 在 P 中 存在 民 上 的 未 定 元 
区， 

1 先 构 造 R 的 扩 环 了， 

令 P =1{(a0, a qz9 pp) |a, 毛 R， 只 有 有 限 个 a; 二 0}。 
规定 ; (ao, Qi a2 17) = Coes bis bay 1) > ;=b;, 了 = 
人 0, ] ， 2 

在 卫 中 规定 加 法 和 乘法 如 下 ; 

(Hos ds 0 ) 《poypiyb2 pm) = (a0+ bos dr+ br, 
2 + bz '**) 
{ood dar ) ho biy bss) = Ceoyc1s eas'') 
其 中 ,ci = ab TCDb Te+Gib k=0, 1 2 -+ 

旺 然 ， 上 述 规定 是 的 代数 运算 .由 于 了 中 的 元 ，( qo， 
al，a2+ 和 4， 中 只 能 有 有 限 个 a, 丰 0， 所 以 ， 把 它 和 一 
元 多 项 式 

f(x) = on0 TAX+ OX +t rr 
联系 起 米 看 (假定 存在 R 上 的 未 定 苑 x) ， 上 面 对 王 所 定义 的 
如 法 和 乘法 ， 其 实 就 是 多 项 式 的 加 法 和 乘法 ， 

控 照 上 述 规定 和 环 民 的 性 质 ， 可 以 验证 

(1) PP 的 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 ; 

(2 ) 了 的 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 ， 
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(3) 了 的 乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ， 
(4) (0,0,…,0,"…) 是 己 的 如 法 醒 等 元 ， 即 零 元 
(5) (oovatyei 在 王 中 的 负 元 是 《一 00， — Hs ~ 013 
“es 
C6) (1，0，0,…) 是 已 的 单位 元 
综合 上 述 ，P 是 有 1 的 交换 环 ， 其 次 应 用 上 而 所 得 到 的 环 
PP ， 构 造 一 个 包含 环 RR 的 扩 环 ， 由 于 
(a, 0, 0, i) +b OO 0 1) = ntp, 0, OO 1) 
(G，0，0，，…) (bp, 0, 0, £77) = (ab, 0, 0, 7) 
所 以 卫 的 子 尘 
R={a, 0，0，…) JaER} 
是 P 的 子 环 ， 而且 
(gas 0, 0 … 和 7) 一 > 
是 民 到 民 的 一 个 同 构 瞎 笑 ， 央 为 RR 与 P 没 有 公共 元 ， 所 以 由 本 
章 § 6 定理 3， 用 RR 代 蔡 民 而 得 到 一 个 包含 RR 的 环 P。 这 时 PP 
也是 有 1 的 交换 环 ， 规 且 P 的 单位 元 就 是 RR 的 单位 元 . 
2 景 后 措 出 PP 包含 民 上 的 未 定 元 * ,把 P 中 网 元 ; (0,1， 
0，…) 用 xx 煮 示 
xf0，1，0，…) 
下 面 证明 x 是 RR 上 的 未 定 元 。 首 先 
X= 0, 0 1, 0, *) 
Xx DD OO OO, 1, OO 1*) 


Xx! 一 { , 个 ， 1, 0，, “ 【并 二 1, 之 3 


™ 


个 
在 下 中 若 
f(x) = qt ot+ x+ r+ ox =0, ,ER 
则 在 P 中 有 
fy 
= (0 0 =) 


1d4 


如 (any O97) + Ca 0 7) 0, 1, 0, 77) + e+ 


(ga 0, 和 人 心 ， ‘1 ) 
~ 


nn 个 
= (0, 0,……) 
(ao 0 -1) + C0, Qt Os 7} +t + £0, "sg OF 
0 0.) 
= {0,0..*) 


于 是 有 
(a0 01y sd 0, = (0, 0 .**) 

所 以 a; =0, i=0,1,2,…,n。 上 述说 明 、x= (0,1,0， 
是 尺 上 的 未 定 元 ,证 完 ， 

由 前 边 的 讨论 可 知 ， REx] 是 有 1 的 变换 环 ， 而 且 它 的 单 
位 元 就 是 交换 环 玉 的 单位 元 。 这 样 -来 ， 就 可 以 在 一 元 多 项 式 
环 的 基础 上 上 建立 4 元 多 项 式 环 的 理论 ， 

设 Ro 是 有 有 1 的 变换 环 ， 尺 是 R 的 子 环 并 且 包 含 Ro 的 单位 
元 1 。 设 ao ea ,是 Ro 中 个 元 ， 则 可 以 作 民 上 上 的 ai 的 多 
项 式 环 RLai， 然 后 作 玉 Cei 工 的 @a 的 多 项 式 环 RCIerezl。 继 
续 下 去 ， 可 以 得 到 雳 项 式 环 Riaies]…Iea。 这 个 环 是 Rn 的 
子 环 ， 它 是 出 Ro 中 一 切 形 如 ; 

站 《=* 
的 元 构成 的 。 其 中 ，a;; .…; ,ER 日 只 有 有 限 个 不 为 0， 

定 光 和 及 0 中 形 好 (* ?的 元 叫做 六 上 的 cl az ya 的 多 
项 式 ，a，，..; ,叫做 多 项 式 的 系数 

多 项 式 环 RCEq Cezj… 人 Ca 叫做 及 上 移 ai, ez year 的 多 项 
武 环 ， 用 符号 RCe, away … ,0r] "表示 ， 

与 一 元 多 项 式 环 类 似 ， 有 

证 半 5 站 的 个 元 Xl I 叫 佑 及 上 的 无 英 末 定 

+ 戎 阅 林 章 全 3 习 好 5， 
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元 ， 如 果 对 于 REX, xi; … 1] 中 任 一 备 项 式 了 x X11) = 
0， 必 须 {xi, Xi， … ,XX') 的 所 有 系数 都 等 于 0 ， 
应 用 定理 1 作 数 学 归纳 法 我 们 有 
定理 2 设 尺 是 一 个 有 1 的 交换 环 ， 对 任意 正 整数 #， 一 
定 有 RR 上 的 个 无 闫 未 定 元 xx …,x， 存 在， 从 而 存在 尺 上 
的 多 项 式 环 REXi, xz wy。 
证 明 从 路 
定理 3 设 有 RCxi, xz yx 和 Re Wl; …, 0:J 都 是 有 1 实 
撞 环 尺 上 的 备 项 式 环 。 则 R[x Xs, X14] 与 REoy es 站 同 
态 ， 其 中 ，xi，xao … ,Xs 是 尺 上 的 无 关 未 定 元 ,i, ea '…;&, 是 
民 的 扩 环 及 ,中 的 任意 元 ， 
证 明 设 
站 Ki MX Xn) = EA Kl Xa Nn 
fi 2s "rs Cn) = 2 1 本 了 
由 于 各, Xz, "XxX: 是 民 上 的 无 关 未 定 元 ， 所 以 fxg Xa 9 
x 小 中 的 系数 ge, ; ,. ; ,唯一 确定 ， 则 
f Xig Ka rs Ke) > ft, Gs a) 
是 RE% x2 pxXo] 色 Rao es yao 的 跌 射 。， 显 然 此 映射 基 清 
射 。 
由 于 在 RCxo aa …y XJ] 和 在 ROG, az ya 中 二 党 项 式 相 
加 或 相 乘 是 适合 同一 规定 律 的 ， 所 以 上 述 满 射 是 同 态 映 射 。 证 


Is 


本 题 
1 令 R = Ze， 
fx) = x3+ HX+ a, SX)= dXi+t XH 3 EEX 
C1) 计算 Txyg(x) 和 fx) 一 (%); 
C2) 求 了 Cx}g(x) 的 次 数 、 
2 洛 x 是 及 工 的 未 年 元 ， 风 x+: 世 是 及 上 的 未 定 元 (KZ21)。 此 处 
是 有 1 的 交换 环 。 
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3 ” 证明， 一 元 多 项 式 环 RCx] 能 与 它 的 真子 环 同 构 . 

4 设 1 是 整 环 ， 吕 是 了 的 商 域 。 还 明 上 的 未 定 元 x* 也 是 0 上 
的 未 定 元 ， 

0 证 电 ， 

《1 )》 有 Ce = Ria, dys 

(3 )》 车 Xi1,X2s"… ,Xr 是 及 上 的 无 关 未 定 元 ， 则 每 个 x :都 是 及 上 的 
未 定 元 。 

6 著 8zixi，…， xn 和 ?737 是 及 上 的 两 组 无 关 未 定 元 。 
则 

RIXIXos Xr REyY1 YY 


$ 10 整 环 和 域 上 的 多 项 式 环 


本 节 介 绍 关 于 整 环 和 域 上 的 一 元 多 项 式 环 的 进一步 结果 ， 
设 了 是 整 环 ，x 是 工 上 的 未 定 元 。 
定理 1 整 环 1 上 的 一 元 多 项 式 环 ![xJ 也 是 整 环 . 
证 明 由 上 节 的 讨论 已 知 ICx) 是 有 1 的 交换 环 ， 所 以 只 征 
和 证明 I 没有 真 零 因子 即 可 。 设 
XY) = Go 十 加 和 十 … 十 EX ， 专科 
BX) = Pot bix+ d+ bi ,bn 寺 0 
蚌 ICn)] 中 任意 二 非 零 元 。 因 为 1 是 整 环 ， 所 以 由 a 二 0， bn 十 
0 有 db 三 0， 而 
fx g(x) 一 DB 十 tanbsX +” 
所 以 了 gt) 所 0， 因 此 , IJ 没有 真 零 因子 ， 即 并) 是 整 环 , 
证 完 。 
推论 ] 车 了 (x) ( 专 扑 ，g O00 (天 0) EICx3， 则 
degtf lx) gtx))} = degf tx) + degg (xX) 
定义 1 了 (xX) ，g (lx) EI1Cx]， 如 果 在 ICx] 中 存在 9{x}， 司 
得 ， 了 Cx) = g (009(x)， 则 说 g(x) 整除 1x)， 记 作 ，g (x) | f(x)， 
省 则 ， 就 说 g (x) 不 能 整除 fx) ， 记 作 ; g (x) 了 (x)， 
当 g 《3201 了 () 时 ，g8 (x) 叫做 了 Cx} 的 因子 ， 
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定理 2 车 fc)，g(O(sDEIx， 且 5x) 的 首 项 系数 
为 了 中 的 单位 《可 道 元 ) ， 则 在 ICxj 中 存在 唯一 一 对 甸 项 式 
9(X} 和 r(x) 使 

TX) = BOX ICN 十 r(x 
其 中 ;fF (Cx) = 0 或 degr (x) <degg (x), 

此 是 理 中 的 g (x) 电 做 g (x) 除了 CX) 所 得 到 的 商 式 ，r(Cx 岂 做 
gx) 除了 (x) 所 得 到 的 余 式 定理 2 的 证 有 明 与 数 域 f 上 的 多 项 式 
环 的 带 余 除法 定理 的 证 明 完全 类 亿 , 作为 练习 请 读者 自己 证 明 ， 

推论 ? 若 g(x}) 的 首 项 系数 是 1 中 的 单位 ，g(x) | fx) 必 
可 而 且 只 槛 gx 除了 (Xx) 所 得 的 余 式 等 于 0， 

定义 2 车 c El ff(X) = gx" Tar 二 十 机 Xap 
Ix]。 则 Fec) = asc +oo ie 十 司 寺 Cao 弟 敌 f(x) 在 x=e 
时 的 值 ， 当 fc) = 0 时， 则 c 叫 知 j (x) 的 要 或 零点 ， 

由 93 定理 3 可 条， 车 

了 + EX) = hx), fx gEX) = K(x) 
则 Tc) + gto) =h(c}y, fle) gc) =k(e), 
定理 3 f(x) EI[x]， 则 x -ce 除 fix} 的 余 式 为 fo 。 
证 明 由 定理 2 有 g(x) 和 r(x)， 使 
FE = (xX— CAN) + r(x) 
车 ro 寺 0， 则 degr (x) 之 1。 于 是 可 知 rtx) =rEI， 即 
Tx) (XX— C0) tr 
所 以 有 fe) = (ec-c)gfe) +r=r+。 证 完 ， 

由 推论 2 和 定理 3 山 有 

推论 3 cf 是 f(x) CICx] 的 根 ， 必 要 而 且 只 要 x-e| 
fx 。 

设 c 是 fx)EIzx] 的 根 如 果 存 在 正 整数 k， 人 使得， 
(x 一 0 | 了 tx)， 但 性 一 0 于 了 (Xx) ， 则 称 6 为 jx} 的 k 重 根 ， 
kk 胃 做 报 c 的 重 数 。 当 kk 汪 1 时 ， 删 c 叫做 六 xy 的 重 根 ， 

出 于 fx 是 整 环 ， 所 以 当 cl，ez，*…，c, 是 1 (2 的 记 有 不 
同 的 根 ， 并 且 答 根 的 重 数 分 别 为 : 和 ，K2，…， 天 ， 时， 则 有 
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《入 一 CD (CD 
这 一 -结论 的 证 明 作 为 练习 ， 于 是 有 
Kit Kt 二 tk, Edegf tx) 
上 式 说 明 ，r 次 多 项 式 了 x) 的 很 的 个 狼友 重 根 按 丰 个 计 
算 ) 不 超过 f 0 的 次 数 ， 即 (在 I 中 至 多 有 t# 个 根 . 
至 于 15x} 中 的 元 1 (2) 是否 有 重 根 ， 可 以 给 出 相当 于 数 域 上 
多 项 式 环 的 结果 ， 为 此 引进 下 面 的 定义 。 
定 革 3 fx) 二 和 + + 
fx]， 则 
六 人) HR (一 1 二 人 
叫 敌 了 ix) 的 《一 阶 ) 导数 ， 
由 导数 定义 可 直 搂 验证 导数 满 下 下 列 规 财 ; 
Cl) CF) TE = Ff’ CX) + g' (x) 
C2) (FOOD = fC) g(x) 上 CE Cx) 
C3 CIO) = kT! (Cx) f’ (x) 
作为 练习 请 读者 自己 验证 
定理 4 c 是 j(x) 的 重 根 必要 而 且 只 要 ,x-c |f(x) ,f(x)。 
证 明 必要 性 . 鞍 e 是 Jo 的 重 根 ， 则 x-c|ftx)， 且 有 
fix} = (PE 1) 
于 是 由 规则 C2) 和 (3) 有 
fF CX = KX— CO EX) + (xX— 0 !g’ (x) 
= (Xe TiLKRECX) + (x— cg’ Cx) 
因为 Kk 之 1， 所 以 -1 宇 1， 压 和 x~elf 0)， 
充分 性 ， 者 xc (x)，x 一 cel’ (x)， 如 果 c 不 是 了 lx) 的 恒 
根 ， 删 f(x) = (x 一 cg ,这 时 x-e tgtx)y。 了 即 gte) 寺 0, 而 
六 CX) = g(x) + (Xx— ce) g’ (x) 
所 以 ,六 (人 e) =g(c) + 人 -cg cl =g(c) 二 0, 于 是 由 推论 3 
得 到 ，x .cif (x) ,与 x ~c|f’ (x) 相 淹 盾 ， 所 以 ,c 是 ftxy 的 重 
当 了 是 域 F 时 ， 珊 因 域 中 任 溶 非 零 元 都 是 单位 (可 省 
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元 ) ， 所 以 定理 2 对 Ffx] 中 任 滞 二 杀 项 式 1 (x) 和 g (x) 二 0 都 成 
， 节 ， 在 Fi 中 树 在 肉 一 一 对 多 项 式 ， 9(%X) ，r(%) 俩 

f(x) = g (XIX) + rx) 
其 中 ，r (x = 0 或 degr (x) <<deg g(x) ,由 此 ,对 域 上 的 多 项 式 
于 Fix2 可 以 得 到 下 面 的 重要 结果 .。 

定理 5 Fix] 是 主 理想 环 ， 

征明 根据 卡 理 想 环 的 定 闵 ， 要 证 F[xj) 是 主 理想 环 ， 只 须 
证 FLxJ 中 和 任 一 理想 I 部 是 主 理想 即 可 . 

若 J = {0}， 显 然 了 是 主 理想 

各 Ts{10i+， 则 看 了 中 存在 非 零 多 项 式 ， 令 5(x 为 了 中 次 数 
最 低 的 元 ， 且 设 deg p (x) = 了. 

则 由 px 所 生成 的 主 理想 (po ) 三 J。 

太一 方面 对 于 了 中 任意 元 1(x) 来 说 ， 由 定理 2 可知， 在 
在 gix) 和 rtx) 本 

fx) = POONAUXY 二 PP 

其 中 ,r(x) = 0， 或 deg r(x) -deg p(x),， 

国 为 了 是 FI[x] 的 理想 ， 所 以 rfzy = 了 x) -px g(x) Ey 
如 果 r(x) 所 4， 则 与 p(z) 是 了 中 次 数 最 低 的 元 相 了 矛盾， 所 以 ， 
上 上 式 中 的 ro 必须 为 0， 邯 

fix? = PX) Gq CX) 

上 式 过 明 ， 了 (Xx) E (p(x))、 基 了 中 任意 元 1 (x) 都 在 (p (0) 
中 ， 订 以 J= (p(x))， 

综 上 记述， 可 知 FCx) 中 任 一 理想 都 是 主 理想 ， 从 而 FCx] 
是 主 理想 环 ， 证 完 ， 

定 埋 6 设 F 为 域 ，j(x) 和 g(x) 是 FCx] 中 两 个 不 全 为 0 
的 元 。 如 果 d (x) jCx) ,8 (x) (d(x) 叫做 f(x) 与 g(x) 的 公园 子 )， 
而 县 dX 是 (x) 与 g(x) 的 公 因 子 中 次 数 最 大 的 元 ， 则 d (x) 是 
FLXx] 的 理想 : 

T= {fnCx) + V(X) | x), px) EFCxYIT 
中 次 数 最 小 的 一 个 元 ， 并 且 J= (d(x)) ， 从 而 在 FLx] 中 在 痊 
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Wo (xX) ，wYo (x) ， 捷 得 ， 
TX) Uo XY TEEN To (CX) = CX 
证明 由 不 设 1 20 和 gf 癌 沾 全 为 0， 所 以 Ftx) 的 理想 了 三 
{0}。 设 po) 是 了 中 次 数 最 小 的 元 ， 峙 由 定理 5 的 证 明 可 若 ， 
1 = (p(X)). 
如 果 能 证 得 ，peGo = ed tx) ，et 志 们 EF， 册 有 
(1 den =c :pl 从 而 有 (Cx)) = (p(x)) = J, 
(2) deg plx) =de gc tdeg d(x) =0 +deg d(x) = 
degd tix), 
即 4d (x) 是 了 中 次 数 最 小 的 多 项 式 ， 
(C1) 和 《2) 说 朋 定 理 6 成 闻 ， 
下 面 证 ; P(x) = cd (x)，c( 志 0) 站。 因为 
Tix) = 70 1 + 8) 0 gx) = 70x) :0+ g(x)*1 
所 以 了 (x) ，g (x) EJ， 而 J= (p(x))， 故 有 
FX) = BIG BX) + px) G2 Cx), 
gi1(x), g(x) EPLx) 
Rh pO) lf (lx), plx) |g (tx), 
由 题 设 ，dCo 是 FCxJ 中 能 同时 效 除 fx) 和 g (x) 的 元 申 次数 
最 大 的 ， 所 以 有 deg d(x) 之 deg p(x)， 
男 一 方面 ， 因 为 PS) = 了 ON +g W(X). Wi, 
dO fe), ge, PB dx p(x), Bp(x) = d(x) q(x), 
内 为 p(x) 和 dt 都 不 能 为 0， 所 以 
deg PxX) deg dt{x) 
土 述 已 证 得 ，degd (x) 渤 degp (x}， 所 以 有 
degptx) = degd (x} 
但 由 ptx) = d(x)glx) 有 
degp (lx) =degd(x) + degd (x) 
施 有 有 degq (x) =0， 即 49{x) 为 FLx] 中 的 0 次 多 项 式 ， 即 g(x) 
=C( 寺 们 忆 F， 所 以 有 有 ，p(x) = cd (x)，t{e 志 0} EF。 因 此间 
(EN = p(X) = J 
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= ff + EC GO [ux), CX) EECx]} 
显然 ， 在 FL 中 存在 Wo (x)，yo (0 使 
TO Ho XY SEOX) Yo XY = d x) 

至 于 d (x) 是 中 次 数 景 小 的 元 ， 在 上 上面 已 作 了 说 明 ， 于 是 
定理 5 得 到 证 明 。 证 完 ， 

定义 4 本 是 整 环 , x 是 1 上 的 未 定 元 ,f(x) 是 x 中 次 数 
大 于 0 的 元 ， 如 果 f (x} 能 表 为 I[xj 中 两 个 次 数 都 小 于 了 (x) 的 元 
fi (x) 和 天 (xX) 之 积 ， 了 (0 二 也 (fx) ， 则 了 (x) 是 做 了 上 的 可 的 
多 项 式 . 否则 ， 即 1 (x) 不 能 表 为 次 数 都 小 于 了 (x) 的 次 数 的 二 多 
项 式 之 积 时 ， 则 f(x) 叫做 工 上 的 不 相约 多 项 式 ， 

容易 知道 ， 了 (x) 是 工 上 的 不 可 区 多 项 式 时 ， 如 果 f(x) = 
jf ， 则 的) EI 或 f(x) E11， 反之 ， 对 于 次 数 大 于 0 的 
多 项 式 f 夫 来 说 ， 如 果 ffe = 二 GOFfi(X) 必 有 ， 了 0) 万 或 有 以) 
E&I 时 ， 则 了 (0) 必 为 了 上 的 不 可 的 多 项 式 ， 

对 于 域 上 的 多 项 式 环 中 的 不 可 约 多项式， 有 

定理 7 p(x) EFLxJ 是 上 的 不 可 约 和 多 项 式 ， 如 果 p(x)| 
ftX8 CX)， 则 p31 了 (x》 或 者 p(x)| gtx)、 其 中 ，f (x)，g (x) 
EFCXJ, 

证 明 ” 浴 p G04 了 (x)， 这 时 间 渤 整除 p(x) 和 了 Cx) 的 元 必 为 
FLx] 中 的 0 次 多 项 式 ， 否则 ， 车 d (wx) p(x ，f(x)， 而 且 
dega (x) 20 时 ， 则 有 :pfx) = d(x) g(x)， 

因为 Pt 坟 为 不 本 约 多 项 式 ， 鲁 且 假 定 deg dx) 守 0， 所 以 
有 g(xX) 和 RBF， 因 p(x) 去 0 赦 g(x) 拓 0， 即 g(x) 是 域 FE 中 的 非 零 
元 ; 9(X) =c( 寺 0) EF. 

所 以 ， 由 p(x) = dx) ve 有 (x) et， 

因为 d(x) J ， 所 以 cp 人 0 f(x)， 故 有 p(x)| fx) 与 
ptx)++ 了 tx) 相 了 矛盾， 

内 上 述 有 可知， 着 p+ 了 (x)， 罩 1 (FE 的 单位 元 ) 是 同时 
整除 p(x 和 f(x) 的 元 中 次数 最 大 的 元 。 于 是 出 定理 6， 在 
BITx 了 上 中 存在 8Ox 和 vtx) 便 ， 
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CC 二 了 OO = 1 
用 g (好 乘 上 式 丙 边 ， 则 有 
(fx EC EC + pOXCOVAI BEX) ) = ECX) 
因为 已 知 p{x}| 了 G0g (x)， 记 以 有 g(x) ERFCx] 使 
1 0) BX) = PAX) G(X) 
于 是 得 到 
(PAXIGCNIN UAN) + BAXY (VAX BEX)) = ECX) 
Bh plx) coax ux) -OECD gx) 
上 式 说 明 ，p (Xx) g(x) 。 证 完 ， 
定理 8 为 域 ，F[Lxj 中 任 一 次 数 大 于 0 的 元 1 (x) 都 能 阴 
为 F 上 有 限 个 不 可 约 备 项 式 之 积 ， 而 且 不 计 次 序 和 和 中 的 元 
的 差 询 ， 这 种 哨 法 是 唯一 的 ， 即 若 
fo 二 DIE) Pa CN) :Dr (KX) = 1 (XW) 2 CX) Ge CX) 
则 r=s， 而 则 适当 调换 次 序 ， 有 
DC = 2， Fs 0, (EO EF 
其 中 ，p, (x) 和 9;(x) 都 是 F 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 
定理 8 的 证 明 与 数 域 上 多 项 式 环 中 的 因 式 分 解 定理 的 证 上 明 
完全 类 修 ， 故 从 略 . 


柯 是 


1 本 必 辖 环 ， 疗 ILX? 中 证 此 ， 

C1) Phex) | fax}, Fatx) lfatx) MI f(x) | fa(x)}s 

(C2) 若 xY IT TY) WM ds) | (x NY + fx (xX), 
其 中 ，g; (xX) 和 g2(X) 是 fCx] 中 任意 元 ; 

C3) xX)，8{X) 不 仿 为 9， 和 XY 1gCXI，BCX}YTICxX) 必要 而 且 只 
要 :到 xD) = cg{x)，gtx) = 是 (X)， 共 中 c,d 是 工 电 的 单位 (可 省 元 》，。 

2 洲 I 是 整 环 ，J(X) EICXJ， Ci cz，…， er 且 了 (xX) 的 ?个 不 同 
的 根 而 日 6 ,是 fx) 的 此 , 重 根 和 =1，2，…，r)。 证明，(%X -C9i(x- 
Cod Fit i er ,Hx), 

3 求 甩 :C2 中 的 元 ,x7 -1 的 所 有 有 杏 ， 

4 设 三 为 域 ， 证 明 FEx3 中 次 数 大 于 站 的 元 都 前 弄 为 上 的 有 了 厄 个 
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不 亲 约 包 项 忒 之 和 和 ， 

5 TT 是 较 环 ，&(X)=bx+cETEx] 昌 8 为 了 中 的 单位 ， 证 明 ，ICx? 
中 任意 元 乒 二 被 避 ) 除 本 得 的 余 式 等 于 打 一 Be) 

6 旗 明 本 节 征 粤 2 和 旦 数 规 则 ， 

7 ,=Z;， ;= 人 ZZ; 试 判 断 x1+ 1 在 F, [XI 和 Fi[*] 中 二 和 丕 基 不 
可 约 多 项 式 ， 

8 设 了 是 域 ，fx7，， ECXTEEFrxI。， 如 时 FE 中 的 元 dz) 满足 条 
性 ， 

C1) dx) [F(XY, SUX) 

C29 dix) 能 被 天 xX} 与 g(x) 的 任 一 公 因 了 于 do(xX) 整 除 、 
出 gE 时 做 XY) 与 g(X) 的 晤 小 公 因 子 。 证明 宁 节 定理 6 中 的 dx} 是 Cx) 
与 #Sx) 的 天 关公 因子 ， 

9 设 下 是 域 ， 证 明 ，FED 中 全 二 元 代 xw} 和 和 8x} 在 F(X) 中 一 定 有 最 
大 公 因 子 面 电 不计 单位 因子 》 是 唯一 移 ， 妈 4d (x)，、d(x) 都 是 fxX) 和 
gtx) 的 最 太公 因子 时 ， 则 d(x) = ed(x)，& 是 F(X} 中 前 单位 ， 

10 设 F 是 域 ，ptx) 足 FCx) 中 的 不 可 约 多 项 式 . 征 月 ，(D(%)) 是 
FX) 的 极 大理 想 . 

注 : 习题 中 的 x 都 是 未 定 元 ， 


$11 唯一 分 解 环 


上 节 最 后 ， 我 们 把 整数 环 的 唯 -- 分 解 定 理 推广 到 域 卫 上 的 
多 项 式 环 。 以 环 的 第 度 看 ， 整 数 环 工 和 域 了 上 的 一 元 多 项 式 环 
Frx] 都 是 整 环 。 本 节 将 把 所 谓 唯 分解 定 更 推广 ， 往 证: 对 
让 理想 环 唯 一 分 解 定理 成 立 ， 

为 此 目的 ， 首 先 需 要 把 整数 环 中 的 整除 、 素 数 两 个 概念 推 
广 到 一 般 整 环 中 去 ， 

定义 1 I 是 整 环 a,，bE1. 如 泉 在 I 中 存在 9， 使 

a= bg 

成 立 ， 则 说 已 整除 ， 记 作 ;， bia, 这 时 8 叫做 4 的 因子 ，4 砷 
做 总 的 倍 元 , 若 5 不 能 整除 as ， 旭 记 作 ，b ia. 

令 训 是 整 环 工 中 所 有 单位 《可 逆 元 ) 的 集 台 ， 显 然 ， 厅 是 
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滋 群 〈 关 于 了 工 的 滋 法 ) 。 
命题 1 设 a，、b 是 工 中 不 全 为 0 的 元 ， 则 eajb，B|a， 几 要 
而 且 只 要 存在 zxEU， 使 5 = ua. 
证 明 充 必 性 . 若 p= za， 当然 有 abp。 玫 一 方面 ,内 ED 
故 有 ww 1!EUGSI， 用 ww ! 弱 上 式 ， 得 到 
uip=ua 
即 je， 充分 性 得 证 。 
必要 性 若 al b，bla， 则 有 qr，qz&1 使 得 
b=ad, t= by 
于 是 有 
b= (bq gq = b(q20) 
因为 g，b 不 全 为 0， 故 由 g@= bq 可 知 5 夺 89, 则 由 b= b(ga4)， 
根据 在 整 环 中 消去 律 成 这 ， 得 到 
9291= 1 
期， 人 U。 证 完 ， 
定义 2 a，bE1， 如 果 存 在 EU t 即 8 是 了 的 单位 ) 使 
得 ，b = ea， 则 称 b 为 4 的 想 样 元 ， 
命题 2 《1) a 是 a 的 相伴 元 ，‘2) 若 5 是 4 的 相伴 
元 ， 则 a 是 5 的 相伴 元 (3) 若 b 是 a 的 相伴 移 ，c 是 5 的 
相伴 元 ， 则 “是 4 的 相伴 元 。 其 中 oa, b, cel, 
证 明 在 整 环 1 中 ，a=1a，1EU， 即 4 是 4 的 相伴 元 ， 
《1 ) 得 证 ， 
奋 间 是 5 的 相伴 元 ， 则 有 :， 8 = sa，eEU， 
国 e 是 I 荆 中 的 单位 ， 所 世 有 ;a= 二 ，e 1EU, 即 6 是 b 
的 相伴 元 ，《2 ) 得 证 ， 
站 6 是 a 的 相伴 元 ， ce 是 5b 的 相 佬 元 时 ， 则 有 ; b= sa 
C= ehh, el BEU, 
而 C= eb -82(810) = {e2204， egi8iEU ( 国 是 了 中 所 有 
单位 构成 的 乘 群 ) ， 记 以 < 证 4 的 相伴 元 ，〈3) 得 证 。 证 


a 
A 
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命题 2 说 明 : 相伴 英 系 是 整 环 工 二 的 - -个 等 价 关 系 ， 

由 于 让 整 环 中 ， 总 有 :;， gas ete-ia)，eEU， 所 以 I 中 的 任 
一 单位 和 a 的 相伴 元 郡 整 除 a ， 即 工 中 的 单位 和 a 的 相伴 元 都 
是 aa 的 因子 。 我 们 称 它 们 为 4 的 平凡 因子 ， 

如 果 整 环 工 中 的 元 4 除了 平凡 内 子 之 外 ， 还 有 其 它 因 子 
bp ， 则 称 卫 为 4 的 真 因子 。 

定义 3 了 中 的 元 PP 如 果 既 不 是 零 元 义 不 是 单位 ， 而且 P 
只 有 平凡 因子 时 ， 则 称 了 为 了 的 素 元 . 

例 ] 器 数 环 Z 中 的 素数 都 是 Z 的 过 元 ， 由 于 Z 中 的 单位 
只 有 1 和 -1， 所 以 aEZ，&a 的 相 侍 元 具有 土 a 

例 2 域 F 上 的 多 项 式 环 FCx] 中 的 所 有 单位 〈 可 赣 元 ) 
所 构成 的 乘 群 为 了 ，FCx 中 的 不 可 约 多 项 式 是 FCx] 的 素 元 
(F 是 10} 在 F 中 的 补 集 ) . 

关于 相伴 元 和 素 元 ， 有 下 面 的 性 质 

合 题 3 “1 ) 4 与 其 相 尾 元 sa 有 相同 的 因子 。 即 4 的 
国 子 必 是 其 相伴 元 sa 的 因子 ，sa 的 因子 也 必 是 4 的 因子 

《2 ) 整 环 工 中 的 索 元 ?了 的 相伴 元 sp 仍 是 工 的 素 元 。 

证 明 车 pla， 显然 b lea， 即 a 的 因 于 必 是 其 相伴 元 #6 的 
因子 。 因 为 a 是 其 相伴 元 aa 的 相伴 元 ， 所 内 由 上 证 可 敌 &a 的 
因子 也 必 是 4 的 因 了 于。 (1) 得 证 

由 “1》 量 然 可 知 ， 当 了 是 整 环 了 的 宕 元 时 ， 则 了 的 相伴 
元 2p 世 必 蚌 了 的 素 元 ，(23 〉 得 证 ， 证 完 ， 

定义 4 ”如 果 对 上 整 环 1 中 任意 元 a {a 丰 0) 和 且 aEU, 即 a 
距 不 是 0 元 也 不 是 单位 ) ， 都 能 写 为 1 中 有 限 个 素 元 之 积 ， 而 
且 ， 若 

= pip2e'"p' = 4191'"…4s， 其 中 pp, 和 4 ;都 是 了 的 素 元 
则 有 : ”=s$， 并 且 可 着 当 调 换 g. 的 次 序 使 得 ，4,:&,p， 
《8 ;是 工 的 单位 ) 则 称 整 环卫 为 唯一 分 解 环 ， 

例 3 整数 环 是 唯 -分解 环 , 域 F 上 的 一 元 多 项 起 环 FCx] 
也 是 瞧 一 分 解 环 《由 $1 定理 8)， 
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例 4 邻 1=1arpv 一 83190， 0 为 任意 浆 数 }]， 则 工 椒 是 唯 
一 分 解 环 ， 

解 显然 了 是 整 环 ， 应 用 复数 的 模 的 性 质 可 策 

《1) I 的 泡 8 是 单位 必要 调 且 内 要 ie1?=1， 雁 而 1 具有 
两 个 单位 ， 就 是 +1， 

事实 下 ， 涪 e=a+pw-3 是 开国 单位 则 有 /=a’+ 
pw -3 使 得 ，EE" -= 1]， 

因为 i = ee |?， 而 | 11?=1， 记 以 

lel?le’ I?2= 1 

但 基 |e|=、 agit (bw 3)?, |el?=a:+t3b’, 
所 以 je 上 ?是 一 个 下 整数 《六 a，b 不 能 同时 为 0;}， 问 理 ，|# ?也 
是 一 个 正 整 数 。 从 而 得 到 |e1? :1， 

友之， 在 E=a+bw 一 3，|1 81:=1。, 于 是 由 模 的 定义 
有 ;aa+3b2z=1， 

国 为 a，b 都 是 整数 ， 所 以 必 有 a: 土 1,p=0, 即 e= 土 1。 耐 
十 1 是 了 工 的 单位 是 显然 的 ， 

拧 上 所 述 ， 可 知 是 工 的 单位 必要 而 县 只 要 |sl2=1 ， 丽 
且 +1 是 工 的 公有 的 两 个 单位 ， 

(2) 4ET 车 |el?=4， 则 & 是 了 的 未 元 ， 

首先 ， 由 |a|:=#， 可知 a*0， 而 且 由 (1) 可 知 & 不 是 】 
的 单位 ， 

如 果 设 8=a+bv -3 是 & 的 因子 ， 则 有 &= By， 
则 lel?= | 和 ?= 下 

由 于 16 旺 = 二 +352 和 |9| :都 是 正 整数 ， 所 了 以 再 上 [2 19:= 
4 可 知 18 只 能 是 4 的 正 因 数 。 而 4 的 所 有 正 因数 为 1，2，4， 
但 是 ， 不论，b 取 任 和 何 整 数 ，|?|?= e+382 寺 2， 所 以 | 有 :=1 
或 4。 

如 内 的 =1， 则 内 (1》 知 8 是 单位 ， 

如 果 18 天 = 4， 则 由 1]8171yl?=4 有 Ixy 上 =1，。 从 而 ?是 单 
位 ， 所 以 8=y-ia， 上 式 说 明 B8 是 的 相伴 元 ， 
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综合 上 述 可 知 ， 当 [elz= 4 时，# 是 1 的 素 元 ， 

对 王 了 工 中 的 元 站 来 说 ， 旺 然 有 

4:22=(+w 二 3)tt-w-3) 

因为 ，2=2+0i,， |2!l2=s {tw 22+02 )*:=4 

1+ -3 rr、 3 

1+ 3:= (tw 3))? 二 4 
1— 3=1—-w 421, 

-3 1 C3) =4 

所 以 由 (2) 条，2，1+ -3， -3 都 是 工 的 素 元 。 
曾 且 ，1+ -3 和 1-、 一 3 都 林 是 2 的 相伴 元 ， 

因 下 ， 了 中 的 元 4 分 解 汶 索 元 之 积 的 形式 不 基 叭 一 的 ， 斯 
上 忆 工 厅 是 瞧 一 分 解 环 ， 

山上 例 看 出 ， 整 环 不 者 是 唯一 分 解 环 ， 那 和 名， 也 赃 一 些 整 
环 是 唯一 分 解 证 ? -一 般 来 说 想 确 定 一 个 整 环 是 唯一 分 解 环 是 比 
较 困难 的 ， 但 基 ， 可 以 证 骨 主 理想 整 环 一 定 是 唯一 分 解 环 。 

定理 ] 主 理想 环 工 中 的 非 单 位 #( 持 站 是 寨 元 必要 而 且 
只 修了 》 是 案 理 想 ， 

证 明 ” 先 证 充分 性 。 设 p( 夸 们 是 了 中 的 韭 单位 ， 而且 (PP》 
是 了 的 素 理想 ， 往 证 了 是 了 的 索 元 ， 为 此 只 须 证 明 p 只 有 平凡 
因子 即 可 ， 

设 P=ab， 则 p=ab€ (wp)， 

由 素 理 想 定 头 有 acE (pp) 或 hE (lp)， 

车 4S 《0) 时 ， 则 有 gg E 工 使 <= p49。 将 它 代入 p= ab 得 到 

p= {pb= plgb) 

于 是 由 pz 二 0 和 消去 律 得 到 

gh=1 

土 式 说 明 ，9 和 6b 都 是 了 中 的 单位 ， 

各 5E (Pp) 时 ， 则 有 4' E17 使 p= pg 。 把 它 代入 p= ab 得 到 

p=ap9) = KG 

于 是 由 p 丰 0 和 消去 律 得 到 
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ad” = 1 

上 式 说 明 ，a 和 g’' 都 是 了 中 的 单位 ，。 

综合 上 述 可 知 ， 非 单位 pC 只 有 平凡 因子 ， 即 了 是 了 的 
肃 元 . 

其 次 证 明 必 要 性 ， 

若是 了 的 素 元 ， 往 证 (p) 农 17 的 素 理 想 , 若 (p)= 工 ， 显 
然 (p) 是 了 的 素 理 想 ， 若 (四 下 1， 因 为 了 是 有 1 的 交换 环 ， 所 
以 只 要 能 证 得 (她 是 工 的 极 大 理想 ， 则 由 8 7 推论 1 即 得 人 p) 是 
索 埋 想 . 

没 了 是 了 的 理想 且 J 二 (p)， 则 由 题 设 1 是 主 理 想 环 ， 故 有 
J= (d) 。 因 为 pE (PCT= (dD) ， 所 以 P=dq。 因为 p 为 了 的 索 
元 ， 所 以 d =e， 或 4= sp， 其 和 ，2 是 了 的 单位 ， 人 党 4 = ep， 则 
P = 人。 因此 有 (dD) = (p)， 这 与 了 = (Q) 洒 (p) 相 亨 刷 ， 所 以 
d= 2。 于 是 进 - - 步 由 J 是 理想 ,可知 EE1=1€J= (8) 。 而 
X=1x，xXET， 故 有 了 J= (e) = 了 

于 是 证 得 (p) 是 工 的 极 大 理 起 ， 从 而 由 8 ?推论 1 ， 可 知 
《5 芭 了 工 的 素 理 想 ， 证 气 ， 

推论 1 若 P 是 主 理想 环 的 素 元 ， 如 果 pp|ab 则 pl|a 或 p15， 

事实 上 ， 由 定理 1 知 ， 当 了 是 索 元 时 ，{p) 是 素 理 想 ， 所 
以 知 plab， 则 有 ab {p)。 于 是 ， 由 素 理 想 的 定义 ， 则 有 a€ 
(p) ， 或 bE (Pp) 。 从 而 有 a= pq 或 = p91:， 妈 pia 或 p1b. 

定理 2 主 理 想 坏 工 是 唯一 分 解 环 。 

证 明 车 

9= Pip2'"* ps = Qa" (* ) 
其 中 ，p, 和 9, 者 是 了 的 素 元 。 往 证 ， 3=t， 而 县 适当 调换 次 序 
有 : 4,=8,PD;， i=1，2,，…， 8， 其 中 zi 是 了 中 的 单位 ， 

《* 》 陈 广 明 : 中 jpips…Ps， 而 和 ;是 主 理 想 环 了 的 索 元 ， 
戌 由 定理 1 推论 至 庆生 人 必 整 除 某 一 p,， 适 当 调换 p; 的 次 序 ， 则 
可 设 员 | Ppl。 站 中 为 素 元 PP 的 因子 但 有 也 是 素 元 ， 所 以 华 林 能 
是 单位 。 而 素 元 p1 具有 平凡 因子， 所 以 qi 是 pi 的 相伴 元 ， 即 
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= Bip， 其 中 ，ei 为 工 的 单位 。 
将 9 = slip 代入 LC*) 式 然后 请 去 PJ， 得 到 
Ppa"'B, = da", 
如 此 继续 下 去 ， 即 可 推 得 3=t， 而 卫 
I =,Dp,, T=1, 2, ,3® 

下 面 来 证 明 1 中 不 是 单位 的 元 素 a( 丰 站 都 可 分 解 为 1 的 有 
限 个 素 元 之 积 ， 我 们 用 反 证 法 。 假 定 & 不 能 分 解 为 有 限 个 素 元 
之 积 。 显 然 ，2 不 能 是 素 元 ， 放 有 a= bc， 其 中 b 和 c 都 是 4 
的 真 固 子 。 这 上 时， 日 然 b 与 c 至少 有 -- 信 不 能 分 解 为 有 限 个 素 
元 之 积 ， 襄 它 为 aG。 这 时 个 |a，a 既 不 是 & 的 相伴 元 而 且 电 不 
是 案 元 ， 进 -~ 步 可 以 推 得 mm 世 一 定 存在 一 个 非 平凡 因子 a， 而 
且 az 也 不 能 分 解 为 有 限 个 素 元 之 积 . 继续 下 去 ， 可 以 得 到 ， 由 
I 的 不 能 分 解 为 在 中 个 素 元 之 积 的 元 所 树 成 的 无 穷 序列 

A Ms 
其 中 ， a, ,la;，ai .i 个 旺 a， 的 相伴 元 ( 即 a，ta,.,, )， 现 在 来 
考虑 了 的 主 理想 
(A aD (3) 9 
由 于 qj;., |a,，， 了 所 以 有 
(av (ai 二 (aa Ee 

令 Uo 是 这 些 主 理想 的 并 入， 显然 Uo 是 工 的 理 息 ，、 但 由 是 
设 I 是 主 理想 环 ， 所 以 存在 df I 使 得 Uo= 全， 因为 Us 是 所 
有 (a,) 的 并 集 ， 所 以 ie 二 每 一 人)，j1=1，2，…， 有 从 而 有 
dla,，j=1,2,…。 另 一 方面 ， 因 为 I 是 束 环 有 1， 所 以 d:1 
=d€ Uo， 而 Uo 是 所 有 (ay) 的 并 集 ， 则 属于 某 一 (a.)， 所 以 
arld, 

上 而 已 证 得 di 每 aj (j= 1,2，…)， 当 然 41a,_1 则 由 as:1 
得 到 ， a ie， :与 0 :40,.: 也 居 。 综 上 记述， 可 知 了 下 任 意 不 
是 单位 的 非 零 元 a 都 能 分 解 为 7 中 的 有 限 个 素 元 之 积 ， 证 完 ， 

我 们 已 经 知道 ， 煌 数 环 Z 和 和 域 正 上 的 多 项 式 环 FC[xjJ 都 是 主 
理想 环 ， 所 以 作为 定理 2 的 直接 结果， 可 知 它们 都 是 唯 一 分 解 
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环 。 

在 证 虹 整 数 环 和 域 F 上 的 一 元 多 项 式 环 都 是 主 理想 环 时 ， 
我 们 看 到 关键 在 于 两 个 环 都 可 以 作 带 余 队 法。 一 般 来 说 ， 我 们 
引进 

定义 5 设 民 是 整 环 ， 如 果 尺 中 每 个 非 零 元 bb 都 能 对 应 唯 
一 一 个 非 负 整 数 8(b) ， 使 得 及 中 任 一 元 4 都 能 表 为 

d=bg+r, 49, rER 
其 中 ,r= 人 0 或 507 <5 (0)， 则 称 整 环 尺 为 欧 氏 环 ，。 

例 5 整数 环 Z 和 域 F 上 的 多 项 式 环 FEx] 者 是 欧 氏 环 。 

解 ” 对 Z 靓 定 : 8 (9) = |a|，a( 二 0) EE 这 . 

对 FCXj 规 定 ， 6(f(x)) = degj(x)，j(x} {三 0) EFCx]。 则 
出 在 Z 和 F[x) 中 带 余 除法 定理 成立 ， 所 以 2 条 F[xj 都 是 欧 氏 
环 。 

电 例 5 容易 看 出 ， 域 FEFCLx1， 褒 域 F 一 定 是 欧 氏 环 。 

定理 3 欧 氏 环 一 定 是 主 理想 环 . 

证 明 作 为 练习 。 

于 是 宙 定 理 2 可知 ， 欧 氏 环 也 是 唯一 分 解 环 ， 

最 后 天 给 出 礁 一 分 解 环 的 一 个 草 要 性 质 ， 

定义 6 了 是 唯一 分 解 环 ，cEI1， 如 果 c | qr, di，…,， ar 
{gj 全 时 ， 则 称 c 为 91，92，……， 4r 的 公 因 子 。 和 车 4 是 aj， 
Q2，"…，4: 的 公 因 子 ， 而且 4 能 被 a，a，…，ax 的 任 一 公 因 
子 c 整除， 则 称 了 上 为 qq，az:，…，Q; 的 最 大 公 因 子 ， 

定理 4 唯一 分 解 环 了 I 中 的 两 个 元 4 和 bb 一定 有 最 大 公 因 
子 ， 而 且 a 和 的 两 个 最 大 公 因 子 4 和 z 互 为 相伴 元 4d -= 
ed，& 是 工 的 单位 。 

和 证明 存 & 各 5 中 有 一 个 是 零 ， 例如 b=0， 则 4 与 8 的 最 
大 公 因 于 为 a; 若 a 与 3 中 右 一 个 是 单位 ， 例如 ，b= e《 单 
位 ) ， 则 e 与 b 的 最 大 公 因 子 是 5b. 

下 面 考虑 4 和 此 都 不 是 零 而 且 也 不 十 单位 的 情形 。 则 由 了 
是 唯一 分 解 环 ， 所 妨 有 
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a= pipa'"pr, b= pips*"Ds 
其 中 bp; 和 Pp; 都 是 来 苑 ， 
p, 和 Pi 这 ”+ 个 素 元 中 ， 革 一 个 可 能 是 其 它 一 个 的 相 们 
元 。 这 时 ， 我 们 倪 定 证 这 r+s 个 元 中 有 个 元 ， 互 相 不 是 相伴 
元 ， 设 为 pp，Pi:，-…，Pr。 则 可 将 a 和 上 写 为 下 面 的 形式 : 
= epi pi pr" "(es 是 了 的 单位 ，K, 守 0) 
p= gp pennpe "(es FE 了 的 单位 ，h; 完 们 ) 
人 1 =mintk hp) ， 则 Epopp 是 a 与 b 的 景 
大 公 因 子 。 事实 上 上 ， 显 然 有 dia, 41b， 妇 4d 是 a 与 bb 的 公办 
十 ， 基 次 。 阁 c 1a,b， 如 果 c 是 单位 ， 当 然 cd 如果 c 不 是 单 
位 ， 当 然 不 古 等 元 ， 于 是 在 上 中 有 分 解 ; c= 4q2'…91 (49， 是 素 
元 )》、。 由 于 cla，9, 是 素 元 ， 所 以 必 有 4 | 某 一 Pp;,， 从 而 9; 是 
P ;的 相伴 元 。 防 以 有 
c= Epr PY ps" (8 :是 工 的 单位 ， mm, 守 0) 
因为 cla， 面 且 p, 和 和 pp ,互相 不 是 相伴 元 ， 所 以 m, 故 k,。 辣 
理 ， 由 c jb， 可 得 rm, 志 h,。 从 而 有 mm, 太 1,，c| dd。 这样 就 证 明 
了 是 9 与 上 的 最 大 公 因 了 ,综合 上 述 ， 可 知 了 中 任意 两 个 区 
0 与 六 一 乍 有 拔 大 会 因子 存在 。 
最 后 证 明 a 与 b 的 任意 两 个 最 太公 内 于 HO 和 4 互 为 相伴 
元 ， 当 dd 和 4 都 是 a 与 5 的 最 大 公 因 子 时 ， 则 有 ad1a，d|d， 
于 是 有 ; d=dq，4= dq1， 雁 而 有 - dg， 
车 d=0， 则 d= dg= 109 =0， 即 d= @。 若 0 ， 由 可 
= dqzq 消去 4 得 到 
4291= 1 
即 qu 和 gi 是 单位 ， 即 d = ed 或 d= ed 。 证 完 ， 
应 用 定理 4 作 时 纳 法 可 得 到 
推论 2 唯一 分 解 环 I 中 的 nn 个 元 ， qi, 02,:…，a: 在 1 里 
一 定 有 最 大 公 因 子 ， 而 且 它 仍 的 任意 两 个 最 大 公 因 子 所 为 相伴 
抑 ， 
定义 了 7 了 工 是 唯一 分 解 环 ， 如 果 ay ab …，a 的 最 大 公 因 
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子 是 单位 ， 则 称 au az …,av 互 素 、 记 作 :， (ay az ya 二]， 
显然 ， 对 唯一 分 解 环 所 定义 的 恕 大 会 因子 和 瑟 素 的 概念 是 
阔 通 最 大 全 因子 和 互 素 懂 念 的 推广 。 
习 珊 
1 指出 在 Ziv 3]= {4th 9 |4， pe 光 中 ，5 是 素 元 位 ?不 基 
素 元 。 
2 证明 25 让 = {0+t+bila, bcZ 是 欧 氏 环 ， 并 指出 3 芋 素 元 
但 5 不 是 崇 匹 , 髓 进一步 把 5 表 汶 束 抱 之 和 。 
3 指出 Er -5=1a+pw -51g， bEZ} 不 是 玲 一 分 解 环 ， 
4 证明: 刻 蕊 环 是 生理 想 末 ， 
5 证 明 ， 坡 是 欧 氏 环 ， 
6 了 为 主 型 想 环 ，6 下 ET 为 各 与 性 的 最 太公 因子 证明 ， 在 
I 中 存在 4W，Y 使 得 
Qt + hy= 
7 3 人 和 la bEZ， pb} 《了 是 素数 ) ,证明 ，S， 是 唯一 分 
解 环 。 
8 了 是 唯一 分 解 环 ， (xX) = 和 her iT dixX+ 
[2 ,如 末 (@，， 6- 9 0)=1 章 称 As) 竹村 原 多 项 式 ， 证 
明 ，ICx]J 中 任 二 本 原 多 项 式 之 积 仍 是 本 原 考 草 式 ， 
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第 四 草 ”人 司 


模 是 数 域 上 线性 空间 的 推广 ， 它 在 研究 抽象 还 到 交换 群 的 
自 辣 态 环 内 同 态 时 ， 是 非常 重要 的 ， 本 音 傅 重 于 介绍 环 上 的 线 
性 代数 知识 ， 对 一 般 模 论 的 内 容 不 做 深入 的 探讨 


$1 模 的 定义 


”人 先 回 是 一 下 “高 等 代数 ”中 线性 空间 的 定义 ， 
设 F 是 数 域 ，{V; + 1} 是 如 群 ， 如 果 规 定 正 屡 广 到 玉 的 运 
算 “.” 满足 
CY ortxty) ax+ay 
Co) cat+b)ex— arxt+ hx 
C3) abyrx= a (br)x 
{Cd} lx=x 
Yo,bt FP， x, yEV. 则 称 玉 为 数 域 F 上 的 线性 空间 ,运算 
*。3 称 为 P 乘 玉 到 VY 的 作用 乘法 . 
数 域 下 上 的 线性 空间 了 ， 是 由 数 域 下 利加 和 群 耻 在 作用 乘法 
下 所 成 的 代数 体系 .如 果 将 数 域 下 放宽 成 一 般 的 环卫 ,就 得 到 了 
一 个 推广 的 代数 体系 一 一 模 ， 
定义 1 设 及 是 环 ， 开 是 加 群 ， 如 果 规 定 及 乘 型 到 厅 的 代 
数 运 算 *“， ”满足 
Cl) ortx+y) = arxtary 
(2) (athrxrarx+brx 
C83) tox=arhx) VabtR, x,yEM, 
则 称 M 为 环 及 上 的 左 模 ， 简 记 为 RR 一 左 模 MM， 称 代数 运算 
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#*2 为 民 乘 对 的 左 倍 乘 运 算 。 以 后 常 阁 ax 略 记 为 ax， 

在 一 左 模 M 中 ， 称 民 的 元 素 为 标量 ， 称 对 中 元 素 为 模 元 
素 。 为 了 清楚 ， 常 将 标量 的 零 元 记 为 0 ， 将 模 元 素 的 零 元 记 为 
9 ， 出 模 的 定义 ， 可 直接 推 得 

(C1) a0=0x=8 

C2) Cax=at~X}) = — ax) YYV aCRxEM 

事实 二 内 为 

人 -etB+i 一 + 才 
由 对 是 期 群 ， 可 得 @=8。 又 因为 
Ox%= (0+tOx: OX+ Ux 
辣 理 亦 得 0x= 98， 故 (1) 上 成 立 。 和 再 出 
ax+t+{t—- Ox=tat ta x=0x=0 
及 对 是 加 群 ， 可 得 ~ (ax) = (-a)x; 同样 ， 由 
ax Tat— x) = a+(— xX) =a0=0 
皂 ; 一 4X) =a(- 妇 。 故 (2) 世 成 立 。 

例 1 设 R 是 环 ，M 是 加 群 。YaE RR，xE MM 如 果 规 定 ， 
a"x=， 风 加 群 M 与 环 R ,在 代数 运算 ?下 构成 民 一 左 模 ， 称 
此 模 为 零 模 。 

例 2 设 {R;+ ,XxX}) 是 环 ， 则 {RR;+} 是 加 群 。Ya,xER， 
如 果 规 定 

站 :一 如 并 其 
则 在 运算 “+ ”下 ， 加 群 {R: + } 构 成 环 {RR ;+ ;XxX} 上 的 左 模 ， 
称 为 环 模 ， 

例 3 设 R 是 假 数 环 ，M= ROGR， 是 由 偶数 加 群 做 成 的 

《外 ) 站 和 。 YaER，t{x,Y) EM， 如 果 规 定 
(XY) = (ox Ay) 
则 在 运算 和 ”下 ，M 构 成 RE 上 的 左 模 ， 

在 数 域 上 的 线性 空间 由， 出 于 

4) lx=x, YXxXEVY 
可 知 
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rv-|5 OX) VA, EF, xX/EV: vnEN|=Y 
但 在 环 尺 上 的 左 模 MM 中 ， 
RM [Ea | Wa Rx M; vnct N|=M 


却 不 一 定 再 成 立 了 。 通 计策 1 ， 不 难 举 出 这 方面 的 实例 。 在 例 
3 中 ， 也 具有 RM 二 M 这 一 特性 ， 于 是 我 们 给 出 

定 兴 2 对 于 R 一 左 模 村 。 如 果 满 足 

RM-M 

则 称 M 为 尺 土 的 左 单 式 模 ， 

定理 ” 设 RR 是 有 1 所 0 的 环 ， 那 么 R 上 的 左 模 M 是 单 式 的 ， 
必要 而 且 只 渴 

‘4 1xX=X， XE MH 
成 立 。 

证 明 阁 (4) lx=x，YxEM 成 立 ， 虽 vx EM， 都 有 
x= 1XE RM ， 故 对 = RM， 于 是 向 M 是 RR 上 左 单 式 模 ， 

若 财 是 及 上 左 单 式 的 。 由 M:= RM 和 MY xEM，X% 总 可 宕 为 


X= PAN, ER xX, CM, Fe 1,2,. 和 
Fel 
于 是 [a 了 引 
lx= SY fla;) 和 2 Ax-% 
41=1 tml 


故 (#4) 成 立 。 证 完 ， 

这 里 要 注意 ， 构 成 单 式 模 的 环 不 一 定 有 1.， 

例 4 设 RR 为 偶数 环 ，MM 为 有 理 数 加 和 群 ， 在 数 的 信 有 葬送 算 
下 ，AMM 是 RR 上 的 左 模 。 此 时 RR 没有 1 ， 但 是 RM = 村， 是 单 式 
模 。 

从 定 光 可 撕 ， 调 工 的 环 上 的 单 式 模 是 较 近 于 线性 空间 的 一 
种 模 。 

没 民 是 有 0 的 环 ，M 是 RR 上 的 左 模 ，Yw xEM， 都 
有 x= (x 一 1x) + 1x， 于 是 加 群 半 可 分 解 为 子 群 
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Mo= {xoEM|xo= x— 1x, VxCM} 
和 子 群 
Mi= {x Mixs= lx, VxEM} 
的 《内 》 直 和 。， 有 即 
M = Mo tM 
其 中 Mo 构成 尺 工 的 要 模 ，Mi 构成 RR 上 的 草 式 模 ， 而 零 模 的 结 
构 是 清楚 的 ， 因 此 重点 研究 有 1 关 0 环 上 上 单 式 模 就 可 以 了 。 
类 做 于 左 模 ， 可 以 定 愉 右 模 ， 
设 ”只 是 环 . 对 是 加 群 ， 如 果 规 定 M 乘 及 到 对 的 代数 运算 
[1 “满足 
(7) (xX+y) a= Xat yr 
(27) x (at+h) 一 和 "人 十 和 
《3 ) xtab) - (Xe Vv x,yEM, a,bteR, 
则 称 M 为 环 RR 上 的 右 模 。 代 数 运 算 *，” 称 为 各 悦 冬 运算 ， 

念 左 模 的 有 关 定 义 ， 可 给 出 右 单 式 模 、 右 零 模 ，…… 等 概 
念 ， 
例 5 设 Z 是 整数 加 群 

A A A EE 


fa A | 
: : WW 1 二 1 9 jx 
宅 *1 他, 


是 整数 环 世 上 的 # 阶 知 陈 环 ，W x= (x Xz X42) 所 和 0 
及 = (ta 和 EMCZ)， 规 定 右 倍 习 <“，? 为 
X= CXXa XA A， 0) 
则 Z "是 M,(Z) 上 的 右 模 ， 加 群 Z" “可 分 解 为 
ZN 
其 中 子 群 
Mo= { {0,0 0 X41) ET IIx ,EE 
Mi {AO ED lx, CP, 


是 环 M, (2 上 的 右 零 模 和 右 单 式 横 。 


内， { 了 
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做 为 在 模 和 右 模 的 差别 ， 官 夏 起 来 容易 认为 是 倍 屁 之 积 的 
记 法 问题 ， 而 实质 上 是 运 竺 条件 (3) 和 (3 所 表现 出 来 的 标量 
因子 对 模 元 素 人 习习 时 的 顺序 问题 。 在 只 一 左 模 压 中 ， 砷 

(37 (abx=abx) va,bteR, xEMNM, 标 量 之 积 ob 太 和 谷 
滋 模 元 素 x， 分 解 成 标量 因子 a。 ，P 逐次 倍 莱 x[ 即 a (bx) J 时 ， 
先 从 标量 之 积 呈 的 右 因 子 b 开始 ， 逐 次 向 左 进行 : 而 在 R 一 右 
模 对 中 ， 有 

(37) x(tap) = (xb VYxEMa,bER, 标量 之 积 吧 右 迟 
滋 模 元 素 x ， 分 解 成 标量 因子 a,，b 逐次 售 乘 x[ 即 (xe)b] 时 ， 
先 从 标量 之 积 op 的 左 因 子 4 开始， 逐次 向 右 进 行 ， 

从 这 一 差别 中 可 看 到 左 模 和 右 模 的 联系 ， 可 以 将 左 檬 的 理 
论 乎 行 的 移 到 右 模 上 ， 所 以 我 们 只 须 重点 研究 左 模 就 侣 了 。 以 
后 将 研究 重点 放 在 左 单 式 模 上 ， 

例 6 设 Z 是 整数 环 

"= ZPDLD..…BZ 
VY X= (a CD CZ 令 
OX (Od O92 A ) 
则 z ;在 倍 乘 送 算 “。 ”下 ， 构 成 Z 上 的 左 单 式 模 ， 
例 7 设 Z 是 整数 环 
Z A AS 


Ql …  W， 
M(Z)= | : : |lai EDZT<i jen 


dal ar 
YY X= 《al ET 和 = (qa;;) EM (2Z)， 仿 
Xr 
则 Z…' 在 倍 乘 运算 4 . ”下 ， 做 成 环 M,(Z)? 上 的 者 单 式 模 ， 
例 8 在 例 5 中 ， 令 
计 D 和 二 立 * 尼 
则 ZZ" 关于 运算 “o”， 构 成 Z 上 的 右 单 式 模 ， 
解 显然 ?是 2 科 Z 到 2'") 的 代数 运算 ， 且 满足 
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C1) (x+ Woa=ar {xt y= arxtary 
二 Xo 二 Yo 
27) xotat+b) = (q+b) ex = a:xt+bex 
一 Xe 人 十 区 om 
(C3) ofaby :: (0b) x= (Ba YX he {tarx) 
= be (X*g) = (Xx°g) oh 
《4 ) xol=]x=x 


Y xp ZabEZ, 都 成 立 , 于 是 知 Z'") 关 于 代数 运算 56”? 松 


或 Z 上 的 右 单 式 模 ， 
例 9 在 例 7 中 ， 令 
AX=XrA VAEM,(Z), xE ET 
那么 Z … 关于 运算 *“o? 是 否 是 M,(Z) [的 左 模 呢 ? 


解 不 是 ， 内 为 只 4，BE MHZ)，xE ZN， 据 #o2 的 定 


兴 有 
(AB) ox = x(AB) 
A (Bex) = An (XB) = (XB}A=- x(BA) 
由 于 Z , (MD) 是 非 可 换 环 ， 故 存在 4 ,BEM,CZ) 使 
(ce =AB BA= (d,,) 
于 是 存在 1 志 记 ,i 志 h,， 使 ci,;, 三 4d,,,,， 从 而 有 
X= C00 1 0…0) EZ: "使 
—— 
i, 
关闭 站 二 【全 
X11 (BA = 【di 
故 知 
Xx1(A1B1) x (Bi 
(AIBI} XA (BI?X1) 
于 是 断定 ;关于 运算 4*。”，ZC0 不 是 M。(CZ) 荆 的 堪 模 。 
例 10 在 例 了 中， 今 
X=XA’, Vv AEM,(Z), xE ZI") 
则 ZZ “关于 运算 *。?” 构 成 环 M (ZE) 上 的 左 单 式 模 ， 
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解 ”显然 “2 是 M,(Z) 乘 2 到 2 的 代数 运算 ， 且 有 
CI) (二 向 = (x+) A =A + yA 
二 + 六 yy 
(C2) (A+BYex=x(Art B= xtA’ 十 吾 
= XA + XD — Asx t Bx 
(C3) (AB)ox= xtAB)’ = x(B A) = (xB)A’ 
= (Bex) A’ .- A: (Bex) 
(4) Ecx= xE’ -= XE=x 
Y X,Y M， 及 ,BEM.(Z) 者 成立 ， 共 中 E 是 人 M, (ZZ) 中 单位 
阵 、， 是 环 M. (2Z) 中 的 1 。 于 是 断言 ，Z "关于 代数 运算 “o” 构 
成 环 M,{Z) 上 的 左 单 式 模 ， 
例 11 2Z 是 整数 环 ，M 是 加 群 ， 声 寿 的 这 算 定 义 有 ， 
YY aCcM, ntEZ 


- 一 > 二 
i 个 
no = | 一 人 十 (二 
nn 个 
\ QQ ， HH 二 说 


依 此 , 自然 给 出 Z 乘 财 到 对 的 左 倍 乘 运算 , MM 构成 Z 上 的 左 楼， 
称 为 Z 一 模 ， 
例 12 Z 是 整数 环 ，N = (2) 是 Z 中 2 所 生成 的 理想 ， 对 于 
ND- NON 
X=) ND， gE Z, 如 果 规 定 
IX = CXL ONX2) 
则 关于 此 规定 ，N' ”构成 2 上 的 模 ， 
对 于 任 一 环 R， 今 后 常用 
天 个 
Re" 7 ROR DOR 
霄 水 及 欧 加 法 群 所 作 的 〈 外 )》 直 和 。 


IT 站 


例 12 的 更 一 般 情 况 是 ， 设 丸 是 环 ， 4 是 民 的 左 理想 。 则 
A 一 定 是 R 上 的 左 和 机 。 特 别 症 环 R 的 任 一 理想 A， 加 法 群 
{站 ; + 部 可 视 为 环 尺 上 的 模 。 如 对 环 Z5 来 说 

Ni={0, 2, 4}, Ni={0, 3) 

痢 是 zs 的 理想 ，Ni，N: 关 于 加 法 所 作成 的 群 ， 关 于 Z5 的 乘法 ， 
者 做 成 Ze 上 的 模 ， 
例 ]3 ZZ 是 整数 环 , Zs 是 以 6 为 模 的 剩余 类 加 群 ，YkEZ,， 
a CZ 如果 规 定 
ka = ka 
作为 Z 乘 Zs 到 Zs 的 左 售 磁 运算 ， 则 Zs 构成 Z 上 的 左 模 ， 
可 题 

1 从 出 两 个 雍 堆 的 ， 非 单 式 模 的 例子 ， 并 将 模 的 加 群 分 解 成 两 个 
子 群 的 直 科 ， 使 其 一 为 环 上 的 零 横 ， 其 一 为 环 上 的 单 式 横 ， 

2 该 诸 是 变换 环 及 上 的 左 模 ，Y a ER,x EM, 如 果 规 定 

-全 
则 M 基 于 运算 “." 成 为 丸 上 的 去 异 。 
3 设 财 是 非 冯 换 除 环 民 上 的 卉 单 式 模 ，Y aceR，xE 对 ,如 果 规 定 
二 
证 明 ， 对 关于 运算 *."， 不 做 成 民 上 的 相模， 

4 没 果 是非 变换 环 及 工 的 在 榄 ， 和 是 环 及 上 的 蕊 自 同 构 ， 即 9 是 
及 上 的 双 射 ， 旦 淆 足 

ClTY Fathy = +pby 

《2 ) Top) = pp) p(t) Yab eR YE M 抽 规定 

XA = PY 
删 村 关于 运算 "" 构 成 民 上 的 帮 模 
5 投 寻 大 环 丸 上 的 左 横 ， 单 是 环 $ 到 床 及 的 注 同 态 。 如 果 规 定 
= 
则 于 关于 “…" 构 成 3 下 的 霸 模 。 

6 设 村 荐 加 群 ， 征明， 只 有 一 种 方法 使 并 做 成 ZZ 一 模 ， 

7 设 全 是 有 理 数 域 ，MH 是 久 上 关于 售 乘 运 算 *.*” 所 成 的 单 式 槛 
证 明 ， 放 在 合 上 成 模 的 倍 乘 运算 只 能 是 唯一 的 *。”， 
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8 设 邓 是 非常 的 有 限 御 倍 , 试 间 ， 计 能 成 为 有 理 数 域 辐 上 的 单 式 模 
凤 ? 


$ 2 模 的 生成 集 


以 下 讨论 的 模 ， 总 指 的 是 环 R 上 的 左 单 式 模 ， 对 于 R 一 模 
MM， 由 于 


M= RM = [> [va, ER,xX, CM, ne N| 


可 知 : 若 xE 对 ， 则 有 有 限 个 模 元 素 x1, xi，…，xs MM 使 
区 一 Vax ,a CR. i:- 1], 2, +, 8S 

对 于 》 了 EM， 同样 也 有 有 限 个 元 素 yy，y2,…，Y :SM 使 
y= biy bE R, j=1, 2,.,t 


-一 般 说 来 ， M 的 子 集 四 = {xX1, Nis Xs} 各 Y= {yy Vas “sy 入 
是 不 相同 的 。 因 此 促使 我 们 考虑 ， 是 否 存 在 村 的 子 信 S， 
YzEM 者 能 证 3 中 找到 有 限 个 元 素 2y22 yz， 将 * 湛 成 


立 一 CLs Ci CR, 六 = 1,2, "了 
k=1 


这 样 的 子 集 弛 如 果 存 在 ， 我 们 就 林 以 通过 3 去 研究 及 一 模 M， 
于 是 给 出 

定义 1 设 S 是 六 一 模 M 的 非 空子 集 , 如 果 YxE 对 ,都 存 
在 有 限 个 元 计 zi， urES 使 


党 二 ya,u,, a, tt R, i= 1,2, ar 
=| 


则 称 $ 是 及 一 模 对 的 生成 集 ， 记 作 M = 工 (S) ， 

类 但 的 也 可 以 定义 右 模 的 生成 集 。 

如 案 只 一 模 存 在 着 有 限 个 元 素 构 成 的 生成 集 ， 则 称 尺 一 模 
对 为 有 限 生 戒 模 ， 如 果 灵 一 横财 是 由 一 个 元 未 生 成 的 则 称 
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让 一 槛 MM 为 御 环 模 ， 这 和 村 
M=L{(x) = Rx= {rx| vre Rt 


尺 一 模 M 一 定 存在 生成 集 ， 模 元 素 集 寺 就 是 明显 的 一 个 ，。 
一 般 说 来 ， 生 成 焦 并 不 唯 -一 ， 
下 面 考查 一 下 8 1 中 各 例 的 生 或 集 。 
例 1 对 Z 横 Z'") 来 说 ， 子 集 
I 
S= {e, EZ "Ve, = (0010.0) ,i= 1,9, en} 
就 是 Z 一 模 Z'" 的 一 个 生成 集 ， 
责 实 上 ，YWx= (qs6z,…，4s) 七 Z'"， 都 有 
(ais 02 00) = 61+ 82 + + des 
对 守 M. {2Z) 一 右 模 Z'" 来 说 ， 模 元 素 
el 一 《lt 0 ,0) 
就 是 一 个 生成 集 ， 


例 2 


事实 上 上 上，Yx-= (ae ,ar) Go 列 存 在 
fa a qr, 
4 -| 0 0 | em,z) 
四 性 1 
“0 0 0 
使 x= ec4， 所 以 Z(7 是 于 (CZ) 上 的 右 循环 模 。 
例 3 对 半 Z 一 可 (2) "来 说 ， 子 桌 
tf 


人 
点 = {I, € (C2) 1f, 一 (C05,0,2,0,.. ,0) i= ,2 
是 模 (2) "一 个 生成 集 . 


事实 土 ， YY {a Gy ra) EC 2 测 gC (2), 于 是 
Qi 王 太 ,2, 友 ,全 ZZ。 因 之 有 


(a, 站 29 (ki2, RD, kD 


二 kif, + KE; 了 2 十 Tar + Kn f， 
于 是 知 S 是 (2)0) 的 一 个 生成 集 . 


例 4 对 于 2 一 模 zs 来 说 ， 予 集 
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H={2, 3} 
了 就 是 一 个 生 或 集 。 

事实 上 ，YmEzs， 有 

nm 、 mm 1 -= ml 
= m3 2)= m4 (in) 2 
于 是 知 玉 尽 Zs 在 Z 上 的 生成 集 ， 

显然 1 也 是 zs 在 Z 上 的 生成 集 ， 监 Ze 在 上 是 循环 模 。 

在 以上 各 例 中 ， 和 后 成 集 扩 含 元 素 的 个 数 部 是 有 了 卢 的 ， 它 们 
都 是 有 限 生 成 横 。 下 面 再 看 一 下 无 中 生成 横 的 例子 。 

例 5 设 尽 是 有 有关 0 的 充 镇 环 ，X 是 及 上 的 杀 定 元 ， 那 人 么 
多 项 式 加 和 群 RIxJ +} 在 及 上 是 无 限 生 或 模 ， 

事实 上 ， 对 RCx] 的 任 一 个 有 限 子 集 5 夺 {0 1} 来 说 ， 共 中 
次 数 最 高 的 多 项 式 的 次 数 是 亲 定 的 非 负 整数 nn。 所 以 5 中 任意 
有 限 人 元 素 f(x ，f200 了 所 表 出 的 多 项 式 

人 有 人 十 加 放 +t tar =) 人 及 
其 次 数 都 不 能 超过 址 ， 故 可 断 译 : 3 不 是 R[x 在 民 上 的 生成 
集 ， 

对 于 有 一 籁 型 的 生成 梨 3 来 说 , 任 一 含 S 的 对 的 子 集 N ,都 
是 M 在 RR 上 的 生 或 集 ， 我们 对 不 真 包含 RR 一 积 财 生成 集 的 生成 
集 ， 给 以 特 草 的 重视 ， 

定 尽 2 设 3 是 尺 一 模 计 的 一 个 生成 集 ， 如 果 3 的 任 一 个 
真子 集 都 不 是 模 M 在 环 R 上 的 生成 集 ， 则 称 $S 为 M 在 R 上 的 最 
小 生成 集 ， 

以 上 各 例 中 起 举 的 生成 代 都 是 接 小 生成 人 沫 ， 这 里 ， 例 4 值 
得 我 们 去 注意 。 对 Z 一 模 Zs 记 举 的 两 个 生成 集 

HH={2, 3}, S={1} 
在 十 中 有 两 个 真子 集 : Hi= {2}， 于 = {31， 它们 在 Z 上 都 不 
能 生成 Zs， 故 HH 是 Zs 在 Z. 上 的 最 小 生成 从 。 5 是 只 有 一 个 元 
夷 构成 的 集合 ， 没 有 真 了 集 ( 非 空 ) 。 因 之 3 出 足 Z5 在 Z 上 的 
最 小 生成 集 ，Z。 的 这 两 个 最 小 生成 集 含有 元 素 的 个 数 不 同 。 
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模 的 下 小 生成 集 的 概念 ， 是 数 域 上 线 让 空间 基 且 概念 的 推 
上 查 这 一 推广 ， 怀 巷 展 的 一 些 很 共 林 的 狂 质 设 能 承继 下 来 ， 
例如 ; 
《1) 在 数 域 F 上 有 限 维 线性 空间 VY 中 ， 任 一 个 基底 都 含 
有 相同 个 数 的 问 是 ; 而 在 环 R 上 的 方 狠 生成 模 M 中 ， 不 同 的 最 
小 生成 集 所 含 模 元 素 个 数 可 能 是 不 同 竟 ， 
(2) 在 数 域 F 上 有 限 维 线性 空间 中， 和 任 一 向 量 x， 在 
基底 
1ei，e2，…，e} 
上 的 表 出 式 
XA i ozez 二 en EF, i-1, 2, ,HH 
是 唯一 欧 定 的 。 而 对 你 尺 上 上 有限 生 成 模 对 来 说 ， 任 一 模 元 宫 
x ， 丰 最 小 生成 集 
{i Ha 
上 的 表 出 式 
XA td +tard;, HER, i=1,2,0, 7 
却 不 :一定 唯一， 例如， 在 Z 一 模 zs 中 ， 对 最 小 生成 集 
H={2, 3} 
来 说 ， 模 元 素 5 E Z6 就 可 天 为 
号 =1*2+i3，1 和 了 Z 
和 
5-4.2+5*3, 2、 05EZ 
这 样 ， 对 -- 般 的 有 有 限 生成 模 来 说 ， 就 不 穗 引 进 类 但 乎 线性 
室 河 中 的 维 数 和 上 华 标的 概念 。 因 此 必须 对 有 有限 生 或 模 再 加 以 限 
制 条 件 ， 才 能 使 不 同 的 媒 小 生成 集 具 有 相同 的 元 素 个 数 ， 才 能 
使 任 一 横 元 素 企 最 小 生成 集 上 瞧 一 的 才 出 式 。 这 就 是 下 一 节 
所 要 赋 究 的 自由 模 ， 


习 题 
1 设 民 起 有 1 天 0 的 环 ， 汪 是 一 个 非 空 党 
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w-| 开 ex 1a; ER, xi €8 we | 


i™1l 


证 明 (C1) Y= ax,，y= Dixi EM 如 果 规 定 


r 到 1 


xX+y= Ya, +b, )X， 


则 是 却 群 。 
{2) FCER， 再 规定 
rx = DY) Cra )x， 
刚才 是 只 了 上 的 九 。 
*3) 全 


N= {x |vxe SEM 
则 六 是 MM 在 RR 上 的 一 个 生成 集 。 称 上 一 模 计 基 S 在 民 上 的 生成 模 ， 
2 设 Si ={2}， S313}，Sa 三 12， 引 试 求 出 i S15S1，33 在 
翰 数 环 Z 上 的 生成 模 ， 
如 果 规 定名 科 S$S，; - 1 ;1:33 的 形式 怖 法 有 
1l*2=2, 1'3=3 
那 交 ， 计 !:， 放 ;， 计 3: 特 是 环 模 名 的 什么 桩 的 下 模 ? 
3 设 Z[ 四 是 整 系数 名 项 式 环 ，YW 了 A) 交 [ 和 XE， 规定 
FOrx= Xx) EZ 
则 整数 加 群 Z 是 环 ZCAJ 上 的 米 。 证 明 ，W EZ， 福 ZAI 上 融 有 
=L(y), 
4 没有 只 是 有 1 天 0 的 环 ，S3= (x，y) 是 民 中 出 标量 x* 和 生成 的 理 
想 ， 求 : 及 一 模 S42) = 5 中 3 的 生成 集 , 
5 证 明 ， 任 一 有 限 生 成 的 有 民 一 槛 邓 ， 都 存在 最 小 生成 集 。 


33 上 自由 模 


自由 模 是 比较 接近 于 数 域 上 有 限 维 线性 空 阅 的 一 种 模 ， 因 
而 数 域 上 线性 空间 的 一 些 结果 也 就 使 于 推广 到 自由 模 上 .， 
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先 谈 --" 下 R 一 模 M 中 元 素 的 线性 关系 
对 于 及 一 模 村 ， 如 琴 Wi yp，Wr EM ms ds": 人民， 
则 称 模 元 尝 
dM + OMT 十 站 琵 + 
为 wbtzy Us 在 R 上 的 一 个 线性 组 合 ， 
如 果 模 元 素 xSM， 能 表 成 
X= birt bust 十 四 于 
bi ER i=1,2,",n 则 说 x 能 被 模 元 素 也 ， tz,… ,w+ 线性 玫 
出 . - 
显然 ， 模 元 素 6 ， 一 定 能 被 异 元 素 wl，tts，…， tw， 线性 表 
出 ， 因 为 对 任 一 组 模 元 素 如 ，r，…，&#， 等 式 
= 0u + Ou t+ + tn 
都 必然 成 立 ， 
对 于 模 元 素 组 刀 ，t， ,来 广 ， 如 此 存 在 一 组 不 全 为 
零 的 标明 a,，g;，…，a， 使 线性 组 合式 
Mi + wit :十 和 x , 二 自 
则 称 模 元 索 组 His Ha "Hn 在 环 只 上 线性 相关 。 
如 果 对 民 中 任意 一 组 不 全 为 零 的 标量 ，m，ra…，r。 线性 
组 合式 
的 下] ttt n+ri To 
永远 成 立 ， 则 说 模 元 素 组 司 ，uz，…，t 在 环 民 上 线性 无 关 ， 
复元 素 组 在 环 及 上 的 钱 性 关系， 几乎 是 向 量 组 在 数 域 上 的 
线性 关系 的 重 述 。 但 要 注意 ， 由 数 域 推广 到 环 ， 对 线性 关系 将 
产生 重大 影响 。 
《1) 在 数 域 上 的 线性 空间 中 ， 一 个 非 零 向 量 一 定 是 线性 
无 关 的 而 在 环 上 的 模 中 ， 一 个 非 零 模 元 烷 刚 未必 是 线性 泡 关 
的 .例如 
在 环 模 zs 中 ， 对 非 专 模 元 素 2 来 说 ， 用 标量 3 去 倍 乘 之 ， 
则 有 
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于 是 部 非 党 元 素 2 在 环 Zs 上 是 线性 相关 的 ， 

通常 将 线性 元 关 的 模 元 素 叫 自由 元 ， 否 则 叫 非 自 由 元 ， 

《2) 在 数 域 上 的 线性 空间 中 ，-- 个 线性 相关 的 向 量 组 ， 
必 存 在 一 个 向 量 能 被 其 余 向 量 线性 开山 ;而 在 环 上 的 模 中 ， 一 
个 线 竹 相关 的 复元 素 组 ， 未 必 存 在 和 模 元 素 能 被 其 余 模 元 素 线 性 
表 出 。 例 如 

在 环 模 Zs; 中， 考查 模 元 素 组 

{2, 3} 

如 果 在 环 Zo 中 ' 取 标量 ，3 ， 2 .再 对 模 元 素 组 作 钱 性 组 合 ， 

则 有 


B22 3830 
于 是 知 { 2 ，3 } 在 环 Zs 上 是 线性 由 关 的 。 但 是 ， 模 元 素 2 在 环 
Zs 上 上 的 倍 元 集 为 
Zor 2={0, 2, 4) 
模 元 素 3 E Ze* 2 ， 于 是 断定 模 元 素 3 在 环 Z。 上 ， 不 能 被 模 元 
素 2 线性 表 出 。 间 样 ， 模 元 素 3 在 环 Z 上 的 倍 元 集 为 
Zer3={0, 3} 
模 元 素 2 < Z。 3 ， 由 此 推出 2 在 环 Zs 七 也 不 能 被 模 元 素 3 线 
性 岩 出 ， 
由 些 断 音 : 在 线性 相关 的 寞 元 素 组 { 2 ，3 } 中 ,在 环 Z 上， 
任 一 个 异 元 素 都 不 能 被 其 余 模 元 素 线 件 老 出 。 
还 应 该 注意 ， 模 元 素 组 的 线性 关系 ， 受 所 在 环 的 制约 作 
腹 ， 如 将 加 群 Z% 看 作 环 zs 由 的 模 时 ， 模 元 素 1 是 线性 无 关 的 ; 
看 作 束 数 环 Z 上 的 模 时 ， 有 


rr——_ 


6,1 -6x1l1=- 0 


6EZ，6 拓 0， 故 知 1 在 环 Z 上 是 线性 相关 的 ， 
定义 1 设 尺 是 有 1 二 0 的 环 ， 如 果 RR 一 模 M 存 在 一 个 线性 
无 关 的 有 限 生 成 集 ， 则 称 M 是 RR 上 的 自由 模 ， 
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如 果 尽 一 模 M 是 自由 的 ， 则 称 它 的 线性 无 关 的 有 限 生 成 集 
为 对 在 及 上 的 自由 基 
显然 ， 日 由 共 中 任 一 模 元 素 部 是 自由 元 ，RR 一 模 必 的 一 个 
自由 基 ， 一 定 是 M 在 R 上 的 一 个 最 小 生 记 集 ， 
以 后 常 将 有 限 华 {tt， 碍 ，…，t&,} 编 记 成 {4},， 
如 时 RR 一 模 导 荐 自 由 的 ， 自 由 未 为 上 = {uw,}*-:， 则 说 模 
M 是 由 下 出世 上 U 持 成 的 ， 记 为 
M = HL We re Hay 
下 述 命 题 是 显然 的 . 
假设 RR 一 模 针 是 自由 欧 ，U = tn,}'., 是 M 的 一 个 自由 
基 ， 则 MM 中 任 一 模 元 素 x 都 可 表 为 1, Wz,…, Ws 的 线性 组 合 
Xt ta hd, 
并 且 这 种 表示 法 是 唯一 确定 的 ， 
例 1] 环 模 zs 是 自由 模 ， 因 为 
Zs=L(1) 
且 1 在 Ze 上 是 自由 的 ， 故 {T} 是 模 Zs 在 环 26 上 的 自由 基 . Ze= 
《1» 
例 2 2 一 模 Zs 是 非 自 山 模 。 因 为 对 任 一 械 元 素 a € Zi， 
都 有 6EZ，6s0， 和 使 


6r+q=6a=0 


于 是 知 & 存 2 上 是 非 和 由 的 。 从 而 可 断 音 ， 模 zs 在 环 Z 上 的 任 
一 生成 集 痢 是 线性 相关 的 。 故 知 模 Zu 在 环 Z 上 是 非 自 由 的 ， 
例 3 设 玉 是 有 1<s0 的 环 ， 
RD = {a qs) |g: ER sy] 
是 由 RR 的 加 法 群 作 的 《外 》 直 和 ，。 YY x= (Car qqs) ERR("》 
fCR 规定 


rx= tro POP 
则 下 在 代数 运算 5.* 下 ， 构 成 R 上 的 槛 ， 取 
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¥ 

E={e, ER "|e, = (0010.0, i=1,2,.h)} 
则 有 有 Ri = 工 (el ee)， 且 当 

Kes + Kaeat :+ ken = 
,二 民 ，1<ST<R 时 ， 有 ki =0， 于 是 知 : E 是 RD 在 及 上 的 线 
性 无 关 生 成 党 .是 民 "在 及 上 的 一 个 入 由 基 ， 

例 4 广 民 是 有 1 去 0 的 位 换 环 . 
R= {tar qrgr) fa, CR, licen} 


是 环 R 如 法 群 的 从) 下 和 ， 


1 Ain | 
+ | aijE R, ili, jin 
和 好 :1 于 人 ， | 


是 民 上 的 LE 阶 第 阵 环 。 YW X= (al qz) 人 Ri A= (Ca;;) EE 
M:(R)， 规 定 
r= 
则 在 运算 *， ?下 ，R'" 是 环 M. CR) 上 的 模 ， 此 模 是 非 自 由 模 。 
囊 实 上 ， 如 果 下 = Cb， ba) 和民 ，U 专 0， 则 在 M,(R) 
中 存在 


M, (RY = 


Bu: TB = 
于 是 可 知 #4 在 M.tR) 上 是 非 自 由 的 所 以 及 的 任 一 生成 集 在 
环 M.(R) 上 部 是 线性 相关 的 ， 从 而 得 知 ， 模 R :在 环 M,CR) 上 
是 非 自由 的 。 
在 数 感 世 卫 的 有 限 维 室 疝 Y 中 ， 革 底 所 合身 量 个 数 是 梢 岂 
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的 ， 从 而 导入 线性 空间 维 数 的 概念 ， 下 面 将 这 -概念 推广 到 奖 
钦 环 的 目 由 模 上 。 
定理 设 R 是 有 ] 志 0 的 变换 环 ，M 是 尺 上 的 自由 模 ， 如 果 
U={u,}， ,和 Y-fyr) 是 村 罕 R 上 的 两 个 自由 基 ， 则 有 
各 1 一 入。 
证 明 ”因为 乙 和 是 R 一 异 对 的 两 个 生成 基 ， 故 有 
,= yg, :Ps F112 


=| 


v= pb, us j-1,2,. ,Mm 
了 一 - 


写成 阵 的 形式 
和 
Ha 二 21 22 人 | 3 | 
| | 
\a Ql Qt.Y a 了 
和 
| , “bu biz bi Wa 
iv _ bn bz bas dt 
| : 
ha ba boy or bos us 
会 看 得 更 清楚 些 。 于 是 有 
“MH! ~ “区 
1 SABI 
‘us Wi 
和 
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其 中 A= tai,) 是 及 上 的 天 行列 阵 ， 中 - (5b. 是 R 上 m 秤 nt 
列 隆 ， 放 知 :4B 是 尺 .上 阶 方 阵 ，BA 是 及 上 兽 阶 方 阵 。 再 由 
ta 和 {fv,}7?-， 是 模 M 在 及 上 的 线性 无 关 组 .进而 断定 
AB= E.. BA=E,. 
不 妨 根 定 m: na， 可 将 4 补 成 1 阶 方 阵 


"A, in 0 . 0 ~ 
A oO 
a qa.s 0 07 
将 召 也 补 成 丸 阶 方 阵 
bu by we bs “B | 
B -| 六 ba? 省 | 
0 必 0 | 
\o 0 .. 0 人 to 一 nmjxn | 


于 是 有 


B 
Bi = (AA ooj=4B-e， 


4( 和 B 是 有 1 交换 环 尽 上 的 闫 阶 可 逆 阵 ， 据 第 三 章 8 4 可 知 
BiA'= 4,Bi = EF, 


B BA 0 
a4- | 40) =( js 
DD DO 0 


和 开导, 故 知 员 宇 ni; 同 理 可 证 ，n 关 mm， 新 以 具 能 有 w= nn, 证 完 。 

定义 2 设 R 是 有 1 二 0 的 交换 环 ，M 是 RR 上 的 自由 模 。 称 
六 竹 丸 上 的 自由 基 所 含 模 元 束 的 个 数 半 为 模 M 在 尺 上 的 秩 ， 此 
时 称 M 为 RR 上 的 秩 自 贝 模 ， 
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但 是 


习 题 


1 设 {X1 ;Xz ,区 是 及 一 异 则 的 一 个 线性 尤 关 组 ，{%1 X21， ， 
Xa Xm 1 是 R 一 异 竺 的 - -个 线性 相关 组 ， 那 么 Xn. , 一定 能 被 Xi,X*:， 
‘Xn 名 性 表 出 吗 ? 如 果 民 是 除 环 ， 结 果 将 如 何 ? 

2 证 是， 环 民 上 自由 模 对 的 自由 基 忌 = 4， 生 -， - : 定 十 风 在 屎 
上 约 最 小 生成 全， 

3 设 及 是 有 1 瓜 1 和 的 变换 环 ， 所 有 非 单 从 《 非 可 闭 元 ?都 舍 在 真理 想 
六 中 ， 考 查 玉 一 模 R 7 邻 U= 人 i; = 0009 G2 ain)rsi-i 是 
Ki" 的 民 一 自由 基 ，、 刚 

CY Ru = {ou: ER ， 下 L 
按 只 一 异 六 的 运算 ， 构 成 1 秩 自 由 模 。 

《2)》 Gii9j=s1,2,"…'yh 中 至 少 有 一 个 元 索 是 及 中 的 单位 (可 道 元 ) 
1 入 [1 

(37 a 1 i 生成 的 埋 扑 


< , is n> = 站 


《4 aij=aij+N 在 Ri/N 中 ， 至 少 有 一 全 是 单位 《可 逆 元 》， 
4 设 民 R= {9+ 四 0,b EZ}=Z[i]， 对 于 R 一 模 R'" 和 2 一 模 
Rir": 
C1 Ri 中 任 一 个 RR 一 线性 无 关 静 也 是 2 一 线性 无 关 取 ? 
(C2) R'" 中 任 一 个 明 一 线性 相关 组 也 蚌 Z 一 线性 相关 喇 ? 
《3) RR" 在 RR 上 是 秩 自 由 模 ， 在 加 上 也 是 自由 的 妇 ? 如 果 基 ， 
著 数 是 包 少 ? 
5 说 邮 , 和 财 ;是 只 上 的 两 全 自 岂 横 ， 棱 数 分 别 是 Ri 和 h;, 令 
M= MPM, = {a1) fa EM ,0 EM,} 
是 大 | 和 向 ;的 (外 》 直 和 所 化 的 加 群 ，Y rER，(g1,42) EM， 如 果 规 由 
rtd or) = (Cra, ra) 
则 总 移 成 RR 工 的 各 ， 称 民 一 模 村 为 只 一 模 M， 和 R 一 机 时; 的 (外) 直 和 ， 
证 明 ， 
(C1) 玉 一 模 邮 是 自由 模 ， 
‘27 和 一 柑 导 的 靳 = + 
6 上 是 环 人 的 子 环 .村 是 RR 上 的 自由 模 ,试问 :MM 是 否 是 口上 的 模 ? 
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如 时 玉 起 龟 的 理 要 其 结果 又 如 何 ? 


3 4 n 秩 自由 模 上 的 线性 代数 


有 i 二 0 的 交换 环 上 nn 秩 目 由 模 与 数 域 上 m 维 线性 空间 比 
较 ， 仅 差 一 个 标量 可 除 性 条 件 ， 因 此 ， 在 把 数 域 上 rn 维 线 性 空 
问 的 结果 启 变 移 环 上 上头 秩 自 由 模 推 广 时 ， 注 意 至 不 可 除 性 就 可 
以 了 。 

设 RR 是 育 1 专 0 的 交换 环 ，M 是 尺 上 的 # 秩 自由 模 ， 
UU: fu 电导 的 R 一 自由 基 , 出 是 M 在 R 上 的 生成 集 , 训 
加 Yxs MM， 在 民 上 一 定 存在 有 序 标量 组 ， (qj，t, …， an)， 
dl 亡 民 ,., ,12,，.，' 售 

其 一 上 让 | 十 各 ?下 二 让, 于， 
义 由 于 口 在 RR 上 是 线性 无 关 的 可知 有 序 标 量 组 (ql，a2，…， 
Gr) 是 唯一 确定 的 ， 称 有 序 标 量 组 (a, aa,) 为 模 元 素 区 
在 R 一 自由 本 吕 上 的 华 标 ， 记 作 ，[x36= (gl ea …' 9) 

对 于 M 上 的 模 元 素 x，y 和 RR 上 的 标量 + 如 果 

Lx = Cg 2 my ai) 

fy]u = (bi, bs, 7, be) 
规定 

Cxjo [Lyie= (ab, qa- br an + be) 

rx Cra, rasy ry a) 
则 有 有 

LX+ Yl = CR + Cy 

LFxJr = FLX 

由 于 模 元 过 在 生出 基 习 上 的 坐标 由 自由 基 的 确定 而 确定 ， 
所 以 当 自 由 林 改 换 时 ， 一 般 说 来 同 -- 模 元 素 的 坐标 也 将 随 之 改 
换 。 二 自由 基 间 的 改换 规律 由 下 述 定 理 给 出 ， 

定理 1 证 邓 是 环 及 上 的 n 秩 自 由 模 ，D =- {uw;}*.， 是 人 
在 RR 上 的 自由 基 ， 则 模 元 率 集 
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nn 


wu 人 | [4 = (a, :19 (0; 19 
是 对 在 丸 上 的 自由 基 必 要 而 且 只 要 矩阵 


GT Qi a ) 


A=| 人 22 i* Oy 


\ qr) 站。 nn 


在 尺 上 是 可 着 的 ， 称 和 虐 阵 4 为 自由 基 喜 到 自由 基站 的 演化 阵 ， 
证 明 ”必要 性 ， 当 VV={v,}'-， 是 村 在 R 上 的 自由 基 时 ， 
将 有 了 = 人 直 ; ,) M,CR)， 杆 


Hl | 
| 天 3 BB) Yi2 | 
| : 
Li ly 
其 中 CH r= (hu, bp,.:, "a pir) 出 定理 条 件 可 知 
f Vi ， [5 : 
肥 ‘A . 
:| 
Hn ， \ nn 
于 是 有 
HK! ‘i | 
及 |=B A : 
Wi | Hn 


由 口 是 自 由 其 ， 可 断定 B84 = 互 。 于 是 由 第 三 章 8 1 可 知 4 是 民 
上 的 可 北 阵 ， 


充分 性 。 老 A 是 R 上 #4 阶 可 送 阵 ， 唱 在 R 上 存在 n 踢 阵 
B8， 使 48= BA*=E， 于 是 有 
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| 


Bl pA | | 
| : 1 : ;| 
Ly, 人 ， 
故 知 :YXxE 册 ， 将 有 
1 | Pi | 
] ， 
X= XJo 人 |=Cx]oB 
下 ! | Vn 
V= {Vv,} -| 巧 计 在 R 上 的 一 个 生成 集 。 义 ， 如 果 
,VL 
《人 dr a) 及 一目 
yy 
ao, ERG-=1,， 2, ,ny 由 
i 


(ol ar 7 | = 


i 
由 于 品 臣 自由 基 ， 于 是 得 
{A Gr HA= 0 0.…0) 
从 而 有 
《al Ca 1 Gx) = (AQ G2 1 A) (AB) 
= ft 0 4-1AIB 
= 0 … 0 
= {0 0 0) 
即 V= {vi}i-, 是 MM 在 R 上 的 线性 元 关 元 素 组 ， 所 以 ，V 是 MM 
在 RR 上 的 一 个 自由 基 ，, 证 完 ， 
下 面 再 看 一 下 ， 自 由 大 间 的 相互 演化 对 模 元 素 上 坐标 影响 区 
律 ， 
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定理 2 设 0U-{u.}))-, 和 YY -tv,}'-, 是 R 上 n 秩 自由 
模 夺 的 黄 个 自由 基 ， 生 


Vy 


则 ， 和 wx 所 M 都 有 
[xlo= Cx jr 

证 明 因为 
VY] 1 中] | 
| 
Ca WY xe 
| 
Vp WW, 

于 是 有 
,WH ， 1 1 
EX] 和 A 2 = [Xe "1 | 
i “到 


电 于 辟 是 自由 基 ， 故 有 
CxJo = xjr 态 ， 证 完 ， 
定义 1 设 M 是 环 及 上 的 4 秩 自由 横 ， 
TT; 了 一 
是 加 群 MM 的 自 同 恋 ， 如 果 满 足 
PA) = pix}, VxXEM, reER 
则 称 间 是 模 M 上 的 只 一 自 周 态 . 
例 1 KR 上 nn 秩 自 由 模 呆 的 枉 等 变换 
$y (CX) = 
YXEM， 是 Mt 的 RR 一 自 同 沪 . 
例 2 ”RR 上 x 秩 自 由 模 M 的 位 做 变换 
L(x) =ax, OE R, vxtEM 
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是 对 上 的 民 一 自 同 态 . 
例 3 M 是 环 R 上 的 秩 白 由 模 ,p 是 对 上 的 一 个 线性 型 ， 
由 p:M 一 R， 有明 满足 
DX+ Y= p(X) + py) 
pIrx) = rp(x), 
XEM， rE RU MMH， 规定 
Tasgu CX) = KF vxCM 
则 f.,:。 是 MM 上 的 RR 一 上 自 同 态 ( 叫 做 由 线性 型 p 和 模 元 素 4 所 定义 
的 线性 平 延 ) . 
解 立交 YEM， 有 
和 hy CX (x + prt yu 
= {Xt yy) TLEIX) + POY OH 
一 人 其 十 月 (0 下] tly+pty ul 
二 Th 《和 FT Te, CY) 
于 是 知 Y*… 是 加 群 M 的 白 沿 态 。 又 Y xE M，rGR， 有 
To OFXN) 一 了 区 十 DAA 
=rFx+ rptx)u 
=+CX+ px) 
= FTa,n (XY 
于 是 知 re。 是 对 的 民 一 月 局 态 ， 
定义 2 设 M 是 环 RR 上 的 nn 秩 自 由 模 ， UU ={4,};-, 是 计 
的 尺 一 自由 茜 。np 是 村 上 的 只 一 自 同 术 ， 如 果 
[第 (= Cai in 
i= 1,2,…, 1 则 称 阵 


CH Bl 0 ， 
| 
| 站 好 Fir 各 
站 一 Ll 了 于 4 
二 本 
1 
“11 Un "0 仔 mm i 


为 民 一 自 河 态 p 在 R 愉 一 自由 基 忌 上 的 阵 ， 记 作 A= Matuqp， 
对 9 来 说 ，Matoy 是 唯一 确定 的 ， 
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例 4 n 秩 鼻 由 神 M 上 的 恒 等 变换 Iur， 在 对 的 任 一 生出 天 
U 上 的 阵 ， 都 是 单位 阵 。 即 
1 1 


| 

1 
Matr Ty 二 E 一 | 

| 


1 
例 5 # 秩 自由 模 MM 上 的 位 似 变 换 L,， 在 计 的 任 一 自 出 基 
U 上 的 阵 都 是 纯 量 阵 。 妈 


Matui, = aE=| 
'‘ a 


例 6 # 秩 自由 粮 夺 上 的 由 线 狂 型 9 和 横 元 素 定 闵 的 线 
性 平 延 Troy 在 及 一 目 由 关 UU= fi 六- 工 ， 如 果 p(w,)= #9,， 
CH 三 《bi barhr), 风 


“1 上 +apt db "ib 
azb 
Mat (ft.,.) = db ] + ob 2 
| qb daby si 1+arbn | ， 


1 dl | 
E+ | (ba bn) 
a 
解 由 T= + Pu,)4， 于 是 得 
LTp,s (W)C le + a, Lule 
= {tab (lt ob aib,) 
i= ,2 1, 从 而 得 
199 


| 1+ab: db ‘fb; 


1l+abs ** qb 
Matr To,, -| dzb! 0 过 
\ dD: nb i 1 十 dh. 


1 心 ! | 
=Er+, 人 ‘hy 六 2 


aad 


只 一 自 同 态 gq 的 阵 Matw (9 由 尺 一 自由 基 均 所 唯一 确定 ， 
于 面 看 一 于 自由 基 闻 的 相互 演化 对 四 的 阵 的 影响 规律 。 

定理 3 设 民 一 模 M 是 区 秩 自 由 错 ,，U = 人 ,7;-， 和 Y= 
{v,}i-， 是 MM 的 两 个 RR 一 自由 基 ， 县 


1 3 | :HI 

| 

上 x tt 

| “|=C ? 
下 国 | “ 
本 

Vr , tin ! 


C= EM。(R)。 是 自由 基 忌 到 7 的 演化 阵 。 如 果 M 上 民 一 
自 同 恋 Pm 在 U 上 的 阵 是 丸 ， 首 VY 上 的 阵 是 上 8B， 则 
B= CAC-: 
证 明 Y xEM， 由 四 在 Y 上 的 阵 是 B， 六 尊 
Co Dy = LxjpB 
由 罗 在 Z 上 的 阵 是 4， 可 知 
Co {X) Yo = Cx)vA 
六 因为 
CO EN) Ju = Cp CX) yO 
CX = CJ; 
于 是 得 到 
CxXIrBC= ExjsA= CxICA 
由 于 Y xE 上 式 皆 成 立 ， 故 有 
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BC= CA 
从 而 得 出 B :CAC-L 证 完 。 
下 面 讨论 -- 下 R 一 白 态 的 集合 . 设 R 一 模 M 是 rt 秩 目 由 
模 。 令 
Enda(M) = {BM 一 MY 是 RR 一 自 同 态 } 
(C1) yp， EEndr (M)， 规 定 
{p+ x = pr WV x M 
则 {Enda CM)，+ } 是 加 群 、 称 为 及 一 蝇 由 模 M 上 的 及 -一 自 向 态 
加 群 ， 此 和 群 的 零 元 为 
0x) =8, vv xEM 
称 为 零 变 换 ， 
C2) YPEEndr Of}， rE R， 规定 
《rp) ex) = rp}, YF XCM 
则 加 群 Ends CM) ，+ } 构 成 环 尽 七 的 nm 秩 自 由 模 ， 
这 只 要 证 明 ，R 一 模 End; (M) 存在 着 m2 个 模 元 案 构 成 的 
及 一 自由 基 即 可 ， 
事实 上 ， 令 = fa 1 -, 为 RR 一 模 村 的 一 个 自由 基 , 取 M 
上 的 RR 一 自 同 态 
pi:ss M—M 


X= bai yau, WY xEM 
， 1 


妈 ， LF :X= ait#,: 可 以 验证 
P= {p, i ii jn 
是 RR 一 模 ndr CM) 的 一 个 R 一 自由 基 . 这 是 因为 , 当 gp E Ends(M) 


时 ， 有 Matv (y) = (ga, ,)EM,(R), 对 x= aiti;iEM, 有 


CX) -of( Tau, ) - aplu,) 


= Ta (Tam )= 工 a :Cal ;) 


1 1 


mr 1 fd 
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-( 代 二 。 pi jx 
YxE 对 ， 上 式 绒 成立， 于 是 有 
所 以 P= ip， i, 是 Ends (M) 在 R 上 的 一 个 生成 集 ， 又 
因为 ， 浊 
立 并 op =0 《变换 ) 
时 ， 风 VY wrEU 都 有 
p00 
于 是 由 p, 的 规定 可 得 
yr, =8 


遇 此 得 ，P =0 和 =] 了 2， RD) 对 1<ksh 部 成 立 ， 从 而 若 
P= fpi =，， 在 R 上 是 线性 无 关 的 元 素 组 . 所 以 P 是 RR 一 
模 EndaCM) 的 一 个 自由 基 。Endas(M) 是 尺 上 好 秩 自由 模 ， 

(C3) Tn， 站 GEEnds(M)7， 规定 

(Pex=0m 人 Bx) vv xEM 

则 {Ends CM) ，+ ，° 小 是 环 ， 称 为 模 M 的 R 一 自 同 态 环 ， 

(C4) Yo, JEEndr(M), rER 有 

(Fr) y= po ry =r pe) 

综合 上 述 ， 可 知 自 由 模 M 上 的 R 一 日 间 态 环 {TEnds(CM) ， 
+ ，° 和 环 R， 在 代数 运算 “*” 下 组 成 一 个 代数 体系 。 这 是 一 
个 比 模 的 条 性 更 加 香 染 的 代数 体系 ， 此 代数 体系 叫做 环 尺 .上 的 
线性 变换 代数 ， 

“代数 ”一 词 ， 指 的 是 具有 一 定 运算 结构 的 代数 体系 。 它 与 
代数 学 科 中 代数 ”一 词 ， 具 有 不 同 的 合 义 ， 

下 杆 再 看 一 下 环 尺 上 的 线性 变换 代数 用 环 民 上 的 定 阵 来 表 
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示 的 问题 ， 
对 于 R 上 的 矩阵 环 M. CR) ， 记 有 及 中 元 素 对 MCRR) 中 
自 阵 站 = (a 人 的 乘法 运算 
rA= Cr 人 了 峙 及 ) 
这 时 和 矩阵 环 M,(R) 与 环 尺 在 此 运算 下 则 构成 一 个 代数 体系 ， 捉 
做 坏 尺 上 的 阶 算 阵 代 数 . 
设 RR 是 有 1 三 0 的 突 换 环 ，M 是 RR 上 的 # 秩 自由 黎 ，U = 
{u,});- ,是 MM 的 一 个 民 一 自 内 基 ， 令 
Mats: Ends (M)—-yM,{R) 
Ph—> Matspm EM, KR) 
vot Ends (tM)， 则 Matu 是 双 射 ， 且 满足 
(1) Maturtp tw = Mat, gp tt Matey 
(C2) Matr tap) = a(Mat op) 
{3) Matr (pp) = (Matuy) (Mat, oq) 
YY op, ECEnd(M}, atER. 
其 中 (1)，{2) 是 易 证 的 ， 下 面 证 一 下 (3)., 对 于 xEM， 
有 
C {px = Cx Mat Cp) 
和 
[有 (Ta 六 
= {Cx Mat, pr Matep 
= [x Mat 由 Matt 
由 于 {gD Cx) = 四 人 人 ， 故 刘 
[xl Mat (ph) = Tx CMat vyMat py 
对 尾 一 xC M 都 成立， 于 是 得 
Matr Cp) = (Matu th} (Matrgp) 
此 时 称 环 尺 上 的 代数 End(CMH) 与 M.(R)》， 在 映射 Mat， 
下 ， 古 芭 同 构 代 数 ， 在 同 构 前 冠 俯 “ 反 ” 学 是 说 与 站 之 各 在 
Mate 下 之 象 ， 为 单 与 和 在 Mat; 之 下 象 的 反 序 积 . 
R 上 的 代数 必 ,(R) 是 用 只 中 元 素 做 出 来 的 。 比 丸 上 以 
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的 自 回 态 为 元 素 的 代数 Endy(M)? 来 说 ， 更 为 具体 和 明确 。 因 此 
对 一 些 课 题 ， 往 往 是 放 在 代数 M.(RR) 中 去 研究 ， 其 结论 相应 
的 在 代数 Ends (M) 中 也 成 立 ， 通 常 将 及 一 代数 1,(R) 作为 及 一 
代数 Endr(M) 的 表示 来 使 用 ,。 “高 等 代数 ?中 用 系数 阵 去 研究 线 
性 变 搞 ， 就 是 这 一 思想 的 体现 ， 
习 车 

1 试 求 出 环 横 Zs 的 所 有 自由 基 及 两 两 自 出 基 间 的 演化 阵 ， 并 对 模 
元 素 汪 ， 3 求 出 在 各 自由 基 . 上 的 你 标 ， 

2 求 出 Z 一 机 儿 '1 的 两 个 自由 基 ， 并 求 出 模 元 素 (1, = 1),(0,2)， 
{5，7) 在 记 冰 丰 由 正 上 的 坐标 ， 

3 ”对 之 一 机 ZZ(") 的 子 集 

已 = 1a， = {HO, | UU, 17 | i=1,1,， ， "} 

证 明 ，U 是 Zi" 在 Z 上 的 自由 基 ， 必 要 而 且 只 票 阵 六 = ta, ,) 的 行列 式 
det4 = 土 1. 

4 设 RR= 手 +Bi| apEE，i= -1) 是 高 斯 环 大 = RE ， 对 
R 一 白 由 机 MM 


(1) 求 出 时 的 两 个 RR 一 日 由 基 如 入 
C2) 已 知 民 一 白 同 态 ¥， 六 具有 


1 0 i 
Matvtry = 6 ] 0 

0 站 i 

i 0 0 
Matytyy = 0 -i 1 


试 求 民 一 白 同 志 
ft ,wp = Tyr + 站 ++ 
在 自由 基 上 上 的 阵 , 


并 x a < 情 |， 刘 于 RR 一 模 M (中 是 实数 绒 ) 


5 设 | 
1 j 
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《1) 只 是 沿 分 算 予 ， 证 明 :， 厂 ”… :=0， 并 求 出 在 孜 一 让 宙 基 = 
人 和 Y = ,_ ,上 的 阵 ， 


(C2) 邻 Yi fx 了 (Xt+1)，YfCX) EM 证明: 是 BR 一 自问 
态 。 屋 和 有 


《3) 决定 上 & 一 自 同 态 5= 丰 -了 人 在 训 出 全 : 


w-| 由 ， 本 ， wo=1,1 | 


i! 
上 的 阵 ， 
6 对 于 R 一 ni 苇 自 由 模 必 
《1》 证 明 ， 玉 一 模 Endg(M) 是 #2 黎 的 自由 和 翌 。 
(2) 求 出 民 一 横 EndntM) 的 两 个 R 一 白 由 基 , 
《3 如 果 EEndrtM)， 和 且 在 某 自 由 菇 GE 上 帮 对 hack 外 ) 王 丰 = 
(9; ;,}、。 试 求 ? 在 (2) 中 所 求 的 R 一 自由 基 上 的 坐标 . 


35 向 量 空间 上 的 线性 代数 


-- 般 环 上 的 柜 是 比较 复杂 的 ， 为 了 便于 将 数 域 上 线性 空间 
的 一 些 结果 推广 到 环 土 的 模 ， 在 3 4 中 将 一 般 的 模 强 化 成 交换 
和 环 上 2 秩 自 由 模 ， 在 此 基础 上 讨论 了 交换 环 尺 上 的 线性 变换 代 
数 Ent ny) ， 

本 节 将 把 模 的 一 盘 条 件 强化 为 陈 环 . 上 的 有 限 生 成 模 。 这 时 
情况 要 简单 些 ， 这 是 由 于 有 

定理 ] 除 环 K 上 的 有 限 生成 让 模 V 都 存在 K 一 自由 基 ， 

证 明 没 $S 是 V 在 K 圭 的 一 个 有 限 生 或 集 ， 则 在 5S 中 可 选 
出 一 个 最 小 生成 集 

X= fx 二 -生生 
对 天 中 任 一 组 不 全 为 零 的 标量 下 ，b 9 ， 都 有 


bx + bax + ar? + br = 寺 自 
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人 否则， 大 
pxit+hxa+ + th xn = 
且 有 5, 千 0， 那 么 将 有 
X= CBr bXx+t+ tC(- bi bb,.) Xi 
C—brib,rdx,rr+ + (—b, bi)x. 
于 是 羡 = {x 也 是 WV 在 K 上 的 一 
个 生成 集 ， 县 有 天" 宅 江 ， 这 与 是 最 小 生成 集 了 矛盾 。 从 而 知 天 
是 Y 在 玉 上 的 一 个 线性 无 关 的 有 限 生 成 集 ， 和 是 Y 在 天 工 的 自由 
定义 1 除 环 KK 十 有 限 生 成 让 ( 右 ) 模 ， 称 为 外 上 应 ( 右 ) 
问 量 空间 ， 于 -一 自由 基 简 称 到 一 基 : 天 中 元 素 称 为 纯 量 ，Y 中 
元 崇 称 为 问 量 . 
例 1 设 K 是 除 环 ， 则 KK 一 模 K'” 是 一 个 上 向 量 空 间 ， 
这 里 
KY=1{(a oz ao) la: EK, i=1,2,3} 
是 加 群 贡 的 〈 外 ) 站 和 。， 作 用 乘法 为 
Kx= Ekta dr a3) = ka 天 Ka:) 
YxCK MkEK， 此 向 量 空间 是 KK 上 的 左 空间 . 
相当 于 维 数 定理 有 
定理 2 设 V 是 除 环 关上 的 左 间 硬 空 间 ， 如果 久 = 
{xi}i-,，Y={y;}?-.1 是 VY 的 两 个 KK 一 基 , 则 有 m= 8。 
证 明 ”着 加 牛 n， 椒 妨 假定 由 人 考查 向 量 组 
Y= {YL XL 
由 区 是 关 一 基 ， 知 Yt 是 线性 相关 的 ， 故 存在 不 全 为 零 的 纯 
量 ，bt，a，…，d, 使 
六 十 二 
易 知 世 关 0， 于 是 a;:，,…;..，， 中 任 少 有 一 个 不 为 6， 不 妨 设 
a 夺 0， 于 是 有 
Xn = — a hiv toot + dr x. ) 


从 而 知 
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Y= fy xi， xi 
仍 是 V 在 K 上 的 牛 成 集 ， 于 是 郑 
Ya = {yr yas Xl 1 X.} 
是 Y 在 攻 上 的 钱 竹 在 关 组 ， 沭 而 知 在 天山 存在 不 全 为 零 的 纯 
最， ci，cz，0d，…， -和 司 
CM toav tdxit+d X= 用 
易 知 cl,，c: 不 全 为 零 ， 放 di00 .i* 一 i 不 能 全 为 0， 不 芒 设 d:-, 守 
0 ， 于 足 丰 
Xr — A OY + cay t+ dXt + es FAX) 
从 而 知 
YY = 
仍 是 VY 在 上 的 生成 集 ， 如 此 下 去 ， 出 mm>H， 得 到 和 在 天 上 
的 生成 集 
Y= {yy Y= yi Yay Ve} 
这 与 了 Y 是 Y 的 KK 一 基 蔬 夺 , 故 由 证 ny 辐 理 ，m 示 hn， 于 是 机 = 
由 此 给 志 踪 环 七 左 《〈 右 ) 铅 县 空间 维 数 定义 
定义 2 除 环 玉 上 左 【〈 右 ) 向 量 空间 Y 的 天 一 基 所 含 向 量 
的 个 数 nn， 称 为 VY 在 上 的 维 数 ， 这 时 ， 称 V 为 K 上 的 # 维 左 
〈 右 ) 向 量 空间 . 
椒 特殊 声明 时 ， 以 后 称 “KK 上 的 向 量 空 间 ”， 总 是 指 K 上 
的 左 同 量 空间 ， 
例 2 除 环 K 上 向 量 宗 间 天 2 中 (参看 人 恒 1) 
U={e: {1,0,0), ez- (0,1,0), e3. {0,0,1)} 
是 K 的 一 个 KK 一 基 。 其 中 含 三 个 向 其 ， 玻 Ki 在 有 上 是 3 维 
的 。 


对 于 除 环 关上 的 向 量 空间 和， 设 下 = fx ， 是 它 的 一 个 
KK 一 基 ， 则 YYxE Y， 表 有 -- 组 纯 最 ， kKs,… ,Ko。CK， 醒 


入 二 商 各 | 十 其 2 一 
称 有 序 纯 景 组 (ki， Ks, "ys KK) 为 癌 下 交 站 玉 一 蕊 基 上 的 在 标 ， 
沁 作 


了 97 


xe (Ke Ka) 
Vx, yEV, kKEK, GCxIe= Ce Ray es Kd, Lyx= 
(Tolls ls) 时 ， 如 果 规 定 
Cx + rr (er th Rata ww Kot+1,) 
天 [和 Jv = (kky, Eka, ***, Kk) 
则 有 
CX+ yr= Xr+ Cy xr LEXJr= KLX]x 
为 此 闪 量 的 运算 可 以 通过 坐标 的 运算 来 实 规 。 
在 除 环 玉 的 向 量 空间 中 ， 下 一 基 间 演化 规律 为 
定理 3 设 V 是 陈 环 K 上 的 # 维 向 量 空间 ， X= {x,};.， 
是 Y 的 天 一 基 ， 则 向 机 组 
Y={y, ECVEYy, re (ec ee 1 2 了 
是 站 的 天 一 天， 这 要 而 且 只 要 


C11 C12 Ci 


\e,, Cz "+ Cn : 


是 天 上 的 可 逆 阵 。 此 时 ， 称 阵 C 为 无 一 基 X 到 天 一 基 Y 的 演化 
阵 ， 
此 定理 可 仿 “ 澡 等 代数 ”中 有 关 定 理 加 以 证 期 ， 
例 3 在下 一 向 量 空间 玉 中 ， 对 KK 一 基 
U= {ee = (1,0,0), e2 = {0,1 ,0), 6&3 ~- (0,0,1)} 
用 可 逆 阵 


作 演 化 阵 ， 可 得 Ki 的 新 KK 一 基 F={f,)?.， 
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fi i101 要 1 ei1 十 3 
fa 0 1 [ 束 | 本 3 
是 得 


F- {f(t101), -010), fa:(001)} 
除 环 KK 上 的 和 岛 量 空间 中 ，K 一 基 的 相互 演化 ， 对 向 量 x* 些 
标 影 啊 规 律 为 
定理 4 在 除 环 天 上 癌 量 空间 7Y 中 ， 如 果 K 一 基 多 = 
{x}?- ,1 到 KK 一 基 Y -= {y,}:-, 的 演化 阵 为 C，x VY， 则 
CX)x = Xr : 
此 定理 的 证 明 作 为 练习 ， 
例 4 在 K 一 向 量 空间 KK 中 ，K 一 基 U 到 Kk 一 基 F 的 演 


化 阵 汶 
101] 
cod) 
001 


《参看 例 3) ,， x= (2 3 -5)EKY,， 则 
EXJr= (2 3 —3) 
于 是 有 


1 8 —1 
[xJF= (2 3 —5) [ 2: 一 7 ， 
0 0 1 
定义 3 设 V 是 除 环 以 上 的 向 量 空间 ，% 是 VY 上 的 变换 ， 
如 果 满足 
1) plX+y) = p(x) + py) 
(C2) pkx) = kmlx), WX, YEV, keEK 
则 称 % 为 XY 上 的 线性 变换 . 
《1) 是 说 9p 是 加 群 V 的 自 同 态 变换 ， (2 是 说 倍 乘 纯 
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量 因 了 了 K ， 在 四 下 是 可 以 析出 的 。 记 以 了 上 的 线性 变 狂 中 ， 就 
是 KK 一 模 WW 上 的 下 一 自 同 态 ， 
例 5 除 环 下 上 间 量 空间 的 零 变 换 
Ofx) -0, WRXEY 
和 忆 绽 变 斤 
T(x) = x YXEVY 
都 是 了 上 的 线性 变换 。 
例 6 设 EKK 是 除 环 ， CCB 是正 的 中 心 ,aCCIK),V 是 K 上 
药 问 量 空 间 ， 位 似 变 换 
Latx) = ax, VXEY 
是 YY 上 线性 变换 ， 
例 7 除 斥 关上 向 世 空 间 下 呈 中 ， 镜 面 反 射 
PIX) = (KL, Ks, — ka) 
YX= (KK Ka 天， 和 射影 
PatX) = (Ki Ka, 0) 
X= (fg 2 ER 都 基线 性 变换 . 
下 面 再 研究 一 下 ， 线 性 变换 在 KK 一 千 上 的 短 阵 下 示 ， 
设 多 是 除 环 尼 上 的 向 托 空 间 ，X-:- {1x,j- ,中 允 的 民 一 基 ， 
是 VY 上 的 线性 变换 。 如 时 
[EXIT tA dra 1 4.) 
I= 1 2 1， 则 称 疝 : 


HH2] :2 i. 


位 sl 1 + ir 
为 线性 变换 虽 在 K 一 些 X 上 上 的 阵 。 沁 作 
Mat, (yp -A 
显然 ， 四 在 一 基 KX 上 的 阵 是 唯一 确定 的 ， 此 也 六 x 了 pp,x 
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EY， 有 
[CPX) x = | v(x,)] = op,) | 


= Sptd tx r= Yb (ar ar A) 
1 二 | r 1 


Hl! 1? 如 1 | 

| 

好 31 人 zz G2。 | 

一 eh b2 b ) | 
! 好 上 1 UU ， 了 区 | 


CX) x = CxIr Matr CP) 
这 就 是 线性 变换 在 KK 一 基 多 | 的 害 阵 天 东 式 ， 
例 8 内 环 有 上 向 星 室 间 Y 的 零 变 换 U， 在 站 的 任 一 天 一 
基 上 的 阵 都 是 零 阵 


| 000) 
| 90.0 
心 一 1 
“000. 
恒 等 变换 1 在 Y 的 任 -KK 一 基 上 的 阵 都 是 单位 陈 
| ， 
1 | 
E-= | 
, | 
| 


俩 9 除 环 KK 上 向 量 空间 VY 的 、 册 KK 的 中 心 元 素 4 决定 的 
位 似 变 换 
Li (x) = ax, YXEV 
在 了 的 任 - 一 天 一 基 上 的 阵 者 是 钝 量 陆 。 
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oF = 


a | 
例 10 除 环 上 向 量 空间 收 二 的 镜 而 反射 
PNY CRE Ka Ka), Vx (ky Ky kay EK'Y 
关于 KK 一 基 U= {es(l00), ee=(0010), 6= (0 1)}, 有 有 
外 Ce = {1 0 0)=e 
PE) = 0 1 0) =e; 
Pel= (00 —1)=-e 
于 是 有 , rmteiy]r=10 Dplen r= 0 1 0 [pfeiy]y= 
{8 一 1)。 从 而 得 
"1 0 0 


Mat y= 0 1 0 


‘0 0-1 
关于 K 一 基 F = {f= 10D, 广 = (010, 广 = (0 0 1}, 有 
p= 10 -1)=f -2 
yf =0 10)=1 
plf)= 00 -1)=-# 
于 是 有 : [g(r= (1 0 -2)) [站 (Pr= (0 1 0); Cp(f3) De 
= (00 一 1)， 从 而 得 


“1 0 -21 
Mat w= 0 1 0 
1 人 人 1 } 


下 面 再 罩 一 下 KK 一 向 量 空间 V 中 ，K 一 基 的 演化 对 线性 突 
换 阵 的 影响 ， 
定理 5 设 Y 是 除 环 天 上 的 向 量 空间 ， 如 果 玉 一 其 区 到 
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K 一 基 Y 的 演化 阵 是 C，Y 是 VY 上 的 线性 变换 且 
Mat (yp} = A Mat, (Pp}=8 
则 
B=CAC™* 
此 定理 前 证 明 作 演练 习 ， 
司 11 在 例 10 中 ， 已 知 K 一 向 量 空间 六 ”中 镜面 反射 9 在 
一 共 U 吕 上 的 阵 为 
1 0 901 
Mat .= | 0 + 0 


(0 0-11} 


而 上 一 基 UU 到 关 一 基 上 的 演化 阵 为 
1 0 1 
| ， 
C= | 0 ] 0 
\ 由 0 1 ; 


于 是 得 
‘101 10 0°7510-1) 


Mat (gy= ;010 01 0. 01 0， 


No] 0 1 .0 1|] 


0 
= ,O01 0 
‘0-1 


再 观察 一 下 天 一 向 量 空间 YY 上 的 线性 变换 的 总 体 ， 令 
End,(V) = {p: V 一 Vlg 是 Y 上 的 线性 变换 } 


(1) Yo EBndr V3， 规定 “+” 为 


(P+ Cx) = Px) + vxEW 
册 p + 4 是 了 上 的 线性 变换 ， 这 是 因为 
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Ci YY 有 
(PFPARTP = +y x iy) 
= px) Lm + Hx) + HY 
二 十 人 (XD 二 地 十 贡 (0 
Ci YXxEP, KEK, 有 
{P+ RX) 一 pp Kx) + PRXY 
= kp{x) + Ky (xX) 
=K{g + BD) (x) 
故 9+8#EEndxtr)， 日 YEnditr)，+】} 是 加 群 ， 称 为 拒 一 向 量 
宇 同 WV. 上 的 线性 变换 加 群 ， 
“27 令 太 是 际 环 下 的 中 心 子 域 ，W5E A，wEEndr{V)， 


规定 “。?” 为 
《oj 站 (人 YXEV 
则 59 是 Y 上 的 线性 变换 ， 这 是 因为 
Ci YX YE 和 
(Hp) (Xx+ YY = Btp(x + y)) 
=0{m{ x) + my)) 
= Oy x + 6{P EY)) 
= (Op) CX) + (Bp) (Cy) 
Ci WYxeE VV KEK,， 有 
{Bp) (kx) 2 6 (p(kx)) = 8 (ko (x)) 
= (Of (x) = (KO) m (x) 
= ROC x) = KS p) (Cx) 
让 86.pE Endx(V)。 在 代数 运算 “, ”个 ， 加 和 群 Endx (V) 构成 
A 上 的 向 量 空间 。 
《3 Fp， PE Bndr (VY， 规 定 “。” 为 


{Pp) Cx) = pe 7， Wx 
则 po 是 VY 上 的 线性 变换 ， 这 是 因为 
《iu yx yw 有 
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(peo) (xt yy) = PRE = + py ) 
= (qo) Cx) + Cpe ty) 
Ciiy yxCV, keEKR 有 
(po) Rx) = pp = pp tx?) 
= Ktp°y) (x) 
故 9oEEndk(Y)。 且 易 验 证 {End:(V)，+，。} 是 环 ， 称 


为 无 一 问 量 空间 Y 上 上 的 线性 变 接 环 . 
综合 上 述 可 知 , 天 一 向 晶 空 间 站 上 的 线性 变换 集合 Endx (VY) 


满足 ， 
(C1) Endrty) 是 开 的 中 心 于 域 A 工 的 回 量 空间 ， 


(2) Endx lV) 的 蒋 法 运算 “。” 适合 


Coa) peoptp) = p+ pp 
(Fp pep+p°op 
《pi YeoCA, 8 EPEndccr) 有 
(Gp) op = We Hp) = 6 (yo) 
称 满足 此 条 性 的 代数 体系 Endr (V) 为 除 环 玉 上 的 钱 性 变 撞 代 


数 ， 
对 于 除 丈 扩 上 的 nn 阶 矩阵 环 寺 , (KX)， 在 K 上 也 具有 
C1) ME) 是 六 的 中 心 子 域 4 上 的 向 量 空 何 ， 
(2) 对 (了 的 乘法 满足 
Ca) YA, B, CEM, (CK), 
A{B+C) = AB+AC 
也 十 CC 由 = BA+CA 
Ch YeCA, A， BEM, (RK), 有 
(GAIB= AHB) = SAB) 
称 满足 此 条 件 的 代数 体系 M; (KE) 为 除 环 玉 上 的 给 隆 代数 ， 
令 多 = {x;}!- | 是 向量 空间 VY 的 - -个 K 一 基 ， 
Mat,; End, (VYV)—M.(K) 
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ph Mat (Pp) 
是 End.(Y) 到 M,(E) 的 双 射 。 且 满足 
(1) Ye，aE Endx(Y)， 有 
Mat, (p+y) = Mat gp) + Mat, (Hp 
(C2) YY gEEndr (VY, SEA, 有 
Mat, (Op) = Mat ,tq) 
(3) Yow $EEnd, (VY,， 有 


Mat, (wep) = Matw$ Mat, tq) 


此 时 ， 称 End, (WV) 与 M, (KO) 是 除 环 KK 上 的 反 同 构 代数 .于 是 
可 将 材 , (K) 看 作 End,(V》 的 一 个 具体 党 示 ， 一 些 课题 就 可 以 


在 M.,(K) 中 进行 猎 究 了 ， 
习 题 
1 在 其 一 向 量 空间 7 中， 如 果 x，x:，…，x%n 是 线性 无 关 的 ， 而 
NL 其 1 是 刍 性 相关 的 ， 则 xx .， 是 被 1s ke 
线 竹 者 出 。 
2 念 工 ， Ki Ks (m1) 是 一 向 司空 间 V 的 一 个 向 基 组 ， 
其 1 EF XI 的 另 一 个 商量 组 ， 且 有 


Xi ml 


Xun! = + hx 


则 x ，X2，"…，xm 是 线 件 相关 的 ， 必 要 而 且 只 要 XX Xo Nm 
是 线性 相关 的 。 
3 令 这 Xi oo Ya 提 人 1) 是 站 一 疝 量 空间 站 的 一 个 商量 组 ， 
且 
XI 二 区] 
二 其 ， 十 下， 天 1 em 


那 各 和 Xi "yy 是 级 性 无 美的 ， 总 要 而 且 其 要 多 1 » Xx! | i 
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” 十 强 性 无 关 的 ， 
4 在 队 环 并 上 册 维 向 量 空间 中 ，H+1 个 吉 量 一 定 线 性 相关 ， 
5 在 除 环 玉 丰 以 {， -1 为 KK 一 基 的 r 维 疝 里 空 河中 ， 同 量 组 


人 


| ml 


{ ep : 


基线 性 相关 的 ， 必 要 而 且 只 雪线 性 方程 组 
Ed + Ed + + Em Oui1= 0 


Eadrs t Ed t+ En dn I= 油 


Ed 十 E2G3n + TE oO.n= 作 
有 一 个 非 零 解 : (EL E, 六 者 | E.. } 二 ch b; bh" } b, tek, 
6 对 除 坏 芒 上 线性 方程 组 


了 7 
2 dii Os jal: 1 
1 一 8 


如 果 关 >n， 册 在 除 环 基 上 有 非 零 解 。 

?7 设 广 ，1:，…，f， 是 除 环 必 上 n 维 向 景 空间 V 的 一 个 线性 无 关 
疝 量 组 ， 避 = {e; ,是 VY 的 一 个 KK 一 基 、 则 在 U 中 可 选 出 站 -Fr 个 向 
景 ， Ei. Ei Cin-! 人 局 


{f,, 了 :， f， 3 ers Cs "*, €, 


是 VY 的 及 一 个 六 一 基 ， 
8 设 玉 是 四 元 数 除 环 ， 证 明 ， 剑 横 直 是 河 晤 空间 ， 求 出 两 个 不 同 
的 六 一 基 及 这 两 个 丘 一 基 间 的 演化 阵 ， 并 对 线性 变换 
T: +hbircij+dkF a- bi-cj-dk 
求 出 所 得 天 一 基 土 的 阵 ， 
如 果 特 长 看 作 实数 域 及 上 的 向 量 空 间 ， 青 找 出 一 个 RR 一 基 ， 并 求 出 刍 
的 阵 。 
9 设 民 是 有 1 所 6 的 交换 环 ，R 的 所 在 非 可 逆 元 枸 成 R 的 极 大 理想 
BB， 计 是 RR 上 的 丰 限 生成 模 。 此 时 ， 商 环 尺 =R/B 是 除 环 ， 证 明 ， 
(IT BM 是 对 的 子 群 ， 
(2 》 对 于 商 群 MABM=1Y =x+BM | x € M} 和 商 环 R/B= {r= 
r+B|rER} 车 规定 
rx=rx=rx+BM, vr ER/B, x €M/BM 


} 


一 上 


207 


则 M/ABM 是 RR 的 癌 喇 空间 ; 
《3) 著 U= fi -是 模 机 的 最 小 生成 华 ， 则 王 = {= + 
BAM ,是 及 7/B- 一 向量 空间 MA/BM 的 一 个 及 /一 基 。 


3 6 子 模 和 商 模 


同 正规 子 群 和 理想 的 提出 一 样 ， 在 RR 一 模 M 中 提出 子 寞 的 
概念 ， 来 考查 模 M 的 结构 ; 辐 商 群 和 商 环 概念 的 提出 -- 样 ， 在 
R 一 模 邓 中 提出 次 模 的 概念 ， 对 模 对 的 元 素 进 行 分 类 ， 来 建 竟 
R 一 模 开 的 同 访 象 ， 

定义 1 设计 是 环 及 上 的 模 ，N<sd 是 对 的 子 集 ， 如 果 按 
R 一 宰 M 中 的 运算 ，N 是 环 R 上 的 模 时 ， 则 称 N 为 模 MM 的 RR 一 
子 模 。 或 简称 为 M 的 子 神 . 

对 于 RR 一 模 M 来 说 ，M 和 {9} 是 它 的 两 个 当然 子 烧 ， 对 的 
韭 当 热 子 寞 NN 趾 收 半 的 真子 模 ， 

如 二 及 一 模 邓 不 存在 真子 模 ， 则 称 对 为 民 一 单 模 。 易 证 

定理 1 设 N*g 是 有一 模 M 的 子 集 ， 则 N 是 M 的 子 模 ， 
必要 击 且 只 机 

(C1? VYx, yEN, 有 x*-yEN; 

(2) WxEN, rER, HrxEN, 

子 机 的 构造 方法 之 一 ， 是 用 “和 夺 成 ”这 样 一 种 手段 . 设 5 
是 民 一 模 章 的 一 个 非 空子 祭 ， 

L(tS) = {ax, la; ER, 区 守 与 ， n€EN) 
是 5S 中 元 素 在 R 上 的 所 有 线 柱 组 合 的 集合 ， 易 证 
(C1) YY x= Daxi, y= py CEL), 有 XX 一 Jy 全 


i=1 


LlS), 


(C2) X= x CLS) frCR， 有 rxGL(S)， 故 
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知 ， 工 9 是 及 一 模 对 的 子 模 ， 称 为 由 子 集 S 生 成 的 子 模 ， 
容易 看 出 : 出 子 乐 5 生成 的 子 模 L(S)， 是 包 中 合子 集 5 的 
最 小 子 模 。 如 果 六 是 民 - 一 模 克 的 一 个 生成 集 ， 且 NSES， 则 
L(S) … MT 
例 1 考 赛 Zi 一 横 忆 二 
取 x=(5 0 0)，y=(0 2 0)6CZo， 则 有 ， 
LO=f000)， (500), (400), 
(300) (200), (100)} 
(300), (200), (1090)， 
(020), (520), (120), 
(320), (220), (1270), 
(O40), (5 10), (4 4 0), 
(C340), (2 £40), (1 40)} 
x 站 Zs 上 是 自由 元 ,L(x) 是 Z2 的 1 秩 自 由 模 , 在 Ze 上 是 非 
里 由 元 ,L(Y) 是 Zs 的 非 自 由 的 循环 子 模 ， 
例 2 设 K 是 除 环 ， 考查 KK 一 向 最 空间 Ko， 对 于 到 .一 基 
U= {fe} 其 中 es=(00010.0)(i=1,2;; 和 0 有 


I 
L(0) = 10} = {(00.0)} 
也 Ce = fker|kit: K} 
= {0 0) |kEKE} 
了 el， e2) = {kier+ kaes|ky, kc K} 
= {tk ka O00) Kk, KEK} 
芷 子 空 间 (9) = {9} 中 ， 不 存在 反 一 基 , 规 定 其 维 数 为 零 ， 在 
Lte0) 中 ,fe 是 它 的 一 个 KK 一 基 , 它 是 一 维 子 空间 ; 在 L(e,，ey) 
中 ，{e:，ez} 是 它 的 一 个 KK 一 基 ， 它 是 二 维 子 空 间 ， 得 看 
Lierte) = {ktert er) | vk K} 
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一 
它 的 KK 一 - 基 蚌 fel+ej=f0…0)}， 它 是 一 维 子 空间 ， 而 


raD -1 大 ,8， je 天 
= {kK ka ee KR) kK; EK, 101.2...n, } 
= M 
通过 例 1 知 交 换 环 上 自由 模 ， 子 模 不 一 定 是 自由 的 ， 而 通 
过 例 2 却 看 到 除 环 上 阿 量 空间 的 子 模 ， 则 一 定 基 向 量 空 镁 ， 
对 一 般 环 R 民 来 说 ， 由 于 其 理想 N 具 有 吸收 性 ， 凤 RN， 
NEREN， 由 此 司 示 我 们 一 个 构造 子 模 的 新 途径 
设 对 是 环 尺 上 的 模 ，N 是 尺 的 在 理想 ， 令 


NM={ 开 axilo EN， xiCM, vnEN)} 
是 对 元 素 在 六 上 指 线 性 组 全 的 党 个 ， 它 是 对 的 子 棠 ， 且 有 


《1) 落 X= Ya,x,, y= Sb.y, ENM, 则 


XY iaX 3 by = Yc rENM, 
上 -上 1 二 1] 一 


其 中 


dX, kK :iH 
心 ! 这 1 一 
[ -by 当 %= n+ ji 诗 


C2) 车 KER, x= > ax 则 


kx = Y, (ka) x, ENM 


这 是 由 于 NN 是 尺 的 左 理想 ,RNSSN. 于 是 对 于 Wa, 人 CN，KER， 
都 有 ka; SN，。 从 而 断定 kxENM, 由 (1) 和 (2》 可 知 ， 
NM 是 邮 的 及 一 子 模 ， 
岗 3 考查 环 模 M:(Z)， 则 
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fe 
~- ema ho, bi 


bo 


向 心 YY 
是 环 Mi(2} 的 左 理想 ， “|( jsn | jm 有 
bd 2 U 


da Oi AX OY 习 
DozuHu bx by h 


中 女 ， 
| jr hed ny, 2 
b, 


vc | 


例 4 考查 环 模 :Ze， 则 
N={0, 2, 4} 
是 环 Z。 的 标量 2 所 生成 的 理想 。 于 是 模 Zs 的 子 模 
NZe={0, 2, 4}), 
例 5 考查 2 一 模 2 
N= (3) = {k3|kE 2} 
是 环 Z 中 ， 标 量 3 所 生成 的 理想 ， 于 是 槛 Z'” 有 子 模 
NED {ta gq qa)la, EN, i=1,2,3}= ND, 
下 面 看 一 下 丁 模 的 合成 ， 
设 Ni 和 和 是 尺 一 模 对 的 两 个 子 模 ， 则 Ni 与 Ni 的 交 
NmNa=TxCGMIXGN，XEG NS 出 
而 且 Ni Na 是 对 的 子 模 。 事 实 工 ， 
(1)7 车 xyEGNInN: 则 x，yENi; x YE Na, 故 有 
区 一 二 CN 以 x-yEN rN,. 
C2) 若 YXNmNa， KR， 出 xEN xEnN， 直 有 
kx NN, kxE N;, 所 以 kxE NN [NN;, 故 站 AN: 是 模 时 的 子 模 。 
合 


2 


NT TxtTXz|XIC Ni, xz Ai 
于 是 有 

(C1) 若 x, YENIitN: 出 和 =Xi+YXi Y= Yt yy Xl 

EN Xi， YE Nr， 披 有 Xi 一 四 忆 Ni.X2 一 YE Ni;， 从 而 得 
X— YP- XI X22) PL 3) 
= (x1 — YD) + {Xa ~ YE Nit Nz 
(C2) 攻 X=XitXie Nit Ni XXX 人 Na kcR, 
x EE NI Kx ENN; 由 | 条 得 
Kx: KC xa) =- Kx + Ex ENI+N 
所 以 N,+ Nl 是 模 M 的 子 模 ， 称 此 子 模 为 Ni 与 N; 的 和 ,特别 是 ， 
对 Nit Ni 来 说 ， 如 采 有 
十 区 一目 二 XI 一 有， 一 站 
则 称 和 Ni + Ns 为 直 和 ， 记 作 六 个 N:， 

当然 ， 了 模 的 交 与 和 可 推广 到 多 个 了 模 的 合成 上 。. 

鲍 6 设计 是 环 R 上 的 nn 秩 自 由 模 ，U= {x,}'-， 是 村 的 
RR 一 各 由 基 ， 则 对 1 鞭子 模 Ru, 来 说 ， 证 有 Pa =- 1 秩 自由 子 模 H 
存在 ， 使 

M= Ru, DH 

解 ” 不 妨 取 i= 1， 则 如 = 工人 ta，…，&s) 即 为 所 求 ， 

和 其 他 代数 体系 一 和 样 ， 给 了 子 代数 体系 ， 就 可 以 将 原 代 数 
体系 进行 分 类 ， 得 到 商 集 ， 进 而 在 商 集 上 去 宕 测 原 代 数 体系 的 
一 些 性 质 。 

设 N 是 民 一 模 M 的 子 模 ， 则 NN 关于 加 群 ML 的 加 法 运算 构成 
M 的 于 群 。 用 NN 作 M 的 次 集 

M/N: {x+N|]xE M} 
这 是 模 元 素 用 子 模 六 作 分 类 而 得 的 商 集 ， 在 MAN 由 ， 对 x+ 
和 y+ N， 如 染 规 定 

(二 上) 十 (二 机) = (xX+W+N 
则 M/N 构 成 加 群 (这 就 是 加 群 M 关 于 子 群 N 所 作 的 商 群 ) ， 
YY xtNEM/N, KOR, 内 果 规 定 


212 


kK{x tN) =Kxt+N 
由 加 群 M/N 构成 R 上 的 模 。 称 RR 一 模 M/AN 为 M 关 于 于 模 和 的 
RR 一 商 模 。 或 简称 为 子 模 NN 的 疯 模 . 
例 7 设 M 是 环 RR 上 的 RR 牧 站 由 模 ,， 口 = {ww,11-， 是 并 的 
R 一 日 由 基 . 于 是 


N= LiWisH2s st) {ai la, CR. mn } 


是 针 的 mm 秩 自 由 了 模 ， 那 么 子 模 叉 的 高 模 M/N 是 nm 秩 自 由 
模 . 


解 ”由 于 
MAN: {x+N|xEM} 


={ Taw +NIoiR | 
={ Da, th. + N) |a: ER 1 


-| > a (ui + Na, ER Cu EN, 1sism) 


于 是 可 知 U = {fu + N}'_, :是 M/N 在 R 上 的 -个 生成 集 妈 ， 
如 果 


YY RN 


[ 


则 2 k,u,&N， 于 是 有 


》 Kw, 一 Yb.wur 


由 如 是 自由 基 , 可 有 断定 ,= 0; ,1.4.29..n。 从 而 知 上 号 是 MAN 
在 RR 上 的 自由 基 ，R 一 模 M/N 基 nr 一 m 身 生 由 异 . 
例 8 考查 Z 一 模 Z…, 邻 N= (2) 是 Z 的 以 2 生成 的 理 
想 ， 了 于 是 得 到 对 的 子 模 
NZ t= {tg a) ER la tN, -ss}= MN’ 
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模 Z'* 关 于 子 模 NZ 一 的 商 模 
ZIOOANZ {x x) HN | (xx E ZZ} 
= {x+ NX + N) |xis Xi Z} 
== TZ 
二 是 知 : ZY/NZ'*' 在 Z 上 不 再 是 自由 的 了 ， 由 此 两 例 知 自 由 
模 的 商 模 不 -一定 是 自由 模 . 


柯 十 
1 让 贡 ， 除 坏 关 上 时 维 加 和 殿 空 间 中 ， 1 维 扩 一 了 空间 是 单 模 。 并 
举例 说 明 ， 对 环 民 上 的 牧 白 由 模 来 说 ， 相 应 结论 不 一 定 成 立 。 
3 证 朋 ， 除 环 坟 上 维 向 曲 空 间 中 ， 二 不 同 的 1 维 子 空间 ， 交点 
不 能 多 于 1 个。 举例 说 明 ， 对 环 及 上 秩 白 由 模 来 说 ， 相 应 结论 不 一 定 
成 站。 
3 设 环 及 上 模 M《 不 要 求 是 单 式 的 ) 是 单 模 ,证 明 ， 当 RM =8 时 ， 
M 只 含 了 个 模 回 其 《Pp 为 素数 站 当 MM=Rx 吓 循环 模 时 ， 对 中 任 一 非 零 向 
量 都 可 以 作 生 成 元 。 
4 在 民 一 模 M 中 ， 卫 是 及 的 一 个 去 理想 ， 则 M 的 子 集 
M=fEM|bre=ey bea 
是 于 的 字模 。 
5 设 上 是 环 及 的 中 心 ， 邓 是 尺 寺 的 榴 ， 证 明 
N={xXEM|ax=0 occ 
是 时 的 子 异 ， 称 为 4 的 地 化 子 模 。 
B={aéR|ax=0, xeEM: 
是 民 的 左 理 想 ， 称 次 x* 的 左 零 化 理想 。 简称 x 在 及 褚 的 左 惟 化 子 。 也 叫 
* 在 中 里 的 阶 理想 ，。 
6 设 E 是 除 环 ，VY 是 KK 上 4 维 左 向 时空 间 ，5 基 的 加 维 子 空 
闻 ， 证 明 ， 商 模 Y7S 是 mn 一 下 维 五 一 向 量 空间 。 
7 设 V 是 K 上 nn 维 左 向 其 空 间 ，51 是 mi 维 子 空间 ，5; 是 机 ; 维 子 
空间 ， 证 曲 
(S31 十 92) 的 维 数 = 机 1 二 呐 1 一 <5; 门 51) 的 维 数 
8 贞 51 和 5; 是 R 一 模 M 的 两 个 子 模 ， 则 SmS: = 必要 页 且 只 机 
,+ SS = 与 | 中 人 ， 
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9 设 x 和 Y 是 除 环 关上 霸 珂 量 空 间 的 本 个 非 黑 测量 ， 如 果 
Lixyt L(y) = Lx)TLry) 
出 x，y 一定 基 弘 性 无 关 的 。 举 例 说 明 ， 在 一 般 环 尺 .上 的 机 中 ， 结 论 不 一 
定 成 立 。 
10 对 于 玉民 &， 语 已 是 素数 ， 乒 为 下 整数 ， 则 
N= {np' | vn éZ} 
是 柑 世 的 疗 模 。 证 明 ， 商 模 ZN 不 卸 表 不 黄 个 真 了 烧 的 志和 ， 
11 设 民 是 有 130 的 交 摸 环 ， 昌 所 有 本 串 道 元 丝 售 于 一 个 真理 想 8 
中 ， 风 对 民 上 的 有 限 生 成 可 MM 来 说 ， 放 有 
(1) 如果 4 和 是 民 的 真理 起 ， 月 AM=M， 则 对 = 人 
《2) 如 采 及 是 民 的 真理 想 ， 钻 症 模 上 以 的 子 模 ， 且 有 MM= 4M + AN， 
WM=N, 


37 态 射 


模 是 环 和 加 群 在 售 乘 运算 下 所 成 的 代数 体系 ， 所 以 在 研究 
两 个 横 之 问 的 上 映 射 时 ， 既 要 考虑 到 加 群 部 分 的 对 应 关系 ， 也 要 
考虑 到 环 之 间 的 联系 。 因 此 要 通过 稍为 复杂 的 映射 概念 一 “ 态 
射 ”， 米 刻画 两 个 模 之 间 的 联系 . 

$4 中 ,在 RR 一 白 由 模 M 上 ， 提 出 了 RR 一 自 同 态 的 概念 ， 自 
让 模 交 的 及 一 壬 同 态 中 是 加 群 允 的 自 同 态 ， 且 对 下 所 含 肛 中 
的 标量 周子 + 可 以 完整 不 变 的 析 到 的 外 边 来 ， 即 

Cl) pr+ = p(x) + oy) 

C2) Prx) = ro (x) 

YX yECM，rER 者 成立 ， 

$5 中 ,对 除 环 KK 上 向 量 空 间 V， 提 出 了 线性 变换 的 概念 ， 
问 量 空 间 V 上 的 线性 变换 gp 是 加 群 V 的 自 同 态 ， 且 对 下 KK 中 
的 标量 因子 kx ， 可 以 完整 不 变 的 析 到 9 的 外 边 来 ， 即 

CI) px y) = px) to y) 

(C2) pkx) = ko (x) 

VX， EV kKEK 孝 成 立 ， 
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将 这 两 种 映射 规则 推广 到 一 般 的 环 只 ， 对 于 只 一 模 邓 。 给 
出 

定义 1 设 P 是 R 一 模 M 上 的 一 个 变换 ， 如 果 满 足 

C1) pxX+ y= PX + 

C2) prx) = ro (x) 
Yx，9?5CMH，rER， 则 称 p 为 模 M 上 的 民 一 自 同 态 ， 特 别 锡 是 
双 射 时 ， 叫 做 模 对 的 R 一 自 同 构 . 

对 模 M 上 的 R 一 自问 态 P 玉 说 ， 称 对 的 子 集 

kerp = {xE MI (x) = 8} 

为 多 的 核 。 显然 史 的 核 是 对 的 子 模 . 

显然 香 的 象 

imtqg) =17EMy= 中 人)。 YX M} 

也 是 MM 的 子 模 ， 

模 导 的 RR 一 自问 态 ， 是 民 一 模 放 自身 的 一 种 变换 ， 

对 环 尺 上 的 两 个 模 加 和 MM; 来 说 ， 可 进一步 将 尺 一 自 局 态 
的 规则 推广 到 模 Mi 和 模 Mz: 间 的 英 射 上 .这 时 将 有 

定 尽 2 设 民 R 是 环 ，M1 和 M; 是 两 个 及 一 模 ， 如 果 疝 : 
Mi 一 M2 满 吓 

C1 Pt = mx + 

C2) Prx) = ro(x) 
Yo ?EMH，rGER。 则 称 9 为 摸 Mi 到 模 M: 的 R 一 同 态 。 当 是 


P 
注射 时 ， 则 说 模 M, 和 模 M; 是 R 一 同 态 的 ， 记 作 Mi 一 M:5 当 
yp 是 双 射 时 ;， 则 说 模 Mi 和 模 M: 在 下 是 R 一 同 构 的 ， 记 作 


M, Mz. 
例 1 设 中 是 模 M 的 尺 一 自 同 态 ， 子 模 kerp 对 对 的 商 模 
M/kerqg 仍 是 环 R 上 的 模 、 考 察 R 上 的 模 imp 和 模 MAkere ， 令 
vp: im(p)——>M/kerwp 
多 上 一 > 区 十 长 ef 单 
VY y=p(X) EimP， 则 gp 是 模 ime 到 模 M/kerg 的 RR 一 同 构 。 
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解 令 %=9g(0， 和 =9g(xDEime ,如果 9 Cy = p (yz) 
则 有 xi +Xerm = Xxz 二 Ker ， 于 十 Xi 一 Xi 万 kerp， 从 而 得 
d= (Xt— XI) = RD — PX = V1 Y2 
歧 知 是 草 射 。 叉 因 ， YR+ kerpE M/kerp， 珍 


Vx) =yCimp， 于 屁 (7) :x+kerp， 政 条 外 是 满 射 ， 且 有 


(1》 男人 ty) = (xi 十 Xa) + Kerm 
= (Xi + kerp) + Cxi+ kerq) 
= p(y) + Pp (ya) 
(2) piry) = rx r kerg = r(x Keryp) 
=rp (Cy) 
Vy imp，rER 都 成 立 ， 于 是 得 


imp M/kere 
对 于 环 民 上 的 模 对 ,和 模 M:， 如 果 中 是 Mi 到 Ma 的 R -一同 态 ， 
则 称 MM 的 子 集 
Ker m = {x€E Mil wt{x) = ECM} 
为 中 的 核 ， 显 然 史 的 核 是 Mi 的 子 模 。 称 Ms 的 子 集 
imp = {yE Mi|y= p(X), vxCMI} 
为 9 的 得 .显然 史 的 象 是 对 :的 子 模 。 且 对 :与 imp 在 贞 射 中 下 是 


满 同 态 的 ， 即 Mi~img. 

间 态 基本 定理 设 妃 是 刃 一 模 对 的 子 模 ， 则 

(2) 存在 模 夺 到 商 模 M/ 互 的 及 一 满 同 态 mp , 且 kerp=H; 

《2 阁 及 一 异 对 和 愉 一 模 M "是 R 一 满 司 态 的 ， 同 态 核 
是 日 ， 则 M' 与 M/H 是 尺 一 税 构 的 . 

这 一 定理 的 证 明 ， 可 仿 群 的 同 态 基本 定理 去 作 。 

例 2 设 R 是 有 1 守 0 的 环 ，M= Rx 是 x 在 R 上 生成 的 循环 
模 ， 令 

PP RM-. Rx 
rE srxcM, YY TCR 
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山 史 是 环 模 丸 到 只 一 循环 模 邓 的 只 一 同 态 ， 且 有 
itmmp = Rx, ker®m = {rO RIrx 有 
此 时 ，ker wm 是 环 的 理想 ， 称 为 x* 在 尺 里 的 零 化 子 , 记 作 annx， 
于 十 有 
R/annx Rx 
当 R ZZ 时 ， 对 Z 一 篇 环 模 Zx 来 说 ，x 在 Z 里 的 零 化 子 
annx = ker(tm) = tn) 
是 非 傣 整数 n 在 ZzZ 中 生成 的 理想 、n 是 使 nx=6 成 立 的 最 小 正 
整数 ,是 模 元 素 x 的 阶 ， 所 以 对 一 般 的 民 一 模 导 来 说 , xEM，x 
在 尺 里 的 零 化 子 anpnx 圳 作 关 在 民 里 的 阶 理想 
RR 上 问 构 的 模 是 具有 共同 代数 性 质 的 模 ， 是 在 代数 侠义 下 
由 等 的 模 。 因 此 如 何 判 断 两 个 模 是 党 RR 一 同 构 是 模 论 中 基本 问 
题 之 一 ， 对 于 变换 环 上 目 由 模 和 除 环 上 的 容量 空间 ， 我 们 有 
定理 1 该 JW 和 Ms 是 有 1 二 0 的 交换 环 及 上 的 自由 模 ， 那 


童 
公 Mi 宇 M;, 必要 且 只 要 M1 的 秩 妆 于 M; 的 秩 ， 
定理 2 设 六 和 是 除 环 K 上 的 两 个 光量 空间 ， 那 公 Vi 


~y,, 必 雪 且 只 要 VV 的 维 数 短 于 V, 的 维 数 ， 
这 两 个 定理 的 证 明 ， 都 可 以 仿照 “高 等 代数 ”中 有 关 定 型 
加 以 证 明 ， 
例 3 设 对 是 环 只 上 的 匡 秩 月 由 模 ， 避 = fa) -， 是 对 的 
尽 一 自由 基 ， 对 只 一 自由 模 RR"*， 令 
1 x CxJuER"’, WY xEM 
则 有 


MR™" 
从 而 知 : MM 的 秩 数 =RR'" 的 秩 数 ， 
例 4 设 V 是 除 环 KK 上 的 nt 维 铅 量 空间 ， 那 么 VV KK 一同 构 
于 KK 上 问 景 空间 K'"， 
解 ” 痊 K“”": 中 取 子 集 
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i 
El{e, 0010.0)}.; 
可 验证 E 是 K"; 的 一 个 上 一 基 ，E 中 合 有 +# 个 向 量 ， 于 是 知 K"" 
的 维 数 为 # ， 等 于 VY 在 天 上 的 维 数 ， 从 而 得 V 衬 KK" 

在 代数 意义 下 ,交换 环 R 上 的 自 出 模 由 牧 数 所 玲 一 确定 ， 
于 是 R" 就 成 了 R 上 nn 秩 自 由 模 的 典型 代表 ,是 研究 RR 上 nn 秩 
峙 由 模 的 具体 对 象 ， 除 环 天 上 向 量 空 间 由 维 数 m 所 玲 一 确定 ， 
因而 K' 就 成 了 K 上 n 维 向 量 空间 的 典型 代表 ， 是 研究 K 上 7 
维 向 量 空间 的 具体 对 象 ， 

在 模 的 进一步 研究 中 ， 也 常 提 到 R 一 “ 举 同 态 映 射 ”， 它 
是 R 一 同 态 陨 射 的 自然 扩充 。 

定义 3 设 Mi 和 M: 是 环 尺 上 的 两 个 模 。 zw 是 环 只 的 自 同 
构 。 如 果 映 射 站 ， 对 ,一 对 ?满足 

(C1) wxty) 一 站 (十 四 人) 

(C2) plrx) = or) (x) 
YX ,YC MrCR 都 成 立 ， 则 称 P 为 R 上 模 M, 到 M; 的 关于 5 的 
半 同 恋 ,简称 作 关 于 go 的 R 一 半 同 恋 . 特 别 当 M1 = M2 = 对 时 , 则 称 
旬 为 尺 上 寞 对 关于 c 的 半 自 同 态 。 也 叫做 关于 c 的 半 线 性 赛 换 。 
尤其 是 当 % 是 双 射 时 ， 则 称 Pp 为 关于 0 的 RR 一半 ( 自 ) 同 构 。 

例 5 设 R= Zr 说 = {atbila， bEZ}, 令 

他: a-athit->y a -a-bi 
Y afR， 是 环 民 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 在 R 上 作 1 秩 自 由 模 
RY={Ce Ce … Co) lc, ER, :1 
再 令 
Pp: 民 人 一 > 有 Ri (cl cz Ca) > (el eats) 
则 别 是 模 R' "的 关于 9 的 R 一 半 自 同 构 。 
解 PF 是 R" 上 的 双 射 是 易 知 的 ， 而 且 
(C1) MX= (XI Xa Mo) y= ER 时 , 记 
= (于 是 有 有 
pt =xiy= ty = p(x) +y(y) 


219 


TP FAX) rx—= FxX-= r(x) -= oO {rp CX) 

从 而 知音 是 RR 上 关于 5 的 RR 一 半 自 同 构 . 

有 了 模 对 的 关于 的 R 一 半 回 态 概念 后 ， 可 以 看 到 模 对 的 
只 -一同 态 钊 ， 是 对 的 R 一 半 同 态 的 特例 ， 是 关于 灵 恒 等 自 同 构 
的 R 一 半 同 态 ， 

在 对 两 个 环 上 的 模 进 行 凡 较 和 建立 联系 时 ， 常 要 用 到 态 射 
这 一 概念 。 它 是 半 同 态 概念 的 推广 ， 

定义 4 设 M 是 环 R 上 的 模 ，M, 是 环 R, 上 的 模 ，0 是 环 
R 到 环 RR 的 同 恋 映射 。 如果 映 射 m: M 一 M1 满足 

(C1) pt = px) + Py) 

C2 prax) = or gx) 
VYxX，yE MrER， 则 称 史 是 及 一 模 对 到 RR 一 模 M1 的 关于 og 的 
访 射 。 简 记 为 0 一 态 射 vp. 

5 一 态 身 是 一 个 比 关于 的 R- 一 半 同 态 更 加 广泛 的 概念 ， 
当 只 = RR 时， 是 R 一 半 同 态 ; 当 R= R，0 是 R 上 的 恒 等 自 同 
构 时 ，? 十 R 一 同 态 ， 

例 6 设 M 是 环 R 上 的 nn 秩 自 由 模 , Cs= fu 7 是 M 的 
R 一 自由 基 ，B 是 环 尺 的 理想 ，R = R/B 是 尺 关于 理想 B 的 商 


坏 ， 于 是 可 在 R 上 作 n 秩 自由 模 R"'。 今 映射 
FT 天 -一 > 及 
FF 六 > Fr -r+BER,YrER 
则 5 是 环 只 到 尺 的 同 态 映 射 ， 青 令 
yp} M—>R'" 


x= amu > na ER, VY xEM 


则 是 R 一 模 M 到 RR 一 模 Rom 的 o 一 态 射 ， 
解 ” 四 是 对 到 R'"* 的 映射 是 易 知 的 ， 旦 囊 
1) yx Tau, yb EM 囊 有 
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训 圭 峭 二 2 (0 thiDu, 


PX + YH) = for hb 如 十 及 a. +b.Yy 
= {a ganna) + tb) hah,) 
= px) + oy) 

(2) yx an CCMH，rGR， 则 有 


『 1 


FxX= ra, un, 
于 是 
prx) = (ra Fay 2 ra) 
=(ra ra … roa) 
=r(a Ga a) 
= 0 p(x) 


奸 以 ， 四 是 R 一 模 对 到 尺 一 模 R"' 的 o 一 态 射 . 

旭 果 有 是 满 射 ， 则 说 民 一 模 对 Ri 一 模 MMi 在 Pm 下 是 9 一 
同 态 的 ， 如 果 员 是 双 射 ， 则 说 民 一 模 对 与 一 模 M， 在 由 下 是 
0 一 同 构 的 。 


习 题 

1 证 尺 是 有 1 关 0 的 环 ， 对 是 环 及 的 加 法 群 。 定 出 R 一 模 凡 的 所 有 
R 一 当 辐 态 ， 并 证 明 ， 

End ,CM)s<R《 坏 同 构 》 

2 令 1 是 只 一 覃 人 到 及 一 模 邮 ”的 民 一 满 同 态 。 时 的 学 模 本 
kert1 HH = = = 0) | REH} 居 MM' 的 于 模 , 证 明 ， 商 模 M/H 
与 对 “站 是 有 一同 构 的 ， 

3 设 P 是 R 一 模 丰 二 的 关于 5 的 R 一 半 自 回 态 ，。 证 明 ， 

C1) Peatpxy) = (otra t othyr (x) 

C2 pCabIxy carob pix) 

C7 FO TR Pt) 
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4 设 轩 是 环 尽 上 的 人 秩 自由 杰 ， 世 =: ia 是 虹 的 哄 一 H 由 
基 ， 理 臣 材 上 的 美 于 og 的 民 一 半 自 同 态 , 有 量 有 有 Yl )= 9 dd) Wi， 


对 于 xEM， 如 果 [x)e = by Boy oy bi) CX = (0b1), olbs), 
"rb 证明, [PCX)IE = [CT 及, 其 中 六 = to; ) 称 为 0 一 半 白 问 态 
在 民 一 白 由 基 上 CG 上 的 阵 ， 记 为 Matczfe)。 

5 对 于 环 及 上 1 禾 自 由 权重， 已 知 5 一 半 线 性 宰 换 gm， 在 民 一 入 
日 基 上 = 好, 上 的 阵 汶 态 = fq, ,)， 而 村 的 民 一 自由 基 V = {yr 条- 
是 通过 可 道 阵 C= (ce,，) 演化 而 来 的 ， 斌 未 和 在 了 工 的 阵 ， 

6 对 丁 环 及 上 ni 秩 和 白 由 模 古 ， 证 明 ， 

(C1) 0 一 半 线 性 变 找 单 与 Tf 一 卡 线 性 交换 本 之 积 们 训 ， 仍 然 是 亨 上 
的 半 钱 性 变换 。 

C2》 在 好 的 户 由 基 U= 亿 ; -本 ， 如 采 

Mati tp =A=(0; ); Mat.w)=B=b;; ) 
Mat tp 区 = 号 A 

其 中 B" = (tofbi )) 。 

?7 设 民 是 有 1 兰 0 的 交换 环 ， 及 中 非 可 赣 元 构成 极 大 理想 吾 。 
对 是 及 上 有 限 生 成 模 ，M = MABM 是 除 环 尺 = RRiB 上 的 向 量 空间 , 证 明 ， 

《3 了 的 于 集 口 = fai 上 -是 财 齐 民 上 的 有 限 生 成 集 必 要 几 只 
要 口 = 4; =&i +BM} ，-, 是 及 上 向 量 空间 陡 的 生成 集 ， 

《2) M 的 子 集 UU= {wi } 1 -1 是 邮 在 玉 上 的 最小 生成 集 必 庄 县 只 
要 口 = {4; =W; +BMHi = 是 尽 上 的 向 量 空间 刘 的 民 一 基 。 

《33 对 在 并 革 的 两 个 最 小 生成 集 ， 售 有 相 回 多 个 模 元 素 。 
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第 五 章 扩 域 


第 三 章 已 给 出 域 的 基本 拔 念 ， 本 章 将 进一步 讨论 域 的 构 
造 。 我 们 马上 会 看 到 ， 任 何 一 个 域 都 包含 着 一 个 结构 清楚 的 所 
谓 素 域 ， 而 且 每 个 域 都 可 以 看 做 是 它 的 子 域 的 扩张 。 押 以 研究 
瑾 的 各 种 各 样 的 扩张 就 成 为 域 论 的 主要 内 容 。 跟 陡 篇 幅 ， 本 章 
只 讨论 域 的 几 种 最 基本 的 扩张 ， 


$ 1 特征 数 素 域 


特征 数 和 素 域 是 域 论 中 的 两 个 基本 概念 ， 特 征 数 是 反映 一 
个 域 的 结构 的 看 要 标志 ， 我 们 先 证 明 
定理 1 设 {F; 十 ,*} 是 一 个 域 , 则 : 《17 在 加 法 群 {F; 十 } 
中 ， 每 个 非 零 元 素 的 阶 都 相等 (2 》 如 果 {F; + } 中 非 零 元 素 
的 阶 P 为 有 限时 ， 那 么 了 必 是 素数 ， 
证 明 (1》 Ya,b€EF, a 直 0, b 记 0， 取 任 一 非 负 整数 nn， 
由 有 
na b -= a{np) 
于 是 
HG = 0 和 nbh=0 
这 说 明 a 与 五 在 14Pi; + + 中 的 阶 相等 ， 
(2 ) 显然 p>>1。 假设 Pp 不 是 素数 ， 那 么 必 有 1< pi， 
pz<p 使 
P= Pps 
平 是 对 于 正中 的 韭 零 元 素 a 上 有 
BQ 一 《PipiG:= Pi (Pd) = 
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当 pxa -0，JipDp 是 4 的 阶 相 矛 质 ， 当 pasn， 汪 式 表 几 pza 的 
阶 不 等 于 p， 与 人 命题 中 的 《1 ) 相 亨 盾 ， 因此? 是 素数 。 证 


hm 


AD。 
定义 1] 设 {F;+,*} 是 一 个 域 ， 加 法 群 {F; + } 中 非 零 元 
案 的 阶 叫 做 环 上 的 特征 数 ， 
下 面 来 讨论 焉 的 特征 数 的 性 质 。 由 定理 1 知 ， 域 了 的 特征 
数 必 是 co 或 首 是 素数 了 P， 而 且 还 有 
推论 1 ( 1) 域 刁 的 特征 数 为 cc 必要 而 且 只 要 某 个 
HEF，4 寺 0 和 WhEN， 有 na 起 0; (2) 域 了 的 特征 数 为 束 数 
了 必要 而 且 只 要 对 于 某 一 个 非 零 元 素 aEF， 了 是 使 pa=10 的 最 
小 正 整 数 . 
例 1 每 个 数 域 的 特征 数 都 是 >。2 ,(P 为 素数 ) 的 特征 
数 为 p， 
推论 2 设 F 是 域 EE 的 子 域 ， 则 FF 和 EF 的 特征 数 相同 ， 
事实 上 ， 因 FF 和 具有 相同 的 零 元 和 1， 由 命 1 题 可 直接 
推 得 ， 
推论 3 x 元 有 限 域 的 特征 数 必 为 索 数 pp， 而 且 p |n. 
命题 ” 设 域 了 的 特征 数 为 p， 则 Ya.pEEF 有 
(二 
事实 上 
(a =a +Car bt + Ca b+ +b? 
= 人 rb’ 
由 此 命题 容易 看 出 ， 
(at+b)t =ar +b?" 
下 面 来 介绍 域 论 的 另 一 个 基本 松 念 ， 
定义 2 ”没有 真子 域 的 域 叫 做 素 域 ， 
例 2 有 有理 数 域 @ 是 素 域 。 以 素数 了 为 模 的 剩余 类 环 Z， 
是 素 域 。 
事实 上 ， 设 下 是 吕 的 子 域 ， 最 然 1CF， 而且 YnEZ 有 
n(1) =nEF, 于 是 VY 二 人 Q，n，m 基 整数 ， 有 n，mEF， 从 而 


224 


_ 
一 一 Men :EF 
Ht 


于 FF -= 已， 这 说 明 Q@ 设 有 真子 域 ， 即 是 素 域 ， 
设 瑟 是 Z, 的 子 域 ， 显 然 1EE， 于 是 Ym EZ, 有 
n=n(1)EE 
故 E= 2Z，，。 这 说 明 2Z ,无 真子 域 . 即 Z ,是 素 域 . 
值得 注意 的 是 ， 从 同 构 角度 看 ， 只 有 这 两 种 类 型 的 素 域 ， 
定理 2 设 下 是 性 一 案 域 ， (1 >》 当下 的 特征 数 为 时 ， 
则 F 衬 Q; (2 ) 当下 的 特征 数 为 p 时 ， 则 F 尘 2，， 
证 明 设 e 是 FF 的 单位 元 ， 考虑 F 的 于 集 
S= {kelkECZ} 
易 证 $ 是 下 的 子 环 ， 而 卫 是 回环 。 现 将 整数 环 Z 与 做 比较 ， 
令 
PN >ne, YHEZ 
显然 Fm 是 Z 到 5 的 满 射 ， 并 且 Yn,mCZ 有 
m+) ne=net+me -yn) +qpum) 
Dnm) 一 《TI HEHE 一 站 (帮主 
于 是 
全 :一 -和 
因为 下 的 核 W=P ' (0) = {inEZlne=0} 是 Z 的 一 个 理想 ， 
而 Z 是 主 理想 环 ， 从 而 NN 是 主 理 想 ，N = (d)，d 半 0， 
(1) 当下 的 特征 数 为 = 时 ,此 时 立 PEE ,Nn 克 0 有 ne 天 0， 
这 表明 六 = (0 中， 所 以 
DI 
进而 Z 的 商 域 @ 必 与 5 的 商 域 同 构 。 由 于 下 是 素 域 ， 所 以 S 的 
商 域 恰 好 是 FF， 因此 
OF 
《2 ) 当 王 的 特征 数 为 时 ， 这 时 p 是 使 pe = 0 的 最 小 正 
整数 ， 即 p 是 N = (中 的 最 本 正 整数 ， 从 而 了 = a, 且 N = (到 ， 
由 末了 网 态 基 定 理 知 


225 


Z/NS 
但 Z/N= ZZ/ lp) = 2Z， 是 域 ， 所 以 S 古 域 ， 由 于 FF 其 索 域 ， 故 
S= 下 ， 从 而 
2 +EF 
证 完 。 
由 于 有 理 数 域 和 以 p 为 模 的 剩余 类 环 都 是 具体 的 域 ， 所 以 
定理 2 表明 ， 素 域 的 代数 结构 昆 清 楚 的 ，… 个 素 域 民 ， 对 其 代 
数 结 构 起 决定 性 作用 的 是 它 的 特征 数 : 当 忆 的 特征 煞 汶 ce 时 ， 
F 使 可 看 做 是 有 理 数 咸 @ 当下 的 特征 数 为 时 ， 已 使 可 看 做 
是 以 了 为 模 的 剩 祭 类 环 ， 
定理 3 任 一 域 互 必 含有 唯一 的 素 域 
证 明 设 王 是 吾 的 所 有 子 威 的 交 。 显 然 卫 是 忆 的 于 域 。 
下 面 进一步 证 明 ， 下 是 素 域 . 设 F' 是 下 的 子 域 ，F’ 三 P， 
于 是 F“ 是 巨 的 于 域 。 由 于 了 是 互 的 所 有 子 域 的 交 ， 所 以 下 SF 
改 F =F。 这 说 明 丘 是 素 域 ， 即 性 一 域 已 者 一 定 含 有 是 素 城 的 
子 域 。 
其 次 证 明 ，E 所 含 的 素 域 是 叭 一 的 。 假设 也 是 含 在 EE 中 
的 染 域 ， 刚 F 站 Fi 既是 F 的 也 是 访 的 于 城 ， 和 但 FI 和 Fi 都 没有 真 
子 域 ， 故 
F=F/F:=F, 
这 说 明 E 所 含 的 案 域 是 唯一 有 的。 证 完 . 
定义 3 设 f 是 域 E 的 子 域 ， 则 E 叫 敌 F 的 扩张 ( 扩 域 )， 
记 为 E/F， 
显然 ， 任 一 域 百 都 是 它 所 从 素 域 的 扩张 。 从 同 构 观 点 看 ， 
特征 煞 为 ce 的 域 可 以 看 做 为 有 还 数 域 只 的 扩张 ,特征 数 为 p 的 域 
可 以 看 做 是 以 p 为 模 的 剩余 类 环 己 ,的 扩张 。 


习 是 


1 证明, 在 特征 数 为 P 有 有 的 有 限 域 E 中 ， 正 射 4 一 9? ，wa EB 
是 互 的 一 全 髓 同 构 。 
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2 设 五 是 恰 含 有 四 个 元 素 的 域 ， 证 六 ， 

C1) 瑟 的 特征 数 为 2 

《2) 五 中 不 在 索 域 加 ; 中 的 两 个 匹 素 部 满足 
和 二 二 

3 设 上 中 特 征 数 为 六 的 域 ， 如 有 果 王 中 的 元 素 都 满足 方程 
站 

则 

FaxZ ， 

4 试 举 出 一 个 特征 数 为 已 的 无 限 域 的 合子 。 

5 找 出 2 上 一 切 三 次 不 可 约 多 项 忒 。 


$2 扩 张 


本 节 对 域 的 扩张 懒 一 般 性 的 讨论 ， 
定义 1 设 E 是 一 个 域 ，F 是 E 的 子 域 ，S 是 E 的 子 集 
售 ， 则 EE 的 所 有 工 包 含 下 又 包含 SS 的 子 域 的 交 叫 敌 在 F 上 添加 
3 得 到 的 (FF 的} 扩张 ， 记 为 F(S)。 也 就 是 说 ， 设 
M= 1{F,|F. 是 EE 的 于 域 生 FEF;, SEF,} 
则 


FS) = MNF, 
于 


显然 F(S) 是 的 子 域 ， 南 且 它 是 姚 包含 F 义 包含 5 的 晤 小 
的 子 域 ， F(S) EM， 并 旦 YPi CCMH 有 F(0S) SF，。 

下 面 我 们 米 考 虑 ，P(S) 是 五 的 哪些 元 素 组 成 的 ， 这 些 元 素 
和 有 什么 特征 ， 

命题 ] 设 F 是 域 E 的 子 域 ，5 是 EE 的 子 集合 ， 则 


《QT Ca 人 - 
F 宝 ={i Tid E ， a 
© ) ga1y02 se) Bi CS, 了 ai， ee Yn) , 


Bly 2 En) ki 是 aa ,Gi ， | 在 F 上 的 多 项 式 ， 世 是正 
整数 } 


证 明 人 娘 
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X= (0 a CES, figryazy rs, Ri) BRL ff2, 
BRI, Az," 
0 2 7 "在 PF 上 的 多 项 式 ， "是 下 加 


有 ee 0 fe 
， gz TB 有 2 有 


人 00 
Bifida or) gtBi, Bz, ,Bn,) 


fitaiytas 人 有 Bb 1 
一 一 让 (8 Bg, C2" sn) 
Ba tard ) 8 8 ,Bn) 
上 上 面 分 式 的 分 子 和 分 母 都 是 eazry avy Bi 8。 在 马上 
的 多 项 式 ， 而 且 分 母 不 等 于 雪 ， 故 
上 一 其; 在下 

同样 本 证， Yk，Ki 人 下 ,Ks 于 0， 有 kiks 二 下 于 是 站 是 
的 子 城 ， 

其 次 证 明 ，FSK，SSK。 实事 上 ，YutF，a€5 均 有 


UU 六 
= 一 玫 ， 二 一 工 
| 5 位 ] K 


因此 推 得 F(S) 三 K， 
反之 ， 对 天 中 任 - :元素 
ks faa) 
Blitz 


时 fa ye 8 FO) 有 KEF()I, 
KSFG)， 所 以 
FS)y=K 证 完 ， 
推论 设 E 是 一 个 域 ，F 是 FE 的 子 扣 ，S {oy，ai,…， 
gt 是 EE 的 有 人 限 子 集 ， 此 时 可 记 F(S) :: Feyez .yy， 姑 


Pi, dy, Hn 下 机 2 ,fa Ca ' 


EAL zy " “这 3 ) | 1 B01, 
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如 2 a 在 F 上 的 多 项 式 | 
特别 地 ， 当 $= {e} 时 ， 风 有 


Fo = {1 提 |j(ay，gte) z0 是 a 在 F. 上 的 多 项 式 ) 
EC) 


定理 ] 设 忆 是 域 己 的 子 域 ，S$， T 都 是 FE 的 子 集 ， 则 
F(S'IT) =F(S) (TY = F(T) 09) 

证 明 ” 先 证 FCUT) FS (7 设 F(SUT)=Y, 则 由 定 
六 1 有 FSUTSEV， 从 而 F,S,TEV ,内 于 VY 蚌 B 的 子 域 并 且 包 
含 F 和 SS， 所 以 F(S) 乞 VY， 再 因 工 是 VY 的 子 集 ， 在 F(S) 上 湛 加 
T 所 得 证 的 护 张 FS) (T) 被 包含 ， 即 FS) (T)ySV ， 亦 即 
FS) (TY EFCSUT). 

男 一 方面 ， 设 F (5S) (T) =W， 则 浴 定义 1 有 F(S},TEW,， 
从 而 有 fF，S,， TW， FF，SUTEW, 于 是 F(SJT) 守 WW。 靶 
F{S JT) SEFCS) (T). 


因此 
F(S UT) = F(S) {T) 
赔 理 可 证 
FSU TY 2 FT) (5) 证 完 ， 


定理 1 可 推广 到 个 子 集 的 悄 形 ， 设 F 是 域 E 的 子 域 ， 
S11，S2， ,是 E 的 个子 集 、， 出 
下 (9 St (IS) = FCO) (S23) (9,) 
特别 地 ， 当 S51 = {fal，Ss = (03)，…，S.={Qr) 时 ， 把 
Fe 站 记 作 Fi (8 ， 则 存 
Feiqry ay oy Ba) F(a) (a) eo (oq ,) 
上 述 事 实说 明 ， 在 EE 的 子 域 上 添加 E 的 一 个 有 限 子 集 S， 可 
以 通过 逐个 添加 5 的 元 素 两 得到， 并 且 与 添 加 的 闫 序 夸 关 ， 
为 了 进 -- 步 讨论 域 的 扩张 ， 下 面 引 进 代 数 元 和 超越 元 概 
念 ， 
定义 2 设 E/F{ 即 F 是 钴 FE 的 子 域 )，a& 必 上 8， 如 果 在 FLx; 
中 存在 非 零 多 项 式 p (x) ， 使 得 
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pf) = 们 
则 & 叫做 F 上 的 代数 元 ， 如 果 对 FEx] 中 任 一 非 零 多 项 式 p(x) 
均 有 
PC 由 
则 = 叫做 F 上 的 超越 元 ， 
例如 ， 有 型 数 域 @@ 是 复数 域 G 的 子 城 ，vw 2 ，iC CC 分 别 
是 Q 上 的 多 项 式 x -2，xY+1 的 根 ， 所 以 2 ，i 都 是 QQ 上 的 
代数 元 ,AxEC 是 QQ 上 的 越 超 元 , 但 下 是 且 上 的 多 项 式 x 一 x 的 
恨 ， 所 以 zt 是 实数 域 上 的 代数 元 ， 
再 如 ， 设 BAF，YeEF， 因 w 是 了 上 的 多 项 式 x-a 的 根 ， 
所 以 的 每 个 元 素 4 都 是 F 上 的 代数 元 ， 
定义 3 设 E/F， 如 果 E 的 每 个 元 索 都 是 F 上 的 代数 元 ， 
则 琴 叫 敌 下 的 代数 扩张 ， 如 果 EE 中 存在 上 的 起 越 元 ， 则 E 叫 
做 刁 的 超越 扩张 . 
显然 域 了 的 任 -一 扩张 不 是 代数 扩张 就 是 超越 扩张 。 这 样 一 
来 ， 域 的 扩张 名 分 成 代数 扩张 和 超越 扩张 两 大 类 型 。 后 儿 节 ， 
我 们 将 侧重 对 代数 扩张 的 讨论 。 为 此 在 这 里 对 代数 元 的 有 尖 性 
质 做 进一步 分 绍 ， 议 备 后 面 使 用 ， 
定义 # 该 上 是 域 开 上 的 代数 元 ， 则 在 F[Cx] 里 以 & 为 根 
的 多 项 式 中 ， 首 项 系数 为 1 ， 次 数 最 小 的 多 项 式 囊 做 在 王 上 
的 最 小 多 项 式 . 
例如 ，， 头 -2，2 绍 村 1 分 别 是 2， 在 @ 上 的 最 小 多 项 
式 ， 
命题 2 ” 域 f 上 的 代数 元 4 在 F 上 的 最 小 和 多项式 w(x) 整 
除 FCxJ 中 任 一 以 & 为 根 的 多 项 式 f(x) 。 
证 明 由 带 余 除法 本 得 
了 人 二 二 
其 中 r(x) = 0 或 者 degr (x) degp (xz) 。 
假设 degr (tx) qdesgptxy， 则 因为 
ja} =atm pe PE) =0 
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从 和 布 有 
ria) =0 
这 与 ptx) 是 a 的 最 小 多 项 式 相 矛盾 。 洲 以 只 能 ?tx) =0， 即 
p(x) | 了 (x) 。 证 完 ， 
命题 3 ” 域 下 上 的 代数 元 4 在 F 上 有 了 唯一 的 最 小 务 项 式 ， 
证 明 & 在 F 上 的 最 小 多 项 起 的 在 在 性 是 明显 的 。 现 证 明 
崔 -- 人 性 。 设 px) ，qz(x) CRECx] 部 是 @ 的 最 小 多 项 式 ， 由 命题 
2 有 
PX = 1 CX) P(X) ‘1) 
Pi1 (CX) :3 CX) Pa CX) 
于 是 
Pax) = 41 CX) qa (x) 2 Cx) 
qi1(X) 92 (xX) = 1 
从 而 得 知 中 (X) 是 零 次 多 项 式 . 冉 因 p(x) 和 pr ty 的 首 项 系数 
都 是 1 ,所 以 比较 (1 》 式 等 号 疯 端 的 首 项 系数 可 知 gq(X) =1， 
破 
Pa x) = 和 1 证 完 ， 
命题 4 域 f 上 的 代数 元 4 的 最 小 多 项 式 (x) 是 F 上 不 
可 约 多 项 式 ， 
证 明 假设 g (*) 在 F 上 可 约 , 则 必 存 在 ji (x) ,fz(x) EECx] 
0<degfi (x) ，degf2a(x) <degy (x) ， 使 得 
PLX = Fx) fa Cx) 
于 是 
pe) = fm fata) =0 
这 时 必 有 五 (0) =0 践 二 (a) = 9， 这 与 P(X) 是 的 最 小 多 项 式 相 
闻 盾 。 赴 P(x) 在 F 上 不 可 约 、 证 完 ， 
命题 5 。” 设 F，E，K 都 是 域 ， 目 FEGCK， 如 果 wK 是 FF 
上 的 代数 元 ， 则 e 必 是 EE 上 的 代数 元 ， 
事实 二 ， 此 时 存在 非 零 多 项 式 p (x) EFLx]， 使 
Pi) = 人 0 
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因 FIxDCECx]，、， 故 pgO0CBEx]， 即 如 是 已 十 的 代数 元 。 
证 完 ， 

值得 注意 的 是 ， 互 上 的 代数 元 不 一 定 是 己 上 的 代数 元 ， 即 
使 eEK 同时 是 FF 上 、E 上 的 代数 元 ， 但 & 在 F 上 的 最 小 多 项 
式 和 a 在 EE 上 的 最 小 多 项 式 由 可 能 不 相同 

例如 ，QRCC, 7 是 及 上 的 代数 元 , 但 是 Q 上 的 超越 
元 。 又 如 ， 2 在 Q@ 上， 诬 上 痢 是 代数 元 亿 \? 在 QQ 上 ,， 玉 
上 的 统 小 多 项 式 分 别 为 XxX? 一 2，x 一 2， 

习 题 

1 已 知 下 和 e=2.71828 … 是 有 理 数 域 信 上 的 超越 元 ， 试 判断 环 列 
复数 在 全 上 尽 代 数 的 还 是 起 越 的 ， 并 纵 出 其 证 明 ; v5， A ?7 ,T?,8+3， 
i i+ 3, 

2 证明， 是 久 F 的 代数 元 过 由 和 d+ 3 是 人 @@ 上 的 羽 数 元 ， 

3 设 F 和 人 分 曾 起 域 吾 的 子 拭 和 村 代 ， 则 $ 的 一 切 有 限 子 集 添 圳 
到 下 上 所 得 子 城 的 并 二 一 个 域 . 

1 阁 域 请 上 的 代数 元 8 是 Frxz 中 首 项 系数 为 1 的 不 可 的 多 项 式 
名 (xy 的 根 ， 而 和 xy 是 & 在 了 上 的 最 小 案 项 式 ， 

5 求 下 列 两 个 扩张 添加 元 素 的 最 小 多 项 式 ，C 玉 ,如 (if 3 )。 


《3 单纯 扩张 


在 这 节 里 ， 我 们 讨论 域 的 一 类 最 简章 的 扩张 ， 在 域 E 的 子 
域 F 上 浅 加 EE 的 一 个 元 素 得 到 的 扩张 ， 

定义 ] 设 F 是 城 E 的 子 域 ， aE， 则 (a) 叫 和 做 也 的 单 
纯 扩 张 。 当 #4 是 F 上 的 代数 元 时 ， F(a) 叫做 下 的 单纯 代数 扩 
张 ， 当 & 是 上 的 超越 元 时 ，Fta) 叫做 已 的 单纯 超越 扩张 ， 

显然 单纯 超越 扩张 是 超越 扩张 。 下 节 将 证 明 单 纯 代 数 扩 张 
是 代数 扩张 。 现 在 我 们 来 研究 单纯 扩张 的 结构 ， 给 出 关于 单纯 
扩张 的 重要 结果 ， 

定理 1 设 F 是 域 E 的 子 域 ,aCE、 如 果 Fla) 是 五 的 单 
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纯 超 越 扩张 ， 则 F tg) 宕 F(x) ， 如 果 F (@) 是 FF 的 草 纯 代数 扩张 ， 
则 天 (a) 衬 FExDj/ tgp tx)) ,其 中 (是 在 fF 上 的 最 小 和 多项式。 
证 明 由 $2 命题 1 的 推论 知 


Fea) = 1 60, g(x) CFCx], s(x) +0 ) 
gm) 


考虑 Flt) 的 于 集 

Fraej= {fa | FOX EFCx]} 
显然 FiaJ] 是 Fla) 的 玉环 ， 而 里 Fia1 是 曲 环 ，Fre3 的 商 域 怡 好 
是 Fla 我 们 来 比较 FLxj 与 Fra]， 令 

Vx) > 0) 
显然 下 是 FLXx] 到 FC 的 满 射 ， 而 晶 fx)，g(x) EECx]， 有 

fx) + g(x) > fa) + gta) 

Hx gEX) > fi gir) 
熙 业 是 FLxj 到 Pre] 的 满 同 态 。 由 第 三 章 知 ， 更 的 核 N = kerw 
是 FCx3 的 理想 ， 而 多 项 式 环 FLx] 是 主 理 息 环 , 所 以 RN = (g(x))， 
者 p(X 关 0， 出 令 mp (9 的 首 项 系数 为 1 。 下 面 分 两 种 情况 进行 
讨论 . 

(1) 当 &a 是 F 上 的 超越 元 ,此 时 对 尾 一 非 零 多 项 式 

fx FIxJ 均 有 f(a) 到 09， 于 是 N -10}， 故 

,FCxIS FCo) 
进而 由 第 三 章 § 8 定理 3 知 ，F5x3 的 商 域 F(x) 与 Fie] 的 商城 
F(te 同 构 ， 

F(X FPF (0) 

(2) 当 a 是 FF 上 的 代数 元 , 此 时 N= (p00) 10)， 

Px? 夫 0。 由 檬 的 定义 知 ， 玉 恰 是 由 FLxJ 中 以 a 为 根 的 所 有 多 
项 式 组 成 的 集合 , mw (x) 是 NN 中 的 多 项 式 又 能 整除 以 a 为 根 的 所 
有 和 多项式、 可 见 ，g x) 是 首 项 系数 为 1 ， 次 数 最 小 的 ， 以 4 为 
根 的 多 项 式 ， 改 p(x) 是 & 的 最 小 多 项 式 ， 由 第 三 章 环 的 同 态 基 
本 定理 知 ， 

FLXY/ Cp (x) } FL ea) 
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其 中 o,f00 = 了 0 二 (p00) > Toy 

由 于 (xz 是 FLxJI 中 不 再 约 多 项 式 ， 攻 六 = (p(x)) 是 F[x] 
中 的 极 大 理想 ， 再 由 第 三 章 8 7 定理 1 知 FLxJ/ (p(x)) 是 域 ， 
于 是 FC 和 必 是 域 ， 此 时 FLa] = Fltg)， 国 此 

FLx)/ (0) SF (a) 证 完 ， 

推论 。 设 F 是 域 ， 如 果 e，8 都 是 上 的 超越 元 ， 则 F (0) 兰 
F(tB); 如果， 有 都 是 F 上 的 代数 元 ， 而 县 它 们 在 上 的 最 小 务 
需 式 相同 ， 则 Fo 兰 FIB) ， ~ 

此 推论 中 的 z，8 不 必 是 同一 个 域 中 的 元 素 ， 

定理 1 比较 清楚 地 说 明了 单纯 扩张 的 结构 ， 对 单纯 超越 
扩张 Fto) 来 说 ，PFte) 中 元 素 之 间 的 运算 与 F(x) 中 元 素 之 间 的 
运算 一 致 ， 可 以 把 a 看 做 是 未 定 元 佑 有 有 理 分 式 运 算 ， 对 于 单纯 
代数 扩张 王 (@) 来 说 ， 我 们 看 到 ， 对 Fta) 的 结构 起 决定 性 作用 
的 是 a 的 景 小 多 项 式 p (x) 。 下 面 就 后 一 情况 做 进一步 的 讨论 ， 

定理 2 设 F(@) 是 下 的 单纯 代数 扩张 ， p(x) 是 4 在 F .上 


的 量 小 多 项 式 ， 其 次 数 为 ”。 虽 Fo) 的 每 个 元 素 共 2 都 可 叭 一 


地 表 为 


了 0， a, EF (C1) 


而 县 对 于 h(a) = yaier， hala) = ba 有 有 


PE) t htey = 5 ta, +b ye 


hit hasta) =r (a) 
其 中 Y (x) 是 以 p(x) 除 有 (x) h(x) 所 得 的 余 式 ， 
证 明 我 们 来 证 明定 理 的 前 -~- 个 结论 。 在 定理 1 的 证 明 中 


已 经 看 到 ， 此 时 F(a) = Fa 于是， v EF(a)， 均 有 
Ra 和 FFe] ,全 
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Je 
eto) ka) 


由 带 余 除 法 得 
KX) = 4 xp) + hx 


其 由 


中 一 二 
hx) 一 y 19iX ， 女 ;} FF 
1 中 


国 tc) = 敦 


fo) 


nk j 
ge) KC) = hr) = 2 


对 于 了 名 来 说 ， 表 法 《3 》 是 唯一 的 。 事实 上 ， 如 果 还 有 


= Hey = Ee ai, a.EF 
则 

htmy — Hh’ (a) =0 
此 时 必 有 hx) = 7 Gx) ， 和 否则 假设 (x) 关 h Cx)， 则 (x) 一 
h" (Cx) 天 0， 但 hx) 一 有 (0) 的 次 数 小 于 nn， 有明 Rta) 一 下 《ae = 
这 与 & 的 最 小 多 项 式 g x) 是 ni 深 多 项 式 相 逆 盾 。 因 此 

hx) = 其 Cx) 
故 

q, =0, 
定理 的 后 一 个 结论 的 证 明 比 较 简 单 ， 请 读者 自行 完成 ， 证 完 ， 

定理 2 告诉 我 们 ， 单 纯 代 数 扩 张 F (a) 中 的 元 素 存 在 简捷 前 
表示 形式 ， 而 且 给 出 了 在 该 形式 之 下 元 素 间 运算 法 出 ， 

例 3 有 理 数 域 吕 是 实数 域 且 的 和子 域 ， A$ECR 蚌 全 上 的 
代数 元 ，w 2 在昌 上 的 最 小 多 项 式 为 P(X) = 台 -2， 其 次 数 为 
2 ， 于 是 Qtw 2 ) 中 网 每 个 元 党 六 均 可 表 成 

uatb 2, a, bEQ 
而 县 ， YE, VE QC 2), UW=arbv 32，Y=erd 32, a,b, 
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C， 扣 生意 ， 有 有 
wty= (ep 2)+ (cd 2) 
= (qt) + (b+ 2 
Hv- fa+p 2) (c+d 2) 
= {tae + 2bd) + (ad + be} 2 
上 而 我 们 遂 讨 论 的 革 纯 扩张 部 是 在 一 个 域 E 的 于 域 玉 上 深 
加 去 的 - -个 元 素 得 到 的 。 加 果 先 任意 给 定 一 个 域 ， 是 否定 
存在 的 扩张 EE， 使 得 在 F 上 添加 E 的 一 个 元 素 而 得 到 不 同 于 
下 的 王 的 单纯 扩张 昵 * 同 管 是 肯定 的 . 
首先 ，F 的 单纯 赵 越 扩张 的 存在 性 出 较 容 易 说 明 。 我 们 知 
道 ， 对 住 意 一 个 域 ， 必 然 存 在 多 项 式 环 FCXI7 以 及 F[x] 的 商 
域 ， 即 FF 上 的 有 理 分 式 域 。 这 个 域 是 以 下 为 子 域 的 ， 而 它 的 元 
素 x 是 下 上 的 超越 元 ， 所 以 Ftx) 是 Ff 的 单 弛 超越 扩张 ,实际 
上 Fo 就 是 下 上 的 有 有理 分 式 域 ， 
其 次 对 于 了 的 单纯 代数 入 张 的 存在 性 ， 我 们 有 
定理 3 设 F 下 是 任 一 域 ，gp x) 是 下 上 首 项 系数 为 1 的 不 
可 约 备 项 式 ， 则 存在 的 单纯 代数 扩张 F(a)， 其 中 & 在 F 上 
的 最 小 备 项 起 为 p(x). 
证 明 ” 设 p(x) = x" gx 1 二 十 G4 由 于 gp (0 是 FLx] 
中 不 可 约 多 项 式 ， 则 gqg (x) 牛 成 的 理想 (pt) 是 F[xj 的 极 大理 
想 。 半 是 由 第 三 章 # 7 定理 1 ， 商 环 FLxj/ (w(x)) 是 域 ， 我 们 
已 经 知道 ， 存 在 自然 同 六 
WW ,FLX FLXY (p(x)) 
其 中 
,fn > fix) = Fx) + Cp (xX) ) 
设 W(F) = F， 显 然 是 域 FCxj/ 《wp x) 的 子 域 ， 
这 时 理 可 以 看 做 是 F 到 下 的 上 映射， 而 间 是 双 射 ， 事 实 上 ， 
Ya, bEF, arb,， 则 a 一 忆 关 0, 丽 px) 是 FTx 中 的 不 可 的 多 项 
式 ， 其 次 狼 n 0， 所 惧 g GO0ta-b， 从 市 qa- (P(X))。 因 为 
kee 册 = (V(x)), 故 a 一 b 关 0， 于 是 得 到 a 二 b。 因 此 
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了 :FS 下 
应 用 第 三 章 § 6 定理 3， 把 FCx]/ (ty) 中 的 启用 F 赫 换 得 到 
E, 


FEH EPFLX]/ (y (x)) 


vy jo BIEFR 
a yuu, WaceF 
我 们 来 观察 FEx]/ tp (Cx)) 中 的 元 素 x 宕 ?之 下 的 原 象 aEF 
由 于 


下 


x) = Har Xd =0 
骨 因 是 同 态 映 射 。 则 有 

XR aa 
义 因 YY 是 同济 映射 ， 使 有 

Fini tan= 人 0 
即 

Wa) = 人 0 
这 说 明 EFE 中 的 元 素 & 是 以 v(x) 为 最 小 多 项 式 的 上 的 代数 元 ， 
的 就 是 所 要 求 的 了 的 单纯 代数 扩张 ， 证 完 ， 

对 于 上 述 证 明 中 所 得 到 的 添加 元 & ,我 们 需要 进 -- 步 明确 ; 

当 纵 定 的 不 可 约 多 项 式 po 是 一 次 多 项 式 时 ， 则 有 aEp， 此 
时 Fo) = 了， 当 p(x) 的 次 数 写 2 时 ， 必 有 a= x ， 此 时 F(o) = 
F(X), 


习 题 
1 没 F 为 企 一 域 ，x 是 下 上 的 未 定 元 ， 三 = F(x) ,和 =P(: 世 - 小 证 
明 ， 荆 是 4 的 是 单纯 代数 扩张 
本 ms +a 
2 这 将 @@(W 2 ) 下 的 元 素 4= gy af 化成" 2 在 和 @ 上 的 次 
部 小 十 3 的 多 项 式 ， 
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3 说 8# 是 了 及 上 多 项 起 区 xx) =x?+X+] 的 殷 ， 求 出 单纯 扩张 RBR(&)， 
潮 在 Ria) 上 分 解 8(X) 为 不 可 约 因 于 之 税 ， 

4 访 工 是 特征 数 为 p 的 豆 域 ， 玉 = 下) 

CI》 证 上 明 :， 3 一 在 起 全 在 可 约 。 

《2) 人 航 出 下 人 )， 昌 的 最 小 和 多项式 汐 ?7 一 Xx， 

《3) 在 疙 1 王 分解? 一 x* 为 不 可 约 因 式 之 积 ， 


34 有 限 扩 张 


上 节 讨 论 了 在 域 上 添加 一 个 元 素 & 所 得 到 的 单纯 扩张 
Flo) 的 结构 ， 现 在 来 研究 在 F 上 添加 FF 上 的 有 限 个 代数 元 i， 
a rs Cn 斯 得 到 的 扩张 Pei，82， py 站 的 一 些 狂 质 。 对 
于 洪 加 有 限 个 超越 元 的 情形 ， 超 出 本 书 范围 ， 这 里 不 予 涉及 ， 

对 于 添加 有 限 个 代数 元 的 扩张 的 讨论 ， 我 们 从 另 一 个 前 度 
开始 ,读者 已 经 熟 忆 域 工 向 量 空 间 的 理论 ， 谨 E/F {有 即 E 是 下 
的 护 域 》， 则 EE 是 上 上 的 一 个 向 量 空间 ， 这 个 空间 的 向 量 加 法 
和 F 洒 EE 的 作用 羔 法 分 别 是 城 E 的 加 法 和 乘法 ， 

定义 1 设 F 是 域 E 的 和子 域 ， 如 果 互 柚 为 F 上 的 向 量 空 间 
是 有 限 维 欧 ， 则 瑟 哆 知 匡 的 有 限 扩张 ， 其 维 数 记 为 (EAP) ， 叫 
后 扩张 次 数 。 当 (E/F) = rn 时 ， 则 涪 瑟 是 F 的 # 次 扩张 ， 如 果 
忆 逢 为 下 上 的 向 重 空 间 是 无 限 维 的 ， 则 五 叫 竹下 的 无 限 扩 张 。 

例 1 偶数 域 C 是 实数 域 及 的 二 次 扩张 这 是 因为 二 极为 
尺 上 的 加 悬空 间 ， 革 和 二 组 成 已 的 一 组 基底 ， 维 数 为 2?， 即 
(C/R) = 2. 

实数 域 且 是 有 理 数 域 口 的 无 限 扩 张 。 事 实 上 ， 且 做 为 Q 工 
的 线性 空间 是 无 限 维 的 ， 这 是 网 为 ， 对 于 x CR 和 任 一 正 整 数 
尺 ， 玫 中 的 天 个 向 量 

开光 再 
在 驴 上 是 线性 无 次 的 。 否 则 有 如 中 不 全 为 堆 的 数 g，a， 
se, 4 使 
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OT a ft tA 0 
这 说 明 r 是 @ 上 的 多 项 式 
fxX) = GX ni 
的 根 ， 与 是 @Q 上 的 超越 元 相 针 盾 。 由 此 可 知 ， 五 中 不 存在 有 
限 个 向 车 所 构成 的 基 寂 。 因 此 民 是 多 的 无 限 扩张 ， 
命题 “ 设 F(@) 是 域 F 的 单纯 代数 扩张 ，a 在 FF 上 最 小 多 项 
式 p (CX) 的 次 数 为 nn ， 则 Fta) 是 的 nn 次 扩张 、 
证 明 由 § 3 定理 2 知 ，F(o) 的 每 个 元 素 呈 棉 可 唯一 地 表 
为 
HW= Y an, ,EF 


斯 以 FC) 眉 为 F 上 的 向 量 空 间 来 说 , 5 个 向 量 1,&,… ,a ' 构 成 
此 空间 的 一 个 生成 集 。 而 量 当 
bum ba T+"*+b,=0 
时 ， 必 有 b=0, i=0,1,…， ~1，。 因此 1，r…，4 :是 线 
性 无 关 向 量 组 ， 从 而 是 (a) 的 基底 、 于 是 人 F(o AP) = RnR。 证 
完 ， 
定理 1 设 F，4，F 是 三 个 域 ， 瑟 是 4 的 有 限 扩张 ， 妈 是 
志 的 有 限 扩 张 ， 则 已 是 王 的 有 限 扩张 ， 而 且 
(EF) := (E/A) (AIP) 
证 上 明 投 (A:F) = mm，(B7A) =M， EU 是 4 在 开 
上 的 基 肛 ，mm,…， 是 王 在 4 上 的 基底 。 我 位 来 证 明 
yi=1 2 mj- 1 2;… sn) 是 E 在 FF 上 的 基底， 
ttEE 有 
= + dt + 和 Pr ;人 
因为 
a =bimith Nt th Wnsb, i EF, j= 1,2,. ,hn, 
所 以 
w= hi + 2 二 二 二 
(P12H1 十 bazHz 十 + bs Han) V+ 
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{ 和 1 于 +t briat rr 十 瑟 Vs 
一 buttiVy + Baia t+ + hrm Vt 二 "+ 十 
十 机 天， 十 
上 式 说 明 {n4;Y,) 是 线 社 空间 F (在 F. 上 ) 的 生成 集 ， 其 次 证 其 
twivr} 在 F 上 是 线性 无 关 的 。 谈 
2 ;Yi m0, b,,iF 


由 于 
> bt 


且 {v, 在 4A 上 强 性 无 关 ， 上 故 
2 biimi= 0, j= 1 


再 因 {,* 在 上 线性 无 关 ， 得 
b,,=0, i=1,, ms j= 1 
综 上 所 述 ，iwivi} 是 EE 在 F 上 的 基 座 ， 而 {u,vy,} 走 mn 个 
元 妹 组 成 ， 所 以 E 是 F 上 的 mn 维 向 量 空间 ， 基 E 是 F 的 有 限 
扩张 ，(E/F) = man。 证 完 ， 
定 吾 1 可 以 推广 到 让 和 E 之 间 在 在 有 限 个 中 间 域 的 情形 ， 
利用 数学 归纳 法 可 证 
推论 1 设 F,A,Az.…,4., 瑟 都 是 域 ， 且 4 AI … A,， 
E 分 别 是 F,Al,…, 4, 的 有 限 扩张 ， 则 五 是 下 的 有 限 扩 张 ， 而 且 
(E/FY = (CAF) (Af ADY BE/A,) 
关于 有 限 扩张 还 有 以 下 几 个 重要 性 质 ， 
定理 2 ” 有限 扩张 必 是 代数 扩张 ， 
证 明 设 E 是 下 的 有 限 扩 张 ，(E/F) =n。， 要 证 E 是 扩 的 
代数 扩张 ， 只 须 证 每 个 xEE 者 是 上 的 代数 元 即 可 ， 因 为 F 
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上 的 向 量 室 间 王 的 维 数 丰 xn， 则 n+ 1 个 同 量 
玉 1 
必 线 性 相关 ， 于 是 在 F 中 存在 x fr 1 个 不全 为 0 的 元 素 a: ,4-1， 
…，Qov， 使 得 
Cd toa" + :+ Qo= 侨 
这 说 明 刀 是 F 1. 非 零 多 项 式 
XY = 十 
的 根 ， 即 是 下 上 的 代数 元 ， 从 而 王 是 世 的 代数 扩张 。 证 完 ， 
由 前 面 的 铺 题 贤 ， 单 印 代 煞 坟 张 是 有 限 扩 张 ， 所 以 有 
推论 2 单纯 代数 扩张 必 是 代数 扩张 . 
定理 3 设 E/F 是 有 限 扩张 ， 则 E= Fla 2,"…s41)， 其 
中 每 个 xi; 都 是 FF 上 的 代数 元 : 反之， 如果 Qa1,02，… ,a 都 是 域 
上 的 代数 元 ， 则 F (oi,a3,…,0:) 是 F 的 有 限 扩张 ， 
证 明 设 B 是 F 的 有 限 扩张 gi,8;,… sa， 是 BEB 在 F 上 的 
基底 ， 显 然 
下 (17 站 
男 一 方面 ，YWRWEE， 在 在 qi,Q2,… a, 万 F, 使 得 
= C02 t Att rr Fa Pl ro) 
玖 
ESFPla ,ary sn) 
因此 
E= F(a ry wr) 
由 定理 2 知 ， 每 个 a, 都 是 F 上 的 代数 元 ， 从 而 定理 的 第 一 个 结 
论 得 证， 
其 次 证 明 第 二 个 结论 . 设 oar,a.2,…,@。 都 是 FE 上 的 代数 
元 ， 则 
Fem day Gr) 2: PORI) Ca} eo (Ct) 
观察 以 下 域 的 座 列 
下 (二 站 人 Dee ee 
《人 
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冶 列 中 每 全 域 都 是 其 前 一 个 相 邻 城 的 单纯 代数 扩张 ， 从 而 都 是 
右 限 扩张 ， 由 定理 1 知 . Filo,yGay 6) = F(a) (a2) [av 是 
玉 的 有 限 扩 张 。 证 完 。 

推论 3 设 cle，…a* 是 域 了 上 的 代 糙 元 ， 则 Feiyaa2，… 
&x 小 是 下 的 代数 扩张 。 

推论 4 设 a1.&l 是 线 F 上 的 代数 元 , 则 wa + ezyea 一 C2 R02 


. 2 (ez 夫 0) 都 是 下 上 的 代数 元 。 


定理 3 表明 ， 在 域 F 上 添加 大 限 个 代数 元 所 得 到 的 扩张 和 
了 的 有 限 六 张 这 两 个 邮 念 是 一 致 的， 伍 须 注意 ， 一 般 情 况 下 ， 
EE EE= Fast) 中 ， 党 加 的 代数 元 个 数 中 与 扩张 次 数 
(B/ 术 不 一 是 相等 例如， C= RD，(C/R})=2 
还 已 注音， 定 鹉 2 的 逆 命 题 不 真 ， 妈 存在 代数 扩张 不 是 有 
浪 扩 张 。 酌 如 ,8 三 C， 设 5S 是 C 中 所 有 QQ. 上 的 代数 元 的 集合 。 
由 定理 3 的 推论 2 知 ，S 是 域 ， 显然 二 ， 所 以 3 是 加 的 伐 
数 扩张 。 但 S 不 是 怠 的 有 限 扩张 。 这 是 因为 ， 对 于 尾 意 正 整数 
#， 在 3 中 部 能 找到 个 在 马上 线性 无 关 的 向 量 。 事 实 上 ， 对 
任意 正 整 数 上 ， 存 在 4 次 有 理 系数 不 可 约 多 项 式 p(x) {例如 ， 
x 二 2 了 肪 是 怠 上 正光 不 可 约 多 项 式 ) 。 设 e 是 p(x) 的 根 ， 则 
aGS。 央 中 (0 是 4 在 怠 上 的 最 小 多 项 式 ， 故 3 中 的 下 个 元 素 
lm 


在 @ 上 线性 无 关 ， 所 以 $ 不 是 台 的 有 限 扩张 


习 题 
1 设 (天 fF3=my 拉 E 下 在 卫 土 的 最 小 多 项 式 的 次 数 为 开 ， 则 由 |n。 
2 翁 E 荐 域 站 的 本 有限 扩张 (BE/F)=R。 刚 ， Wa EB，fF(w) 是 FF 
的 单纯 代数 扩张 ， 而 内 CROC0)YF) = 凡是 的 约 数 ， 

3 QU, 2)/Q)=7 

4 是 有 限 域 ， 斌 确定 区 的 元 索 个 数 ， 

5 设 乒 契 工 的 有 荫 扩 虞 ， 闻 是 六 二 的 伐 散 元 ， 网 和 时下 上 的 代数 
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35 分 裂 域 


在 本 章 最 后 两 性 ， 我 们 利用 有 痕 扩 张 的 理论 来 研究 两 类 特 
殊 的 域 ， 凶 项 式 的 分 裂 域 和 有 限 域 ,这 商 类 域 在 域 论 中 ， 特 别 
是 在 人 稀 罗 瓦 理论 中 占有 有 重要 地 位 . 
定 兴 1 设 j(x} 是 域 F 上 的 fn (着 1) 次 多 项 式 ，F 的 扩张 
E 如 果 满 足 
《1) ftx) 如 上 可 分 解 为 一 次 因子 之 积 
OD) = CX— a) (xX A) (KX— A,) 
《2) 瑟 是 在 FE 上 添加 fx) 在 吾 中 的 全 部 根 得 到 的 扩张 
E= Fla,G 0) 
则 五 是 徐 了 (x) 的 一 个 分 裂 域 ， 
由 定义 可 以 看 出 ， 域 王 上 的 多 项 式 j(x) 的 分 裂 域 是 包 合 
1 的 所 有 个 根 的 最 小 扩张 . 
例如 ， 了 (=x?+1 是 有 理 数 域 人 上 的 多 项 式 ，8( 疏 是 F 
的 扩张 。 f(D) 在 QD 上 可 分 解 为 
fx) = (x—D {xt+i) 
0 = Qf, -i 
所 世人 是 x + 1 的 分 烈 域 ， 
现在 米 讨 论 这 样 问题 ， 对 于 域 F 上 的 任 一 n ( 宇 1) 次 多 项 式 
fo 是 欣 仓 在 分 裂 域 ? 如 果 存 在 ， 是 否 唯 一 。 
首先 证 明 分 型 域 的 存在 性 。 
定理 1 域 F 上 的 任 ~n( 汪 1) 次 多 项 式 1 (Xx) 都 有 分 裂 域 ， 
证 明 对 j(x) 的 次 数 n 用 数学 归纳 法 . 
当 n 一 时， 了 f(x) 是 FF 上 的 ~ 次 多 项 式 ， 它 的 根 aEF， 此 时 
F 恒 是 1(x) 的 分 裂 域 , 
当 ph 之 1， 假 设 n -1 次 多 项 式 有 分 其 域 . 在 FF 上 把 j(x) 分解 
为 
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fx) = pm{x) gx) 
其 由 w(x) 是 下 工交 项 系数 为 1 的 不 可 约 区 项 式 。 由 $ 3 定理 
3 ， 存 在 下 的 单纯 代数 扩张 Fet)， 其 中 心 在 中 上 的 最 小 多 项 
式 为 p(x}。 于 是 在 Flan) 下，x 一 age 从 而 x 一 ac 所 
以 ， 在 F(at) 上 上， 了 tx) 可 分 解 为 
Fix) {x — A g(x) 
其 中 ，g(x) 是 Fteb 上 的 ma- 次 多 项 式 ， 由 归纳 假设 ， 存 在 
9(X) 的 分 弄 域 E， 在 E 上 g(x) 可 分 解 为 
TAX) = CR HA) XX) 
而 且 
EFE=F(aD) (fr Rs dr) 
EE 就 是 j(x) 的 分 珊 域 ， 事 实 上 ， 在 E 上 f(x) 可 分 解 为 
fx} (x-o)gx) =e(tx- a (x (x a,) 
河 且 . 
E= F(a {ms i) :Plarrta sd,) 
现在 米 讨 论 分 裂 域 的 唯一 性 问题 。 其 实 对 于 域 F 上 的 一 个 
多 项 式 j(x) 来 说 ， 满 足 定 义 ] 的 的 扩张 即 1 (2 的 分 裂 域 可 以 
有 许多 ， 但 是 我 们 将 证 明 ， 这 些 不 同 的 分 裂 域 相 王 同 构 ， 所 以 
在 同 构 的 意义 下 ，jf( 纪 的 分 型 域 是 唯一 的 ， 为 了 讨论 分 裂 趟 的 
唯 -性 ， 先 避 填 癌 构 开拓 概念 ， 
定义 2 ” 设 F， 乓 ， 是 两 个 域 ,o:Fs 已 ， 丸 和 及 分 别 是 
下 和 五 的 扩 环 ， 如 皖 存 在 6 ,Rs 尺 ， 合 得 YaeE 严 有 aa :- 
cf(o， 那 么 ，c“ 叫 做 在 尺 到 尺 上 的 同 构 开 拓 ， 简 称 0 是 0 
的 开打， 
引 理 ] ” 设 F，E 是 两 个 域 ， a:F< 尖 巨 , 则 存在 在 FCx) 到 
FLx2 上 的 同 构 开 拓 0”. 
证 明 YaEF， 没 0 (a) - 8 。 仿 
gy TX ax oO Xo f(x) = a x 十 
Oa VIX) EFLX) 


| 


最 然 和 7 是 FCx3 到 [x)] 的 双 峙 ， 并 易 证 
于 (x) + g (x) = fx) + (CX) Ff (x BE (Cx) 
= FRI EXY 


故 - 


a’ ,Fx Frx] 
并 是，waESF,， 有 
og (a) a=-0(0) 
所 以 o 是 5 的 开拓 ,证 完 ， 
为 了 说 话 方便 起 见 ， 有 时 把 cf = 了 了 (x) 冉 艇 fo 在 
之 下 所 对 应 的 多 卉 式 。 出 于 9 的 并 拓 5”′ 是 同 构 呐 射 ， 所 以 当 
fc 是 FLxD 中 不 可 的 多 项 式 时 ， 则 在 5 之 下 f(X) 所 对 应 的 多 项 
式 于 (x) 也 是 [Cx] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 
引 理 2 ” 设 F， 下 是 两 个 域 ，o:F 守 了 ，q(x) 是 FF 上 的 首 
项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ，m (x*) 是 q(x) 在 之 下 所 对 应 的 
下 上 的 不 可 约 多 项 式 ，F(o) 入 (a) 分 别 是 F 和 到 的 单纯 代数 
扩张 ， a 和 4 各 在 F 和 FF 上 的 最 小 多 项 式 是 p(x) 和 (x) 。 则 | 
存在 0 的 同 构 开 拓 o’,F(@) 宕 F(a)， 使 得 0 (2) = a, 
证 明 ” 设 j(x) EFCxJ] 在 0 之 下 对 应 了 (x) © Cx， 根据 和 
3 定理 1 ， 存 在 
G:F (a) FCxY) (p(x)) 
其 中 
oush(a) E> R(X) = + (pO), Yh(a) ER) 
周 样 存在 
oa FIx]A( IEF CA) 
其 中 


oa: R(X) = RX) + CF OO) ER CY), 


vV h(x) CE FLxI/ Cw (x)) 


‘> 


mr 


Cah (0 h(x) 


显然 cz: 叶 FTx1AeCe 到 Tx 0) 的 双 射 ， 而 且 
gz Ch x) kOe) -GCC KC ) = hw) 4 CY 


一 -一 一 -一 -一 


安 站 (XY 十 下 CX) = hk CX 于 K(x) Cah xr) TF Ok x)) 
G2 (h(x} k(x) = orth xk xy)) 一 此 (x 天 《和 
= RY KC) = Cx) CX = Oh (ro Rix)) 
疏 
Os: FX (mA) SSF LX) (Pp (x)) 
全 0 = GOU2T1。 则 因 半 cz 都 是 同 构 昭 射 故 有 
oFim 宇 Fria) 
并 且 YaEF， 有 
ao 


go" {a) = GafGizfGifo))) = af -0 40) = 


矶 5 是 5 的 开拓 同时 


0 (0) = ga(oia(ai( 四 ) = a0 (x)) = 0 XN) = 

现在 证 明 比 描述 分 裂 域 唯一 性 更 一 般 的 

定理 2 设 F， 玉 是 两 个 域 ， a:F 关 FF，f(x) 是 F 上 的 
Ht( 关 1 次 多 项 式 ， 了 (0) 是 f(x) 在 0 之 下 对 应 的 多 项 式 ， 


Fase) 和 下 (at, gr,…s0,) 分别 是 (XY) 和 广 (x) 各 在 F 
和 下 上 的 分 裂 域 ， 则 存在 5 的 同 构 开 拓 ,oz” :Pteiyaazy，… ah )} 宇 
FOR, de, Hs ,) ， 而 且 经 适当 调整 闫 序 有 0’ (e,) = &， 
i=1,2,.. ,nh, 

证 明 对 (x) 的 次 数 i 用 数学 归纳 法 ， 

当 n= 1 时 ，f(x) 和 了 (xz》 分 别 是 和 下 上 的 -次 多 项 式 ， 
它们 的 根 w ECF，& ,EE 字 ， 于 是 它们 的 分 烈 域 Fag) = FF, F (C0) 
= F， 并 且 容 易 证 明 o (a = 立 ,， 所 以 这 时 a 自身 就 是 满足 定 
理 条 件 的 间 构 开拓 。 

当下 人 2 1， 假设 定理 对 于 n - 1 成 立 。 由 于 el 是 F(x) 的 根 ， 
则 在 F 上 的 最 小 各 项 式 q (x) 整除 fx) 
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Tx) = mx x) 
人 (JE 在 如 之 下 所 对 应 的 区 项 起 9 0 ，8 (X) 合 
F000 = gq (xX) EB Eg 
其 中 % (x) 是 户 上 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 在 地 (9 的 
n 个 根 Eiy, 05, 中 必 有 9 (5) 的 根 ， 不 妨 设 < 是 罗 (2 
的 根 ， 于 是 ( 刀 是 ci 在 巨 上 的 坡 小 多 项 式 。 
由 中 理 2 ， 存 在 0 的 开拓 
GuF(a) F(a 
使 得 gi) = 6,， 
在 Fla) 和 五 (g&D) 工 ， fo 和 Ff x) 可 分 别 分 解 为 
FJ 一 人 DC) f(x) = (x &) 好 400 
其 中 人 (9 是 4 (在 oa 之 - FF 所 对 应 的 多 项 式 ，q (和 9 (x) 分 
别 是 FkeD) 各 FCeD) 上 的 4 一 1 次 多 项 式 ， 而 且 42,… ai 和 2， 
,分 别 是 它们 的 nn 一 1 个 根 ， 所 以 
Peis sd} = Fem aas stn) 
和 er mr -er Le rr mr 
Flairyday roi)= Fla) (oa, 0 n) 
分 别 是 9 G0 和 9 (x) 各 在 Ete) 和 下 (Ce 0 上 的 分 裂 域 . 
南明 顷 候 说， 存在 ci 的 同 构 开 拓 
oO’ ,Fei (qs Hn) 兰 F(a (人 


(HF (gis G2 ye YP ga) 
使 得 经 适当 调整 吴 序 后 有 a’ (0,) -6 ，，i- 1,2， 8 同时 有 
G' (aD -olitoD = 4i， 显然 0 是 满足 定理 条 件 的 o 的 同 构 开 
推论 域 己 上 的 2 (1 次 多 项 式 fx) 的 任意 两 个 分 裂 域 
E 和 同 构 ， 5078 兰 E" 、。 其 中 oa’ 使 F 的 元 素 不 变 、 使 jlx) 在 
巨 中 的 根 分 路 与 在 E/ 中 的 根 想 对应， 


企 定理 2 中 取 玉 =F， 取 0 为 FF 的 恒 等 变 换 妈 得 此 推论 ， 
分 裂 域 的 唯一 性 天 明 ， 域 上 的 多 项 式 1(x) 尽管 在 两 个 不 
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阿 的 分 惠 域 中 各 有 -- 组 根 ， 但 是 这 两 组 根 没 有 本 质 差 别 。 比 如 
重 根 的 个 数 ， 重 根 的 重 数 ， 根 与 根 之 间 由 送 算 表 示 的 关系 著者 
是 一 致 的， 

例 1 试 求 fx) =x*+1 在 Q 上 的 分 裂 域 ， 


解 (的 根 为 wx = ri i mM a, 


因为 中 =a = 一 Q(X 的 分 裂 域 为 
Oa a ta ta) = Om) 

例 2 诬 F 是 特征 数 为 p 的 域 . KK=F(la) 是 单纯 代数 扩 
张 ，4q 是 F. 上 的 多 项 式 j(x) = x?* 一 a 的 根 。 证明 KK 是 了 (x) 在 FF 
的 分 裂 域 . 

证 明 ”由 于 f(a) =a? ~g=0， 所 以 a=a!+， 于 是 在 上 有 

Tix} = x a (x— oa)? 
即 & 是 ft) 的 DD 各 根 ， 故 jx) 在 FE 上 的 分 裂 域 
Pliage ,0) = Fm) 


习 题 

1 求 f(x) =xa-5x2z+gx-9 在 她 二 的 分 裂 域 ， 

2 设 & 是 旬 上 不 可 的 多 项 式 Ptx) =x3 一 9 的 根 ， 证 明 钨 (8) 不 是 
ptx) 的 分 型 域 。 

3 设 PiCxJ)，9afxys mx) 是 域 三 上 人 个 着 项 系数 为 主 的 不 可 
约 儿 项 式 。 证明， 存在 下 的 有 限 扩张 Fa,Q2,…,&n ) 其 中 a; 在 下 上 
的 晤 小 儿 项 式 沟 p; (Xx)，i= 1 2, ,1m 

4 设 下 是 域 ， 证 明 ， 开 上 的 #4 次 多 项 式 f(x) 人 在 FF 上 前 分 列 域 EE 关 
于 五 的 次 数 委 ml] . 


$68 有 限 域 
最 后 讨论 有 限 域 的 结构 。 所 请 有 限 域 ， 就 是 元 寒 个 数 有 限 
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的 域 。 首先 我 们 注意 ， 由 $1 定理 1 移 推 论 3 知 ， 有 限 域 的 特 
征 数 为 p， 鲁 外 1 的 讨论 告诉 我 人 条， 有 限 球 可 以 看 居 是 Z， 的 
扩张 ， 进 而 由 § 4 知 ， 有 超 域 是 Z， 的 有 限 扩 张 ， 为 了 进一步 
研究 有 限 域 的 结构 ， 先 来 讨论 素 域 Z， 上 五 次 单位 根 的 性 质 ， 
定义 1 设 关 是 与 素数 p 互 索 的 正 整数 ， 则 f(x) = x+ 一 
叫做 Z ,上 的 次 单位 多 项 式 ，f (x) (在 Z 的 任 一 扩张 互 中 ) 的 
根 叫 做 己 ;, 上 的 产 次 单位 根 ， 
命题 1 Z, 上 的 次 单位 多 项 式 f(x) = x* -1 无 重 根 ， 
证 明 因为 
1 C0) = hx ! 0 
则 fx) 和 7 Go 元 公 很 所 以 jtx) 无 重 根 。 证 完 ，。 
命题 2 ” 设 E 是 ZZ, 的 任 一 扩张 则 EE 中 所 有 Z, 上 的 有 次 
单位 根 关于 吾 的 污 法 构成 交 摘 群 ， . 
证 明 具 须 证 明日 => {eEEBIa =] 是 乘法 群 互 〈 刀 中 非 粤 
元 集合 ) 的 子 群 即 可 ， 
因为 五 中 的 1 各 性 质 : 1 =1， 则 1E 王 ， 所 以 五 非 空 。 
进而 ，WYe,8EH， 因 为 er =8*-.]， 则 有 
(aB =- 
所 以 eB“! EE 日 ， 于 是 日 是 互 的 子 群 ， 出 于 城 的 乘法 满足 交 挤 
律 ， 改 十 是 交换 群 。 证 完 ， 
做 为 命题 2 的 直接 结果 ， 在 x* -1 的 分 测 域 EE 中 ， 人 全体 电 
个 次 单位 根 构 成 EE 的 子 群 。 进一步 还 有 
命题 3 ” 设 E 是 之 ,的 扩张 ， 如 果 E 含 有 Z ,上 的 全 部 办 个 
# 次 单位 根 ， 则 这 些 单位 根 的 集合 二 甘于 E 的 乘法 构成 循环 
群 。 
证 明 由 命题 1 和 命题 2 ， 已 知 互 是 阶 变换 群 ， 所 以 要 
证 吾 是 循环 群 ， 只 须 在 吾 中 找到 阶 为 关 的 元 素 即 可 。 
到 1， 志 时 H ={1}= (1)， 
当 >>1 时 ， 将 疡 做 标准 分 解 
R= pp rm 
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考 虚 下列 - -组 多 现 式 
1 (x) = x 1 i= 1,2. ,5, 


售 z 是 1 (的 根 。 则 由 ez; - 1 得 a' -a 和 7 p, =1， 即 gE 了 H， 
所 以 每 个 f (xz) 的 根 都 是 j 次 单位 根 ， 


但 是 ， 了 <， 故 在 妞 中 必 存 在 a;， 使 得 


， 立 ,?; 下 1 
SB, aitir 人 显然 8, CH, 现 在 去 求 8, 在 互 中 的 阶 。 首 先 因为 


B; =a*=1 
Bo gl 
所 以 对 于 P,r, 的 每 个 小 于 其 自身 的 下 因数 @ 来 说 ， 
虽 : 关 1| 
国 此 8 ,在 五 申 的 阶 为 P; 一 。 
最 后 指出 ， 如 此 求 得 的 > 个 昌之 积 
y= BB*8, EH 
在 寺中 的 阶 是 、 
事实 上， 因为 pl ，p ps 两 天 互 素 ， 所 以 
了 的 阶 =pi"',pa ep::=h 
于 是 H = (y) 。 证 完 . 
现在 讨 沦 有 限 域 的 性 质 。 首 先 考 虑 ， 有 限 域 敌 为 它 所 合 素 
域 的 有 限 扩 张 的 扩张 次 数 、 该 有限 域 的 元 素 个 数 以 及 其 特征 数 
之 间 的 关系 。 对 此 有 
定理 ] 设 E 是 4 个 元 索 的 有 限 域 ， 其 特征 数 为 8， 
(E/Z,) =n， 则 
如 = 六 
证 上 明 ” 设 gq1，02,… ,是 EE 在 Z ,上 的 菇 底 ，wBEEB 有 
B= Qigl tid dd ,CZ, 
而 且 示 法 崔 一 。 而 每 个 分 量 a, 各 种 了 取 法 ， 所 以 这 种 组 合共 
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有 p' 种 取 法 ， 所 以 EE 所 含 元 素 的 个 数 9=p"。 证 完 ， 
定理 2 设 E 是 4 区 有限 城 ， 其 特征 数 为 户 ， 则 已 是 多 项 
式 f (x) - x" 一 x 在 Z ;上 的 分 裂 域 . 
证 明 设 E =- {ap@2，…s04)， 出 于 EE 的 元 素 个 数 为 9， 则 
{E;*) 是 4 一 1 阶 群 ,于 是 Va, CE 部 有 
a “=] 
从 而 
aria,= 人 0 
即 a, 是 了 lx) 的 很 。 谎 以 E 中 所 有 91 个 非 堆 元 素 都 是 jx) 的 
恨 。 此 奸 ，E 中 约 元 素 0 显然 是 fx) 的 根 ， 因 此 ， 玉 中 的 全 部 
9 个 元 素 部 是 1 的 很 。 于 是 在 EB 上 ，f (0?) 可 分 解 为 
Tx) = CX) XR A x te) 
另外 ， 由 于 互 的 特征 数 为 D ，Z, 是 王 的 子 域 ， 故 有 
E= 2.,(i fa) 
综 上 所 述 可 知 E 是 jtx) =x' 一 x 在 ZZ ,上 的 分 裂 域 ， 证 完 ， 
做 为 此 定理 的 直接 结果 ，。 可 得 到 
推论 1 元 索 个 数 相 舌 的 任 二 有 限 域 必 同 构 ， 
证 明 设 E1,E;3 者 是 4 元 有 限 域 ， 由 定理 1 有 4=p"， 这 说 
朋 E, 和 EE; 具有 相同 的 特征 数 p ,于 是 它们 含有 相同 的 素 域 之 ,， 
由 定理 2 知 ，E1 和 El 都 是 f(x) = x* -x 在 Z ,上 的 分 裂 域 。 再 由 
3 5 室 理 2 的 推论 即 得 El 衬 B51。 证 完 ， 
定理 1 是 说 ， 任 一 有 黑 域 的 元 素 个 数 必 是 一 个 素数 的 正 整 
数 次 宕 。 反 之 ， 对 于 任 一 素数 的 任 一 正 束 数 次 宕 来 说 ， 是 否 存 
在 以 此 数 为 元 素 个 数 的 有 限 域 呢 ? 对 此 有 
定理 3 ”对 于 任 一 案 数 p 和 任 一 正 整 数 n， 必 存在 一 个 恰 
含 9= 六 个 元 素 的 有 限 域 了。 
证 明 由 5 室 理 1 知 ，Z, 上 的 多 项 式 f2x) =x -2X 存 在 
分 裂 城 E ,这 时 f(x)， 在 E 上 可 分 解 为 
fiX) = (x) x x) 


而 县 
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E= A ,a ) 
下 面 证 明 EE 的 元 素 个 数 为 9 ,次 
五 ” = 《altz EB 
因为 ，Y&;,a;EEE 有 
(一 CD a? a 0 -0) 
以 及 当 & ,去 0 肝 有 
(Oa) =ar (a )- = 0 ! 
所 以 ki 一 Cr 和 aio7 部 是 1 : x ”一 x 的 根 ， 即 a, 一 外 ae 
CE ,由 此 可 知 E' 荐 E 的 子 域 ， 而 E’ 是 由 4 = P "个 元 素 组 成 的 
有 限 域 ， 其 特征 数 为 p， 故 让 定理 2 可 短 E' 是 x) =x 一 x 在 
Z [的 分 发 域 。 从 而 有 
EE, (a ts ss) 
故 E = 二 “是 恰 仿 8 个 元 素 的 有 限 域 .证 完 ， 
最 后 我 们 来 讨论 有 限 域 的 结构 问题 ， 。 
定理 4 任 一 有 限 域 B 的 非 零 元 素 弱 法 群 {EE ;.) 是 循环 
群 . 
证 明 设 E 的 元 素 个 数 为 9， 特征 数 为 p,(E/Z,) =n, 则 
由 定理 1 有 4=p"， 
由 于 {EE:*} 是 有 =9-1 阶 群 所 以 要 证 它 是 循环 群 ， 则 根 
据 命题 3 ， 只 须 证 明 E 是 由 Z,。 上 的 所 有 次 单位 根 组 成 的 即 
可 ， 
首先 ， 岂 h=p" -1 知 ”(h,p) =1， 
其 次 ，YaEE 都 有 
a =1 
所 以 五 的 每 个 元 素 a。 都 是 Z， 上 的 次 单位 根 ， 
而 EE 恰 含 及 个 元 素 ， 所 以 EE 是 上 中 所 有 次 单位 根 组 成 的 
集合 ， 于 是 由 命 顾 3 ，{E;:}) 是 循环 群 。 证 完 . 
由 于 循环 群 的 结构 问题 已 经 解决 ， 所 以 有 限 域 的 乘法 群 的 
结构 也 就 清楚 了。 进一步 有 重要 的 
推论 2 任 一 有 限 域 王 都 是 它 所 含 素 域 Z ,的 单纯 代数 扩 
252 


张 ， 
证 明 ” 设 互 的 元 素 个 数 为 9 ， 则 由 定理 4 ，E 是 34- 1 阶乘 
法 循环 奉 。 设 它 的 生成 元 为 & ， 于 是 
E= (0) = {a0 ar!)} 
E= /0.0 0 1} 
因此 
E= ZO 00d 2,0) 
证 沈 、 
此 推论 说 明 ， 有 限 霹 的 结构 可 以 归结 为 单纯 代数 扩张 的 结 
构 ， 而 后 者 已 让 $$ 3 中 和 解决， 所 以 有 限 域 结构 问题 的 讨论 志江 
完成 ， 
3] 题 
1 设 三 是 9=P"” 个 元 素 的 有 限 域 ， 证明 ; 王 中 所 有 非 零 元 之 积 等 
于 ~4《 1 的 侦 元 ) 。 
2 设 & 是 2 上 的 所 次 不 可 约 儿 项 让 (x) 的 根 。 则 ?pr 
天 是 fx) 的 限 。 
3 试 造 4 元 有 限 域 的 加 法 表 和 乘法 老 。 
4 证 EE 是 特征 数 为 了 的 有 限 域 证明， we EE， 痊 EE 中 存在 唯一 
个 8 的 了 次 方 根 ， 


第 二 部 分 “近世 代数 学 习 指 村 


本 书 介 绍 近世 氏 数 的 最 基本 内 容 ， 群 、 环 、 模 利 城 。 

这 门 课 所 以 叫做 “近世 代数 >， 主 要 基 与 19 世 纪 以 前 的 代数 
学 相 区 别 ， 代 数学 是 - * 门 古老 的 数学 学 科 ，19 世 纪 以 有 ， 代 数 
学 的 中 心 崩 容 古 讨论 方程 式 ， 特 别 是 方程 式 的 求解 问题 。 但 
是 ， 关 于 五 次 方程 式 的 求 要 公式 ， 在 内 史 上 上 持续 很 长 一 段 时 没 
有 解决 ，19 世 纪 初 叶 ， 法 国 数学 这 伽 罗 所 (Galos,1811 一 
1832) 了 配 了 一 篇 文章 《方程 式 很 式 可 解 性 条 桂 》 ， 御 底 解 决 了 
这 个 问题 。 他 证 明 ， 一 般 的 五 次 方程 式 不 存在 用 系数 的 可 ， 
闪 、 乘 、 除 、 溢 方 和 开 方 表示 的 求 根 公 式 。 仙 罗 珠 所 引入 的 思 
起 ， 关 大 地 推动 了 对 于 群 、 域 以 及 其 它 一 些 代 数 体 系 的 研究 ， 
使 得 代数 学 从 新 的 方向 上 得 到 突飞猛进 的 发 展 ， 人 人 和 们 把 19 世 纪 
以 后 发 展 起 来 的 以 研究 代数 体系 为 汐 容 的 代数 学 叫 近 世代 数 
学 ， 闲 为 代数 体系 是 建立 在 抽象 集 台 基础 之 上 的 ， 其 中 的 运算 
也 是 朱 象 的 ， 所 以 也 有 人 把 近世 代数 叫做 抽象 代数 ， 
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第 一 章 基本 概念 学 习 指 导 


一 内 容 度 要 


本 各 的 主要 内 容 有 两 全 方面 其 一 是 介绍 近世 代数 所 用 到 
的 集合 的 一 些 知识 ($1 一 33) ; 其 二 是 概括 地 讨论 代数 体系 
这 个 基本 概念 ， 以 及 简单 介绍 几 类 比 群 更 一 般 的 代数 体系 ， 广 
群 、 半 群 和 亚 群 《4 4 一 $6) 。 通 过 这 一 章 的 学 习 ， 可 以 为 进 
一 步 研 吕 群 、 环 、 午 和 域 打 下 基础 ， 对 近世 氏 数 所 常用 的 方法 
有 仿 初 步 了 解 。 


《一 )》 内 容 提 要 

党 合 这 个 释 念 是 康 托 尔 (Cantor,1845 一 1918》 了 于 1894 年 
首先 建立 的 ， 上 月 前 集合 的 理论 已 广泛 地 应 用 到 各 个 数学 分 支 ， 
成 为 整个 数学 的 一 个 基础 学 科 。 这 一 节 是 介绍 集会 论 中 的 几 个 
最 基本 的 概念 ， 主 要 内 容 有 

1 锐 上 出 集合 、 元 素 、 子 集 、 空 焦 、 集 合 的 变 与 并 ， 祭 
集 ， 衬 集 、 竹 集 和 笛 卡 尔 积 集 等 梳 念 。 

2 介绍 集合 的 备 种 玲 示 方法 .证 要 有 两 种 ， 列 举例 部 元 
素 表 东 和 集合 ， 以 及 用 元 素 所 具有 的 性 质 表 示 集 合 。 

(一 》 补充 说 明 
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1 华 合 这 个 概念 是 数学 里 的 一 个 “原始 概念 ” ， 不 给 精 
确定 这 ， 只 和 做- - 般 性 的 解释 。 对 混合 的 和 解释， 目前 各 种 书 研 用 
的 词汇 不 全 一 祥 ， 但 涵义 是 一 臻 的， 现 列 举 几 个 ， 供 读者 参 
考 : 

“数学 中 讨论 的 对 象 吧 做 元 素 ， 若 于 个 或 无 穷 多 个 元 素 的 
集体 吊 微 储 人 台 ， ? 

“大 下 个 〈 和 有 限 或 无 限 多 个 ) 固定 事物 的 全 体 岂 做 一 个 党 
也 地 

“在 一 定 范 于 内 的 讨论 对 象 组 成 的 整体 时 做 集合”。 

2 本 书 对 集合 秆 念 的 解释 是 “ 某 一 范围 内 的 对 象 全 体 叫 
做 集合 . ”对 于 这 和 句 话 ， 应 注意 以 下 几 点 ， 

(1) 这 不 是 精确 定义 ， 因 为 其 中 用 到 的 “对 象 ”，“ 全 
体 ” 并 没有 严格 定义 ， 不 是 数学 中 已 定 义 梳 念 ， 

《2) 这 条 话 里 的 “对 象 ” 是 什么 都 可 以 ， 任 人 条 东西 ， 任 
何事 物 都 可 以 成 为 我 们 的 观察 对 象 ， 都 可 以 组 成 集合 . 

《3) 这 各 话 意味 着 ，- 个 集合 其 愉 限 是 分 明 的 。 也 就 是 
说 ， 对 于 尾 一 集合 4 和 任 一 元 素 e，4a 与 4 之 间 的 关系 必 是 而 
且 只 是 下 述 两 种 之 一 ，1 属于 A 或 者 a 椒 属 于 刀 ， 不 能 含糊 不 
衫 ， 比 如 说 “老年 人 的 全 体 ” ,这 各 话 恒 界 限 不 明 ,无 法 准确 判 
定 每 个 人 是 否 是 老年 和信， 所 以 不 构成 我 们 所 讨论 的 集合 。 近 年 
来 出 现 一 个 学 科 “模糊 集合 论 >, 专门 研究 这 类 现 
象 。 

《4) 一 些 集 合 可 以 租 为 元 素 组 成 一 个 新 的 集合 ， 但 是 任 
何 集合 不 能 是 它 自身 的 一 个 元 素 ,不 能 说 “有 所 有 集合 的 集合 ”， 
不 能 把 ta} 与 4 等 问 ， 这 会 引起 逻辑 上 的 矛盾 ， 

3 ”网 个 集合 的 并 不 能 理解 为 把 次 个 集合 并 列 在 一 起 。 例 
如 及 = 人 ,2},B= {2,3}， 则 AUB={1,2,3}， 而 不 是 AUB= 
{1,2,2.3}, 

4 本 节 中 给 出 许多 记号 。 目前 各 书 所 采用 的 记 导 不 尽 相 
问 ， 同 一 记号 在 各 书 中 的 涵 凡 也 可 能 不 一 样 。 例如， 有 的 书 用 
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4- 了 3 表示 上 是 吾 的 子 集 〔〈 上 可 以 不 旦 站 的 真 子 集 ) 。 这 相当 
于 我 们 的 记号 4 王 5， 而 我 们 用 4cB 只 表示 上 是 了 的 真子 集 ， 
在 在 参考 书 时 ， 读 者 应 注意 该 书 对 每 个 记号 的 解释 。 


$2 映 出 


(一 ) 内 容 提要 

忌 射 是 集合 论 中 的 一 个 非常 重要 的 概念 ， 一 般 米 说 ， 在 研 
究 一 个 集合 时 ， 不 是 内 单纯 玫 立 地 去 观察 这 个 集合 的 自身 、 社 
往 要 通过 这 个 集合 与 其 它 集 合 之 间 的 联系 去 了 解 它 的 性 质 。 而 
映射 则 是 体现 两 个 集合 之 间 内 在 联系 的 一 个 重 避 :手段 ， 它 是 研 
究 集合 的 不 可 向 少 的 工具 。 映 射 是 读者 熟 习 的 诞 数 概念 在 抽象 
集合 上 的 推广 ， 这 一 节 介 绍 映 射 的 概念 以 及 儿 种 特殊 类 殊 的 映 
射 。 主 赣 肉 容 有 : 

1 给 出 映射 、 单 射 、 满 射 、 双 射 、 道 映射 、 可 着 瞻 射 、 
中 射 合成 、 变 换 和 置换 等 概念 

2 讨论 琶 射 合成 的 性 质 ， 其 中 主要 的 是 歌 射 侣 成 满足 结 
合 律 {定理 1) ， 

3 讨论 双 射 的 性 质 ， 其 中 主要 是 ， 上 映射 是 双 射 的 充分 必 
要 条 件 是 这 个 映射 是 可 道 瑟 射 〈 定 理 23) ， 

4 介绍 变换 、 特 别 是 置换 的 一 些 性 质 以 及 置换 的 表示 记 
号 ， 

《二 ) 补充 说 明 

1 学 好 本 节 内 容 ， 关 键 在 于 对 有 映射 定义 能 正确 理解 。 集 
合 丰 到 集合 B 的 一 个 法 则 站 必须 满足 两 个 条 和 件 才 是 映射 其 一 
是 对 4 中 的 每 个 元 东 e (一 个 不 漏 地 ) 在 中 确定 一 个 象 a’， 
其 二 是 对 四 的 每 个 元 素 a 在 BB 中 所 确定 的 象 a' 必须 是 唯一 的 ， 
不 能 是 两 个 ， 当 然 更 不 能 是 多 个 。 具 具 管 前 一 个 条 忻 的 灶 则 如 
伺 多 科 映 射 。 语 如 是 琴 到 C 的 这 样 法 则 ， 它 使 每 个 实 煌 a 对 
外 a 的 平方 棚 ， 册 $# 是 斑 到 C 的 -一 个 多 什 和 映射 。 这 种 多 什 映 射 
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个 是 我 们 现在 讨论 的 对 驼 ， 我 们 订 论 的 联 划 是 音 值 的 。 
2 本 节 讲 到 的 各 种 映射 之 间 的 关系 如 下 图 ， 


站 单间 一 . 
| 一 一 由 一 一 肥 变 的 一 置换 | 
| 配 对 ~ i - -一 
一 人 
一 安 扩 | 一 一 一 共 恋 扫 了 


3 半 定 两 个 映射 9 与 区 相等 ， 内 须 判 定 两 个 条 件 ， 甚 
一 ， 龟 与 站 其 有 相同 的 定义 域 和 和 相同 的 值 域 ， 其 一 ，e 与 外 对 
定义 域 里 的 每 个 元 素 吕 的 作用 相同 ， 即 po) = fo) 。 

4 对 于 双 射 应 给 予 特 殊 注 意 ， 有 时 这 种 映射 能 比较 好 弛 
把 一 个 代数 体系 的 代数 考 质 传递 到 另 一 个 代数 体系 中 去 。 

定理 2 从 另 一 个 角度 刻 划 了 双 射 。 今 后 判断 一 个 映射 9 是 
双 射 有 两 个 途径 一 个 是 按 定义 判定 p 是 单 的 丽 且 是 满 的 ， 另 
一 个 是 接 定 理 羯 定 9% 存在 道 喘 射 p 1， 

5 ”关于 “映射 ”这 个 名 称 ， 有 的 书 中 敌 “ 映 象 ”， 有 的 
书 叫 做 “ 写 象 ”， 还 有 的 书 吗 做“ 函数”. 较 早 几 年 的 书 ， 大 
痢 把 “ 满 射 ”叫做 “到 上 的 贞 射 ” ， 把 “单身 ”叫做 “一 一 足 
射 ”， 把 “ 双 射 ” 吗 做 “一 一 到 上 的 映射 > 或 “一 一 对 应 ”。 


> 3 商 集 与 等 价 关 系 


(一 》 内 容 提要 

分 类 在 科学 上 是 `…- 种 重要 的 方法 。 在 这 节 里 ， 首 先 对 分 类 
所 应 其 备 的 条 件 做 较 详 尽 的 讨论 ， 其 次 ， 对 在 分 类 过 程 中 起 主 
导 作 用 的 等 价 关系 做 了 介绍 ， 最 后 论证 了 做 为 分 类 的 结果 的 商 
集 与 等 价 关系 的 相互 依 存 的 性 质 。 

(一 ) 补充 说 明 

1 关于 “关系 ”这 个 概念 ， 在 正文 中 内 做 了 描述 性 说 


明 ， 没 有 给 出 它 的 精确 定 闵 。 现 把 关系 的 定义 询 出 如 下 ; 

设 4 是 任 一 集合 ， 则 4 x A 的 任 一 子 集 RR 叫做 A 的 一 个 
《二 元 ) 关 系 , Ya,bEA, 当 (ayb) CR 时 , 则 说 0 对 b 有 关系 民 ， 
记 为 acRb.+ 当 (at 三民 时 , 则 说 a 对 已 没有 关系 尺 ， 记 为 4 民 P。 

2 商 混 的 三 个 条 件 ， 等 价 关 系 的 三 个 条 件 都 各 是 独立 
的 ， 如 不 能 由 其 中 的 任意 两 条 推 证 其 余 一 条 。 实 际 上 ， 无 论 对 
于 集合 的 子 集 族 或 集合 的 关系 来 说 ， 都 存在 着 备 种 类 型 的 满足 
其 中 催 条 而 不 满足 其 余 一 条 的 例子 。 下 述 “ 推 沦 ” 是 错误 的 ; 
4“ 没 一 是 4 的 一 个 关系 ， 一 其 有 有 对称 性 和 传递 性 ， 则 YaCEAs 
取 5E A，a~p。 出 对 称 性 有 b~a， 旺 由 传递 性 得 a~a。 故 ~ 其 
有 有 反映 性 。” 其 错误 在 于 “ 推 证 ”中 所 取 的 与 9 有 关系 的 85 不 
一 定 丰 在， 上述 这 眉 叙 述 对 于 解 本 节 导 题 5 有 提示 作用 。 

3 必 马 是 集合 4 的 一 个 商 梨 ， 风 

ya ya 

显然 是 雹 到 名 的 满 甘 ， 叫 做 丰 到 名 的 自然 映射 。 关 于 上 映射 和 商 
集 有 下 述 结 果 . 

设 中 ，4 -一 > 了 是 满 射 ， 则 四 决定 本 的 一 个 商 集 和 ， 而 且 
存在 唯一 的 双 射 外 ;2 了， 使 得 

p= 

其 中 YY 是 态 到 怠 的 衣 然 映射 ， 

上 上述 结果 是 后 儿童 中 的 同 态 基本 定理 的 锥 现 ， 其 证 明 在 本 
章 学 习 指导 的 例题 选 讲 中 给 出 ， 

4 ”做 本 节 习 是 4,5 时 ， 所 给 出 的 关系 只 用 记 叶 { 酌 如 一 ) 
岩 孙 就 可 忌 ， 不 必 说 出 “~” 的 涵 久 ， 但 须 对 有 妇 中 的 任 二 元 素 
x，9 标 钥 ，x 对 ?了 有 还 基 谈 有 关系 一 ， 


34 代数 体系 


《一 ) 内 容 提要 
代数 运算 、 代 数 体系 都 是 近世 代数 的 基本 概念 。 后 几 章 的 
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群 、 环 、 模 和 感 都 是 具有 一 个 或 两 个 代数 运算 的 找 数 体系 。 研 
究 它 他 的 站 的， 就 是 揭示 它们 各 身 的 代数 狂 质 ， 弃 即 由 它们 的 
代数 运算 所 表现 出 来 的 性 质 。 为 了 顺利 达到 此 目的 ， 有 必要 先 
了 解 代 数 运 算 、 代 数 体 系 这 两 个 概念 的 痢 义 。 本 节 就 是 对 这 两 
个 复 念 做 介绍 ， 主 要 内 容 有 : 

1 给 出 三 个 基本 概念 ， 代数 运算 、 代 数 体 系 、 广 群 。 

2 给 出 有 限 集 合 运 算 表 的 构 但 方 法 ， 

3 ”介绍 置换 的 另 一 家 示 方 法 一 一 表 成 不 入 交 轮 换 之 积 ， 

《二 )》 补充 说 明 

1 看 验证 一 个 法 则 。 是 集合 妆 的 运算 时 ， 按 定义 本 这 验 
证 。 是 4x4 到 4 的 一 个 脏 射 ， 但 在 处 理 具体 问题 时 ， 可 聊 
去 映射 记号 的 表述 ， 只 要 能 证 明 ，A4 的 任意 两 个 元 素 a,b 《上 先 
后 顺序 有 关 ) 在 。 的 作用 之 下 得 到 唯一 确定 的 元 素 c 和 4， 那 
么 。 议 是 4 的 代数 运算 .大 多 数 场合 元 素 c (运算 结果 ) 的 
存在 性 和 唯一 性 很 容易 看 出 来 ， 但 在 一 个 党 人 台 的 商 集 中 定 习 二 
算 ， 运 算 关 果 指 唯一 性 一 般 是 木 明 显 的 〈 见 恒 7》 。 比 如 在 4 
的 调集 Q@ 上 定义 运算 ,YS,TEQ， 当 a ES$，bETH， 可 用 a， 
b 分 别 做 S,T 的 代表 ， 而 记 4 =S， 上 .TT， 局 样 Ya csS， 
Yb ET， 也 可 记 为 a = 855/ =T. 而 法 则 。 又 往往 是 通过 代表 
元 素来 描述 的 ， 此 时 必须 证 明 a。B =o 。 玉 才能 保证 SoT 的 唯 
一 性 在 商 集 上 定义 其 他 映射 世 有 类 似 现 象 ， 需 要 讨论 定 闵 的 
合理 性 . 

2 对 于 {Sr } 和 {2Z; + 诬 给 予 特 殊 注 意 ， 它 们 经 常 做 
为 例子 在 后 见 章 中 出 现 ， 

3 有限 集合 的 运算 才 的 好 处 是 运算 结果 一 目 了 热 ， 而 且 
从 运算 表 上 能 看 出 该 运算 的 一 些 性 质 ， 还 可 通过 造 运算 表 来 定 
义 有 限 集 合 的 运算 ， 

4 ”注意 两 个 变换 〈 包 括 置换 》 攻 9 的 乘积 与 这 两 个 恋 
换 的 合成 的 关系 ， 兄 是 总 与 9 的 彝 积 ， 是 9 与 当 的 合 威 ， 这 里 
26¢0 ， 


昔 和 下 在 区 9 的 两 个 解释 中 竺 后 顺序 止 尾 反 。 


$35 同 态 同和 构 


四 内 容 提 要 
、 辐 构 基 比较 两 个 代数 体系 性 质 的 重要 玉 段 。 读者 以 

后 会 只 两 个 加 态 的 代数 体系 的 代数 姓 质 有 许多 是 相 冉 的 ， 
当 我 们 研究 个 慌 数 体系 的 结 攀 时， 和 如果 能 够 把 它 与 一 个 结构 
汶 炮 的 代数 体系 建立 同 访 关系 ， 于 么 我 们 便 对 所 研究 的 这 个 民 
数 体 系 的 结构 有 了 大 致 的 了 解 。 特别 是 ， 如 果 能 够 把 所 研究 的 
代数 体系 与 一 个 结构 清楚 的 代数 体系 建立 同 构 关系 的 话 ， 那 么 
这 个 代数 体系 的 结构 也 就 完全 清楚 了 。 所 以 寻求 建立 同 态 、 沿 
枸 关系 是 贯穿 近世 代数 始终 的 一 个 重要 方法 ， 本 节 只 结 出 这 两 
个 概念 的 定义 ， 至 于 它们 的 意义 ， 将 在 以 后 的 讨论 中 逐步 揭示 
出 求 ， 本 节 主 要 内 容 有 ， 

1 给 出 两 个 本 上 共有 一 个 运算 的 代数 体系 《 广 群 》 之 间 的 
间 态 、 章 一 朵 态 、 满 同 态 、 辐 构 慨 念 。 

2 给 出 两 个 都 具有 Pm 个 运算 的 代数 体系 之 间 的 同 态 、 单 
一 加 坊 ， 满 同 态 、 同 构 等 摄 念 ， 

3 分 绍 操 态 、 回 构 的 简单 性 质 {命题 1 一 一 命题 2) ， 

(二 ) 补充 说 明 

1 设 1&;0 和 {B;: 是 两 个 代数 体系 ，p 是 及 到 B 的 映 
射 。 一 般 情况 如 下 图 


A 2 
Ui 
| 一 里 Pa 
b os ri 
ab -一 一 + * p(tanhy 


" Pia)r’ yD) 
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其 中 ta 总 和 wf 人) 一 报 是 站 中 两 个 不 国光 素 ， 所 消 中 
避 持 运算 ， 就 是 保证 上 述 两 个 元 崇 是 同一 个 元 素 ; Pts8) - 
og 0w)， 也 厌 是 说 ， 丙 个 元 素 (在 :之 下 ) 乘积 的 象 性 是 
这 尊 个 元 素 的 象 〈 在 :之 下 ) 的 来 积 ， 

2 在 证 明 ww ，A4A 一 >B 保 持 运 淮 时 ， 应 注意 避免 出 现 遗 
漏 现 象 ， 对 于 有 限 集 合 ， 更 要 特别 证 意 ，。 例 如 本 节 习 题 2 ， 对 
于 中 定 妇 的 映射 中， 在 证 吸 Ya，pEA 布 

yahb) = play (bh) 
时 ，a,5 应 各 取 遍 妃 的 所 有 元 素 ，1,i, -1, 一 记 , 汤 取 -个 元 素 便 
来 完成 证 明 , 

3 在 号 节 的 学 习 指 导 中 提 到 ， 代 数 体 系 的 代数 性 质 是 
“并 煞 运算 所 表现 出 来 的 性 质 ”。 当 两 个 代数 体系 问 构 时 ， 它 
们 名 自由 运算 所 表现 出 来 的 性 质 是 完全 相同 的 ， 所 岂可 以 这 样 
说 ， 所 请 代 数 体 系 的 代数 性 质 ， 就 是 在 同 构 睦 射 之 下 保持 不 变 
的 性 质 ， 代 数学 研究 的 目标 ， 正 是 发 括 这 种 性 质 ， 


86 半 群 亚 群 


(一 ) 内 容 提要 

本 节 简 单 地 介绍 两 类 代数 体系 : 半 群 和 亚 群 ， 其 目的 是 为 
以 后 研究 主要 的 代数 体系 做 准备 。 由 于 半 群 、 亚 群 的 条 件 较 
给， 具有 更 大 的 普遍 性 ， 所 以 本 节 所 给 虫 的 结果 在 以 后 名 章 中 
均 适 用。 通过 这 一 字 的 学 习 ， 也 可 初步 体验 到 近世 代数 的 研究 
于 法 。 本 节 圭 要 内 容 有 : 

1 给 出 半 群 、 子 半 群 、 亚 群 、 子 亚 群 等 概念 . 

2 证明 半 群 的 基本 性 质 : 广义 结合 律 威 立 。 

3 ”证明 交换 半 群 的 基本 性 质 : 广义 交换 竺 成 立 。 

4 证 明 半 群 和 亚 群 的 同 态 象 分 别 是 半 群 和 亚 群 。 

《二 ) 朴 充 说 明 

1 在 验证 集合 及 的 运算 *。 ”满足 结合 律 或 交换 律 时 ， 要 
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避免 出 现 遗 漏 现象 . 4 是 有 限 集合 时 更 应 注 熙 ， 例 如 设 4= ta， 
be) 证明 Yxy yzEA 有 

fx wo 
这 里 街 要 证 上 明 ，x,yz 分 别 取 o,pye 中 任何 元 雷 ， 等 式 事 成立 
当然 根据 具体 情况 ， 有 村 可 以 分 类 ， 玫 种 可 能 性 可 集中 一 次 验 
证 ，。 

2 ”对 于 给 定 集合 定义 一 个 运算 ， 要 求 满足 给 定 条 件 (如 . 
和 
比如 习题 1] ， A 一 {a,b,c} 是 三 个 元 索 的 集合 ，Z3 也 是 三 个 元 
素 的 各 侣 ， 症 旦 刺 灾 加 法 清 下 站 合 律 ， 册 是 理 3 的 入 这 知 
所 定 愉 前 “o? 只 要 使 

{FZ3; TS 兰 { ia 
硕 可 以 了 而 定义 湛 足 这 个 条 们 的 “oz 是 不 难 做 到 的 ， 

3 从 有 限 集合 4 的 运算 表 上 ， 能 够 看 出 该 运算 是 答 满 足 
区 换 律 ， 4 是 百 有 只 有 恒 等 元 ， 读 者 应 该 总 结 出 在 上 述 两 种 情况 
下 ， 迄 算 才 和 人 答 有 哪些 特征 ， 满 足 结合 律 的 运算 表 的 特征 不 明 
显 ， 不 必 考 个 ， 

4 定理 1 表册， 在 一 个 半 群 4 中 ， 住 取 下 个 元 素 aiyaa， 
par， 在 排列 顺序 确定 以 后 ， 按 任何 运算 硕 序 做 箭 法 ， 所 得 
滋 积 相同 ， 册 此 ， 对 于 给 定 的 n ， 举 群 A 的 乘法 便 能 确定 4 的 
一 个 有 元 运算 

(qs sa) > A 2 
它 是 4xAx…XA 到 4 的 映射 。 
5 全 3 中 4 无 布 恒 等 元 的 证 明 如 下 ， 设 e 是 非 零 实数 ， 


(090)e4 


对 于 及 的 对 于 的 任 一 元 素 


(20) 


则 
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均 有 
0 x 0 0 /Oc 
(oo Ho2)=(00)( oo) 
故 及 淆 右 得 鱼 元 。 类 亿 地 可 证 ，B 无 让 伍 等 元 ， 
6 ”以 后 将 看 到 ， 在 群 、 环 、 模 ， 城中， 都 有 有 与 定理 3 以 
及 定理 4 机 似 的 结果 . 


三 例题 选 讲 


例 1 设 4、B、C 是 任意 三 个 集合 ， 证 明 
AN BIC = (ANBU (ANO) 
证 明 这 是 集合 等 式 , 上 内 须 证 明 等 号 两 端的 集合 互相 包谷 ， 
首先 ，YaEA&0N (BUC), 由 交 和 并 的 定义 ， 有 有 aA 妥 并且 
acCBJC， 故 GE3B 或 者 a EC, 于 是 有 aEA 并 且 aEB， 或 者 
a€ A 并 且 aEC， 攻 aE 丰 NB 或 着 a SCANC， 从 而 aE (ANB)U 
{站 人 CC) 。 即 
AN (BUOC(ANBDU ANO) 
其 次 ，wW bE CANB)U CNNO) ,有 bEANB 或 者 5bCANTC; 
于 是 有 bE A4 间 昌 bEB， 或 者 bE A 并 且 bEC。 由 此 推 得 58EA， 
并 且 bE 8B 或 省 bEC ， 客 bEBUC， 吕 而 bEANM (BUCY, 了 昌 
ANB YANC EAN(BUO) 
于 是 由 沫 合 柏 等 的 定义 得 到 
AP (BIO = CANB LU (ANMNO) 
例 2 证明， 不 存在 集合 克 到 它 的 知 集 P(A) 的 满 射 。 
证 明 用 反 证 法 , 假 变 存在 4 到 Pa) 的 满 射 pp , 则 YaCA 
有 g(a) EP(A)， 因 P(A4) 是 A 的 蜂 集 ， 所 以 p(@) 是 4 的 子 集 ， 
于 是 必 只 有 以 下 两 者 之 一 扎 祭 ， 0 EC 或 者 gE q(tay， 现 今 
S- tiaEAlacC wia)} 
即 S 是 入 中 不 属于 共 (在 g 之 下 的 ) 象 的 远 素 构成 的 集合 ， 则 
在 和 4 中 的 补 集 是 


了 站 二 


S*- {aE AlaEwta)} 
即 S' 是 入 中 属于 其 (在 之 下 的 ) 象 的 元 素 构 成 的 集合 ， 显 然 
4=3SUS ， 并 有 LS 站 S = 有。 
由 于 是 满 射 ， 所 以 PCA) 的 元 素 3 必 在 上 中 有 了 原 象 $ 
ys)=5 
对 于 了 世间 有 下 两 者 之 一 成 立 ，sES 或 SES.。 但 是 , 当 sC5 
时 ， 由 于 =p(3) ,这 与 的 构成 相 了 矛盾 :ES 时 ， 则 SGS 
由 S 的 构成 有 SE 多 (9 =5S， 这 与 5 门 S* = 和 用 矛盾， 
上 述 讨 论 表 明 ， 有 到 P(A) 的 满 射 pg 是 不 存在 的 ， 
例 3 设 :A 一 =>B 是 满 射 ， 则 ww 决定 妇 的 一 个 商 集 @， 
进而 存在 唯一 的 驱 射 上 ;QQ 一 >B， 使 得 
和 三 加 
其 中 v 是 4 到 名 的 自然 映射 *。 
证 明 (一 ) 由 wp 来 确定 4 的 一 个 商 集 。YaEA， 令 


a={xEAIp(xX) = 站 (0) ) 
即 4 是 4 中 在 w 之 下 其 象 与 @ 的 象 相同 的 元 崇 所 成 的 子 集 。 容 
复 看 出 ， 若 p(a) = 人 ， 风 和 = 六， 再 令 
O={a lactA} 
则 名 便 是 太 的 一 个 商 集 。 事 实 上 
(C1) YxCA， 由 于 xE x，x CCQ, 所 以 xE Uo， 故 
A= Ua. 
jo 
(2) Ya bEQO， 若 4 天 5 , 则 a 个 b= 中 否则 存 
在 cca 个 b, 于 是 cE 4 有 是 ce 在。 由 的 定 义 憩 : gte) 
= (a)，p(e) = ptb)， 从 而 p (qa) =p(b)。 这 家 朋 4 = 证 ， 与 


” 藉 丁 自 热 映射 的 定义 ， 清 央 阅 本 阁 8 3 学习 指 导 补 充 锐 明 才 。 
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过 瑟 相 矛盾， 所 以 站 六 一 由 

(3) yaEQ， 国 oC a ， 上 让 4 才 , 

(一 》 证 大 本 题 的 后 一 个 结论 。 先 定义 一 个 吕 到 的 有 映 
射 ，Y a EQ， 规定 


Bam>opt(a) 


由 于 4 EQ， 则 有 aEA4， 所 以 w(o) 的 个 在 性 是 显然 的 。 另 一 方 


面 ， 当 b = 4 时 ， 由 bE aa 有 9 人 = 四 (al) 。 故 对 和 来 说 ,，g(a) 
是 唯一 的 。 因 此 是 己 到 B 的 上 映射， 由 于 yp 是 洪 射 ， 所 以 


ya’ CGB 存 在 gE A， 使 p (a) =a ， 于 是 存在 9 CQ， 使 (2) 
= 和 (dg) =q ,这 说 明 少 是 满 射 。Y 9 ,bEQ. 9 了 5b， 则 a Ee 


也， 从 而 gp (9) 关 (B)， 即 CE) 关 吉 (5)， 这 说 明示 是 单 射 ， 
综合 上 述 ， 汪 是 9 到 8 的 双 射 ， 


令 Y 是 4 到 电 的 自然 英 射 ，YaCA 有 vto = a 。 则 


Py a) = pv(a) = ya) = ga) 


P= py 


最 后 证 明 ， 满 足 些 条 镍 的 伸 是 叭 一 的 。 事 实 上 ， 设 工 也 是 


人 二 TY 
则 Ya EQ， 由 aE 4A， 则 有 


TIVO = ma = hy a), r(a) :a),f= 人 
所 以 满足 上 述 条 件 的 单 是 唯 - :的 . 
例 4 没 A= ta,b,c,d}， 浅 法 如 下 表 
2BPp 


他 i bh C 如 
bh b a dU ec 
C © 如 让 np 


di d ec b a 


证 明 ;，{14;，}+ 足 交换 亚 群 。 
证 明 ”1 表 的 乘积 部 分 的 第 一 行 和 第 -- 列 分 别 与 边 行 和 过 
用 相 同 ， 说 明 a 是 妇 的 重 等 元 ， 
2 ” 表 对 于 主 对 角 线 对 称 ， 说 明 4 的 和 屁 法 满足 变换 律 。 
3 ”现在 来 证 明 A 的 冬 法 涨 是 结合 律 。 少 先 注 意 ， 胡 的 乘 
积 部 分 的 主 对 和 角 线 上 的 元 素 都 是 4 ， 所 以 WxE4 有 
XX=a 
下 面 Y%,Yz 夺 六 证 期 
(XYy)T = xy2) 
分 四 种 情况 讨论 . 
《1 》 当 xy:z 中 有 恒 等 元 & 时， 显然 有 
(xy) X= x (yz) 
《2) 当 x,y,z 中 无 4 ， 而 县 它们 互 不 相同 ,由 硼 的 右 下 其 
三 阶 广 降 可 以 看 沪 
XY 
训 
(XY EF S20, KT) = XX=0 
故 
(XY)Z = (3 
(3) 当 x=y=% 肝 ， 则 
《是 人 :XXIX = AX- NN 


XY) NX 二 
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区 《2 -= (xy 
《4) 当 x;?yz 中 无 a， 而 且 它 和 中 怡 有 两 个 元 素 相同 ， 
几时 及 中 秆 在 & 直 yxX,yszZ。 则 当 x=y 时 有 
(XY = (xXXIT= 42 = 2, XVI = XW=Z 
当 x%= zj 有 
CRV ZE = YP XYZ = KH 
yz 有 时 有 
XYIT = HE XVIT) = XIX) = XO = 
总 之 ， 此 时 有 
(XV FE =: XY 
综 上 所 述 ， 委 的 习 法 满足 结合 律 。 因此 {4;"} 是 交换 
亚 焙 ，。 
例 5 对 于 实数 a ， 规 定 
站 一 0 
再 设 及 ,是 所 有 a, 的 集合 ， 即 ,ta.1jaE R}。 证明 ;， (1) 
a, 是 及 的 变换 《〈21) 及 ,关于 变换 乘法 纺 构 成 代数 体系 ， 而 且 
1R, +， 号 {有 R; +，} 同 构 ， 
证 明 (1) Ya，xER, 因 为 axER, 所 以 a, 是 有 的 变换 ， 
C2) Yarsb,ER,， 必 有 
qrb, = (ab), (1) 
事实 上 ，wxER， 有 
arb, (Xx) = 0 (by (X)) = a (Bx) = abx = Cab) , (x) 
《 工 ) 式 说 明 ， 有 五; 对 于 变换 乘法 封 崩 ， 所 以 {;，} 是 广 群 ， 
现 vYaE 上 规定 
PO a, 
显然 是 EE 到 RE, 的 双 射 ， 而 且 由 《1》 式 知 
piaby = (0 ph) 
故 
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第 二 章 “ 群 学 习 指导 


一 内 容 概 要 


群 是 具有 一 个 代数 运算 并 满足 某 些 条 件 的 比较 简单 的 代数 
体系 。 通 过 这 一 章 的 学 习 使 读者 初步 掌握 有 关 群 的 最 基本 知识 
和 本 究 近 世代 数 最 基本 的 方法 。 这 一 章 的 内 容 也 是 学 习 也 后 各 
章 的 基础 。 


二 内 容 分 析 


$1 群 的 定义 ”32 子 群 


(一 ) 内 容 提 要 

§1、3 2 让 要 给 出 了 群 的 定义 及 与 定义 等 价 的 几 个 命 
题 ,讨论 了 群 的 最 基本 的 性 质 ; 初 步 研究 了 它 的 子 体系 一 一 子 群 
及 子 群 的 判别 条 件 ， 介 绍 一 种 构造 子 群 的 方法 ， 这 商 节 是 全 章 
的 基础 。 


(二) 补 完 说 明 

1 关于 群 的 定义 

群 是 满足 特定 条 忻 的 代数 体系 。 如 果 给 定 了 一 个 非 空 党 合 
G 和 法 风 “.”， 和 看 G 关 于 “。” 能 否 做 成 群 ， 首 先 必须 检验 


“。Y 是 和 否 为 如 的 运算 ， 如 果 所 中 任 二 元 素 a,b ， 其 积 a*:b 仍 
在 台中 ， 即 避 对 “ .2 糙 闭 ， 又 常 说 忆 关 于 “。” 满 足 闭 台 
律 。 所 以 大 一 个 非 空 集合 G 关 于“。” 是 否 司 成 群 ， 必 有 频 检 验 
下 列 四 条， 
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(1) 闭合 律 ， 《2)》 结 台 傍 :03) 眉 等 花束 的 在 在 ! 
《4 赣 邢 索 的 在 在 ， 

这 中 需 枫 指出 的 是 ， 外 合 律 是 对 如 中 任意 一 个 元 素 求 说 
的 ， 对 于 无 限 群 〈 凶 第 二 章 $ 1 例 6) 必须 艇 一 般 性 验证 。 对 
于 有 限 群 (如 第 二 章 8$81 例 7) 册 需 讨论 所 有 订 能 情形 而 无 遗 
漏 。 蛋 等 元 是 对 G 的 所 有 元 素 左 怀 , 厂 来 都 不 变 的 元 素 , 不 只 是 
对 如 的 某 些 光 素来 说 的 ， 这 一 点 在 第 二 章 $ 1 定理 2 的 充分 性 
证 骨 中 特别 草本 ， 道 元 素 是 对 答 一 个 沅 素 玉 说 和 的， 应 注意 的 基 
定义 中 条 件 《37 中 的 e 必须 是 条 忻 {2) 中 的 同一 个 恒 等 元 ， 

关于 闭合 律 还 需 着 重 指 出 如 下 ， 

如 $1 人 钢 6 中 的 关 年 *。” 运 算 封 亩 ， 结 合 律 成 立 ， 有 全 
等 元 为 0， 但 一 1 无 逆 元 , 所 以 ; 1055 本 是 群 。 去 掉 - 1 后 ,能 
否 并 中 断言 Q\{ - 1} 关于 。” 运 算是 群 蛇 ? 否 。 尽 管 群 的 定 
文中 的 (1) 、《2》、《3) 条 对 了 于 8{ 1} 显然 成 立 ， 但 
“。?” 运 算 对 于 &@ 1- 1} 是 否 封 闭 并 不 知道 ， 而 这 正 是 Q\{ 一 1} 
成 群 与 否 的 关键 ， 绾 不 能 忽略 。 现 让 明 加 下 ; 

Vapi {1} 即 ，a 丰 一 1],b 辕 一 1 如 果 

a°b=qdgtb+toab= 一 下 
则 有 
(lirab=— (1l+a) 

因 a 二 ~ 1， 胡 1 +a 夺 0， 从 上 式 两 端 消 志 1 +a 得 5= ~1。 这 是 
不 本 能 的 。 故 acp 二 -1。， 即 aspE& -ii 至 此 才 可 斯 盲 
& -1 关于 < 运算 做 成 群 ， 

2 ”关于 群 的 等 价 命题 

(1) 群 有 多 种 定义 方法 ， 定 理 1 和 定理 2 也 可 以 做 为 群 
的 定义。 除 此 之 外 还 有 其 它 定 义 ， 

《2) 定理 工 中 的 条 件 《 和 》 、《【 下 》 朱 群 的 定 光 中 的 条 
性 《2》、《3》 可 以 说 简略 了 一 半 ， 使 崩 起 来 (如 侈 5) 当 
然 是 方便 的 ， 定理 2 除 可 以 用 来 兰 断 一 个 给 定 的 集合 是否 是 群 
《 旭 例 67， 和 酝 论 证 问题 中 〈 如 定理 3 的 证 明 ) 也 是 很 有 效 的 。 
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3 ”关于 群 的 等 价 命 题 的 证 明 
(1 ) 需要 注意 的 是 定理 1 的 《1 了》》、《《 丰 》 两 条 中 都 突 
由 了 一 个 《 左 ” 人 学 ， 这 在 充分 性 的 证 朋 中 可 以 看 出 它 的 作用 ， 
看 注 意 在 证 明 一 个 元 崇 4 的 左 逆 元 a 也 是 4 的 右 逆 元 时 ， 两 个 
“ 左 ? 字 起 了 关键 性 的 作用 。 由 二 a 的 直道 元 a 也 有 左 逆 元 
qa” ,有 即 有 a’a=e， 及 有 a’a’ -ee， 允 由 于 e 是 左 恒 等 元 ,所 以 aa 
= elag') = (aa') (aa ) 下 运 用 结合 律 就 证 出 了 a 的 左 道 元 也 
是 右 逆 元 ， 得 出 上 有 道 元 的 结论 ， 从 而 光 推 得 了 定 文 中 的 条 性 
《3) 。 而 在 条 件 “2》 的 还 胡 中 又 用 到 出 网 证 明了 的 这 一 结 
论 ， 
. 试想 ， 如 果 将 两 个 “ 正 ” 字 之 一 摸 上 成 “ 右 ” 字 ， 结 朵 又 如 
何 呢 ? 请 看 下 全 ， 
没 G 明 一 个 至 少 有 两 个 元 崇 的 非 空 集合 ， 规 定 
ub=b, wa, bi 
显然 和 %。 是 人 如 的 代数 运算 ， 并 用 
Cah)yoc =bec=c, ghec) < ac=e 
即 运算 “。 ”满足 结合 律 . 
由 规定 aeb=b， 显 然 G 中 任 一 元 名 为 左 恒 等 元 ， 且 每 一 元 
记 于 绽 定 的 左 慢 绽 元 绾 有 本道 元 ， 其 汪 北 元 即 给 定 的 这 个 左 恒 
等 元 。 担 {GG; ，} 显 然 不 是 群 ， 央 为 {G1o) 没有 右 恒 等 元 ( 当 
a 三 bb 时) 。 
如 将 定理 1 中 条 性 (中 的 “ 左 ” 字 改 为 * 右 ”， 其 它 不 
动 ， 其 结果 怎样 呢 ? 请 读者 自己 考虑 ， 
如 将 定理 1 中 的 条 件 C1)、，( 下 ) 中 的 两 个 《 左 2” 字 都 换 成 
“看 ”学 ， 结 果 又 如 何 呢 ? 请 做 § 1 的 习题 4， 
《2 证 明定 理 3 的 充分 性 时 需要 注意 的 是 ， 在 由 条 和 性 
(I 个 去 推 (1) 和 时 ， 要 证 人 有 左 恒 等 元 e ， 证 法 是 : 首先 取 妆 
中 某 一 辕 定 (已 扼 》 元 素 b ， 由 方程 
yb=b 
在 台中 有 和 解 ， 取 其 任 一 解 为 e 。 这 个 e 是 对 5 来 说 满足 ebp=b 
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的 元 素 ，e 是 否 为 如 的 左 昼 等 元 呢 ? 因为 G 的 左 恒 等 元 必须 对 
Q 的 任 一 元 素 &， 均 有 eq=a 才 行 ,这 - 步 是 不 可 忽略 的 。 所 
以 还 需 屋 进 -… 步 的 证 明 ， 扎 至 证 出 ea = a 为 止 ， 

4 上 厂 群 、 并 群 、 亚 群 与 群 的 小 系 

广 群 是 其 有 一 个 代数 运算 的 代数 体系 的 别称 ， 而 半 群 是 满 
足 结 合 符 的 广 群 , 亚 群 是 有 恒 等 元 的 半 群 , 群 是 每 一 元 素 者 有 北 
元 素 的 亚 群 ， 条 任 -- 步 步 加 旺 , 范 玮 则 逐 浙 邮编 小 。 如 {Z;*，} 
是 有 但 等 元 素 |! 的 尘 群 ， 即 亚 群 ， 俱 它 不 是 群 。 因 为 不 是 每 一 
整数 都 有 道 元 ， 而 其 中 只 有 有 土 1 为 林 逆 元 。 故 11, 一 1) 对 于 整 
数 乘 法 做 成 群 。 叉 如 {M.(R);。} 也 是 有 和 恒 等 元 EE (单位 阵 》 
的 半 群 〈 亚 群 ) ， 但 不 是 群 。 其 中 全 体 可 道 阵 对 于 矩阵 贸 法 才 
司 成 群 “ 见 3 卫 例 3) 。 所 以 群 是 上 其 有 更 强 条 件 的 亚 群 ， 是 亚 
群 中 全 体 可 赣 元 吕 敌 成 的 。 所 以 我 们 也 可 以 从 半 群 或 亚 群 出 
有 发， 加强 条 忻 来 定义 群 。 

5 ”关于 消去 律 

我 们 知道 ， 在 群 中 消去 律 成 立 是 由 于 每 一 元 未 均 有 逆 元 ， 
故 大 月 叱 = ace， 则 两 端 以 a : 堪 乘 之 ， 即 得 B= ec。 但 是 ， 消 去 
律 成 立 的 代数 体系 不 一 定 每 一 元 素 有 逆 元 。 如 4Z;，} 中 消去 
律 成 立 ， 但 除 圭 1 外 其 它 元 素 没 有 逆 元 。 但 对 一 个 有 限 半 群 来 
说 ， 消 去 律 则 可 充分 保证 每 一 元 素 有 闻 元 ( 见 定 理 3 的 证 明 )， 
消去 律 这 个 条 忻 则 起 了 重要 作用 . 

一 个 有 女 半 群 如 打 是 群 ， 则 消去 律 成 立 ， 从 冬 法 者 君 ， 群 
的 全 位 元 素 必 在 每 一 行 ， 每 一 列 中 出 更 且 只 出 现 一 次 。 如 果 一 
个 有 限 集 人 台 的 溢 法 表 不 满足 上 述 条 件 ， 就 可 以 断定 这 个 介 合 不 
作成 一 个 群 . 如 果 一 个 有 限 半 群 的 飞 法 表 满 足 上 述 条 人 忻 ， 那 么 
必 满 足 消去 律 ， 所 以 这 样 的 有 限 尘 群 一 定 是 群 ， 这 也 可 做 为 判 
断 有 限 学 群 是 否 为 群 的 一 神 办 活 。 

由 群 中 消去 律 的 成 六 还 可 导出 一 系列 结果 ， 如 方程 
ax -=p，ya=p 在 人 中 解 的 唯一 性 ， 群 和 子 稀 的 恒 等 元 和 道 元 素 
的 一 至 性 等 ， 者 是 利用 消去 律 压 得 到 的 ，。 
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S 3 群 的 间 态 、 同 构 


《一 ) 罕 容 提要 


本 生 足 在 第 - : 章 初 步 研究 了 一 : 盘 代 数 体系 的 同 态 、 同 构 的 
基 砧 上 ， 对 群 这 一 特定 的 代数 体系 做 较 具 体 和 深入 的 讨论 。 并 
给 出 有 关 群 的 同 态 、 间 构 的 基本 性 质 和 对 两 个 群 做 比较 的 基本 
论证 方法 。 这 是 研究 群 的 构造 的 重要 手段 ， 在 和 4，3 8 中 将 
会 进一步 看 到 它 的 作用 。 

《一 ) 补充 说 明 

1 说 两 个 群 {1G;0} 与 {Go} 满 同 态 ， 简 记 作 2G ， 指 
的 是 gg 足 G 到 G' 的 满 射 ， 且 保持 运算 关系 ， 邯 

panb) = pb), VObeEG 
此 时 ， 如 一定 是 如 的 同 态 象 ， 

当 P 仅 仅 基 如 到 GG 的 一 个 同 态 映射 (不 是 满 英 ) 时 ， 不 
使 用 “GG~G'” 这 个 记号 。 此 时 ，G 的 同 态 象 p (G6) = imecG7 。 
显然 p {GD) 是 G' 的 一 个 子 群 ， 

2 要 证 明 两 个 群 1G5 与 1G2 7 是 同 配 ( 同 构 ) 的 ， 
只 需 证 表 存 在 一 个 《至 少 有 一 个 ) GG 到 G7’ 的 满 ( 双 ) 射 ， 使 

plarh) = pla) ob) 
朗 可 。 这 种 同 态 ( 同 构 》 睦 射 可 能 不 止 一 个 ， 

例如 $3 中 的 例 2，G= {RR;+}，G = {有 R!;*}，w 可 以 
有 多 种 给 法 ， 如 令 

Pp: xH>0’, a 六 0 的 实数 
屁 然 也 是 到 GG' 的 同 构 觅 射 ， 

在 建立 这 种 映射 时 ， 必 须 使 G 的 恒 等 沁 e 对 应 着 G' 的 恒 
等 元 e* ， 下 相对 应 善 的 元 素 的 道光 志 五 相对 应 着 ， 一 般 来 说 ， 
ie 

3 ”如 果 要 证 明 两 个 群 {G;"》 与 1 5) 是 不 同 构 〈 不 同 
闪 ) 的 ， 则 需 证 明 不 存在 i 到 地 癌 由 ( 满 同 态 ) 
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映射 。 要 证 明 这 一 点 ， 常 需 采 用 反 证 法 ， 即 让 明 如 果 有 一 个 同 
构 ( 满 同 态 } 映射 丰 在 ， 使 G 衬 G GG~G )， 必 可 和 导出 矛盾 . 
为 了 导出 广 盾 ， 常 从 特殊 元 素 入 手 ， 如 例 3 的 证 明 。 
4 为 了 更 只 和 栖 地 说 明 开 面 2.3 两 点 的 意思 ,再 举例 旭 下 : 
例 G={ 1, 1i, -1， 一 i} 


已 知 忆 为 4 次 单位 根 萨 群 ，G 为 以 4 为 模 剩余 类 加 群 Z4， 由 


2 习题 5 知 Ga 关 于 和 定 阵 乘法 作成 群 。 
试问 《17 忆 与 GL 同 构 省 ? (2) 与 G; 辣 构 洗 ? 


列 习 法 表 如 下 

一 1 一 | 
1 1 一 -i 
和 1 一 1 一 下 1 
一 1 上 | -i 1 i 
一 一 1 1 一 工 
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《1) 令 
ym>0, it>1, -1 32, 一 ti-> 3 
显然 9 是 台 到 Ci 的 双 射 ， 旦 在 此 瑞 射 下 ， 表 [和 表 工 完全 重 
合 ， 即 q 保持 元 素 间 的 运算 关系 不 变 ， 故 G 全 GG， 
(2 如果 如 兰 如 er， 必 须 他 的 恒 等 元 1 对 应 Gaz 的 恒 等 元 
e= (0 1)， 而 G 中 的 象 必须 是 G2 的 a; b,c 三 个 中 的 一 
个 ， 不 妨 令 
i 一 > 
训 
让 上 -一 a? 
但 六 = 一 1， 而 拓 =e， 于 是 -1h> e 但 1hH > e， 则 9 不 是 单 
射 ， 丰 9 不 是 同 梅 上 映射 。 同 理 可 证 
iD 或 iTrh>e 
都 会 导出 现 祥 矛盾 。 胡 如 与 G: 不 同 构 。 

学 完了 3 4 循环 群 之 后 ， 园 管 此 问题 则 更 简 弟 。 因 为 G 和 
,都 是 4 阶 特 环 群 ， 而 阶 特 环 群 从 同 构 观点 看 只 有 一 个 ， 鞭 
以 如 衬 Q。 而 如 :中 的 6。 的 阶 为 1 ，aqa,，b，c 的 阶 均 为 2， 没有 4 
阶 元 素 ， 故 Gi 不 是 御 环 群 。 所 以 G 与 Gas 不 同 构 。 由 此 易 知 ， 
车 避 空 G'， 彼 此 对 应 着 的 元 素 的 阶 周期 必须 相间 《 见 第 二 
意 $ 4 习题 14) ， 

此 例 说 明 ， 尽 管 所 和 G: 一 个 是 习 群 ， 一 个 是 加 和 群 ， 但 却 是 
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同 构 的 ， 而 上 G 和 G2 虽然 都 是 乘 群 ， 伺 却 不 同 构 。 两 个 群 间 构 与 
伯 与 元 素 的 表 法 及 运算 符号 无 关 ， 仅 仅 取 决 于 它们 的 代数 结 
构 ， 

5 ”两 个 群 G 与 9G' 同 构 ， 上 只 是 说 GG 与 6G' 的 代数 性 质 完全 
相同 ， 国 而 它们 有 相同 的 代数 结构 。 我 们 三 常 说 它们 是 代数 相 
等 的 。 但 间 构 的 群 与 相同 的 群 是 有 区 别 的 。 如 闽 数 加 群 与 所 有 
偶 数 和 做 成 的 加 群 是 同 构 的 C$ 3 习题 1》， 但 后 考 是 前 者 的 子 
群 。 这 个 例子 也 说 明 一 个 群 可 以 和 自己 的 一 个 芭 子 群 问 构 ， 

6 -如果 群 G~G ， 由 定理 知 群 GG 的 代数 性 质 完 全 传递 给 
它 的 同 态 象 ， 但 扩 之 来 必 成 立 。 如 时 G 宇 G ， 则 G 与 G 的 代数 
性 质 完全 相间， 这 是 同 态 与 同 构 的 不 同 之 处 ， 另 外 ， 同 构 臣 射 
必须 基 单 射 ， 而 同 态 映射 不 -一定 是 单 射 ( 可 以 多 对 一 )， 这 也 是 
两 者 的 区 别 。 虽 然 群 的 同 态 象 不 象 群 的 同 构 象 那 样 完 全 刻 划 
群 ， 但 由 于 它 有 时 比 它 的 床 象 可 能 有 只 有 某 些 特殊 性 及 某 种 
便利 ， 研 究 起 来 可 能 比 研究 原 群 更 窜 易 些 。 而 从 一 个 铬 的 同 态 
象 的 代数 性 质 义 常常 可 部 分 地 推测 原 群 的 性 质 ， 所 以 研究 群 的 
同 态 出 研究 群 的 同 构 来 得 更 灵活 一 些 ， 过 用 也 更 广泛 些 。 


《4 循环 群 


《一 ) 内 容 提 要 

本 节 讨 论 一 类 代数 结构 特别 简单 的 群 一 循环 群 . 

首先 给 出 这 种 群 的 实例 《无 限 的 . 有 限 的 ) ， 然 后 给 出 了 
循环 群 的 定义 :接着 讨论 它 的 构造 ， 通 过 定理 1 (结构 定理 》 
证 明了 ， 从 同 构 观点 看 ， 循 环 群 有 有 且 只 有 两 种 ， 并 指出 它们 的 
代 崎 ， 解 决 了 循环 群 的 数量 和 构造 问题 。 其 中 引进 了 一 个 重要 
的 概念 一 一 元 素 的 阶 ， 最 后 又 讨论 了 循环 烙 的 子 群 ， 和 解决 了 和 锋 
环 群 的 于 群 的 形状 、 数 量 等 问题 ， 证 明了 定理 2 。 还 讨论 了 一 
下 循环 群 的 同 态 象 。 

从 本 节 的 讨论 可 以 初步 了 解 近 忆 代数 研究 问题 的 基本 方法 
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和 和 格式. 
《二 ) 补充 说 明 
1 关于 循环 群 的 构造 
逢 环 群 的 构造 定理 给 出 本 节 最 重要 的 结果 。 它 说 明 ， 从 同 
构 观 点 看 ， 循 环 群 内 有 两 个 ， 一 个 是 无 限 循 环 群 ， 它 与 整数 加 
群 同 构 ， 一 个 是 有 限 《〈8a 阶 ) 循环 群 ， 它 与 以 为 模 的 剩余 类 
加 和 群 同 构 。 因 此 ， 当 筑 要 讨论 循环 群 的 某 个 性 质 时 ， 我 们 只 要 
就 具体 的 整数 加 群 和 剩余 类 加 群 {Z2,; + } 讨 论 即 可 ， 
2 ”关于 元 素 48 的 阶 及 其 重要 性 质 
元 球 的 阶 有 下 述 重 要 性 质 ， 如 果 a 的 阶 为 hn、 那么 
C1) ”= < 有 MT 
C2) = 人 | m1- ma 
如果 a 的 阶 无 限 ， 那 么 
(3) aM= 0" = HH, 
C1》 的 证 明 见 $4 习题 2。 (2)、“【〈3) 的 证 明 见 定 
理 1 。 在 定理 1 中 我 们 看 到 ， 生 成 元 6 的 阶 完全 决定 了 循环 群 
的 构造 。 性 质 “2 )、《3》 保证 了 定理 中 上 映 庙 的 单 射 性 . 
元 素 阶 的 这 些 性 质 在 证 明 中 起 了 关键 性 的 作用 。 今 后 还 将 多 次 
地 用 到 ， 
3 ”甘于 箭 环 群 的 生成 元 
德 环 群 的 生成 元 通常 不 是 唯一 的 。 我 们 有 下 列 重 要 结 巢 
《请 吏 §$4 习题 9 及 习题 11) 。 
(1》 无限 循环 群 G= ta)， 有 其 只 有 两 个 生成 元 4 与 
a 
2) nn 阶 循 环 群 = ca)， 则 a' 是 G 的 生成 元 当 且 仅 当 
(tr,H} = 1, 
上 上述 结果 纵 出 找 循环 群 的 生成 元 的 有 效 方 法 ， 
例 ，{ ZZ,; + 的 生成 元 1 ，2 ，4 ，，7 了 ，8 共 有 6 
个 。 
显然 4 阶 勿 环 群 的 生成 元 的 个 数 等 于 与 有 互 质 的 正 整数 的 
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个 数 ， 

4 ”关于 循环 群 的 子 群 

由 定理 2 已 将 循环 群 的 于 群 彻底 解决 。 这 里 需要 指出 的 是 
“循环 群 的 子 群 是 循环 群 ”， 但 反之 不 真 。 即 一 个 群 如 果 除 本 
身 外 所 有 于 群 都 是 循环 群 ， 这 个 群 本 身 未 必 是 循环 群 。 例 如 ， 
殉 菜 茵 (Klein 4 元 群 B， 它 的 子 群 〈 除 本 身 ) 皆 为 1 阶 和 2 
阶 的 ， 故 都 是 循环 群 ， 但 B 不 是 循环 群 ， 因 为 在 B, 中 没有 4 阶 
元 束 。 又 如 例题 选 讲 之 例 9 的 4 元 数 群 也 是 这 种 群 的 例子 ， 

5 ”关于 循环 群 的 自 同 移 

由 于 同 构 映 射 必 把 生成 元 映 成 生成 元 ， 所 以 很 容易 决定 循 
环 群 的 全 部 自 同 构 ， 

无 服 循 还 群 G= tq) 有 且 只 有 两 个 自 同 构 

Pa ya, Paarna 

nn 阶 有 限 循 环 群 的 白 同 构 的 个 数 恰 等 于 小 于 n 且 与 n 互 质 

的 正 整数 的 个 数 。 


3 5 变换 人 群 置换 群 


《一 ) 内 容 提 材 
本 节 主 要 给 出 变换 群 的 概念 ， 建 立 一 般 抽象 群 〈《 有 限 群 ) 
和 变换 群 ( 慷 换 群 ) 之 间 的 重 概 联系。 证 明了 著名 的 凯 菜 定 
理 ， 指 出 任何 一 个 抽象 群 (有 限 群 ) 都 与 变换 群 (置换 群 》 同 
构 ， 并 道 过 实例 加 以 说 明 如 何 去 找 同 构 于 已 知 群 的 变换 群 ， 
二) 村 充 说 明 
1 “” 尖 于 变换 群 的 概念 
我 们 知道 一 个 集 台 A 的 所 有 变换 的 集合 对 于 变换 乘法 并 不 
作成 群 ， 其 中 由 双 变 换 作 成 的 群 叫做 4 的 变换 妖 。 
例如 ，4= {11,2)。 
T1331, > 人 
TI 于， “上 一 >】 


T3 [一 > 二 ， 了 | 一 > 了 

Tt 2HF>1 
是 4 的 全 部 变换 。 即 T(4) = 1ririyrz TI4) 按 变 换 乘 
法 尽管 已 经 构成 有 恒 等 元 e= 嫩 的 半 寿 ， 但 对 于 王 来 说 ， 不 管 了 
是 4 中 那 一 个 变换 ， 都 有 

Tt TT 1， 2hH>TtT(2I) 一 1 

Tfe= Tt 
即 T, 没 有 道 苑 ， 显 然 不 是 双 变 换 。 政 TC4) 不 作成 群 。 其 中 
Tis 如 是 双 变 换 ， 显然 ECA) “4T1T4s} 作 成 一 个 群 ， 叫做 如 的 一 
个 亚 换 群 ， 当 急 仅 出 {rt}y 也 作成 一 个 变 聊 群 。 

在 $ 5 习题 2 中 证 明了 : 一 个 变换 群 的 便 等 元 一 定 是 恒 等 
变换 。 $ 5 习题 3 纵 刘 了 一 个 例子 。 虽 然 平面 z 的 变换 的 集合 了 ， 
对 于 变换 溢 法 作成 了 一 个 群 ， 但 它 的 恒 等 元 不 是 桓 等 变换 ， 其 
中 的 变换 不 是 由 双 变 换 作 成 和 的 ， 这 样 的 群 不 虽 变 换 群 。 读 者 不 
难 证 朋 : 如 果 避 是 集合 4 的 若干 个 变换 所 作成 的 混合， 并 且 殷 
包含 语 等 变换 ， 若 G 对 于 变换 乘法 作成 一 个 群 ， 那 么 G 只 能 包 
全 4 的 双 变换 ， 

2 ”关于 山 莱 定理 

答 定 了 一 个 群 @，G 的 变换 群 可 能 不 正 一 个 ， 但 其 中 有 一 
个 各 的 关系 十 分 密切 ， 即 与 G 是 同 构 的 ， 这 个 与 G 同 构 的 变 
换 群 是 怎样 决定 的 呢 ? 凯 蘑 定 虱 的 证 明 司 册子 回答 ， 

定理 证 明 的 思路 是 : 先 找 出 一 个 由 如 的 双 变 换 组 成 的 集合 


人 G， 证 明 G 是 群 ( 即 变 换 群 ) 且 G 与 蕊 同 构 ， 
证 明 的 其 体 方 法 是 ， 


C1》 决定 局。 先决 定局 的 任 一 元 素 r,。 利 用 G 的 任 -元 
c 按 规定 可 决定 电 的 一 个 变换 tf,， 即 把 的 任 一 元 x 变 成 ax 的 
变换 〈 左 乘 变 换 ) 村 证 明 f。 是 双 变 搞 ， 于 基 ， 给 也 一 个 元 ， 
用 这 种 办 法 就 决定 了 G 的 一 个 双 变 换 ， 把 这 样 得 到 的 所 有 汉 变 
换 做 成 的 集合 ， 记 作 。 
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《2 ) 证 明 忆 是 群 .首先 证 明 扫 对 于 变换 乘法 封闭 , 即 {G;】} 
是 一 个 代数 体系 . 接 下 去 本 应 直接 证 明 忆 十 一 个 群 (请 读 
者 按 群 的 定义 证 明之 ) ， 但 证 明 G 是 群 这 .一 步 可 以 省 略 。 因 为 
只 要 证 得 G 关 GG， 由 全 赴 群 G 自 然 也 就 是 群 了 ， 


3》 证 明 G 宇 G。 (这 一 步 包 括 了 《2 》 的 证 明 ) 

凯 莱 定理 说 明 : 和 尾 一 群 台 都 与 G 上 的 一 个 变换 群 局 构 。 碍 
变换 群 中 总 能 找到 自己 的 "模型 >。 把 凯 革 定理 用 到 有 限 群 上 ， 
便 得 到 ， 任何 一 个 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 的 子 群 同 构 。 所 以 对 
玫 变 换 群 〈 轩 的 群 ) 的 研究 是 有 普遍 意义 的 ， 

例 3 与 例 4 具体 地 给 出 找 与 一 个 群 同 构 的 变换 群 的 方法 . 
如 果 扬 给 的 群起 有 限 循 环 群 ， 用 例 4 的 方法 比例 3 的 方法 更 简 
单 些 。 


3 6 于 群 的 陪 集 


(一 ) 内 容 提 要 

这 一 节 是 在 第 一 章 对 党 合 分 类 的 基础 上 上， 进一步 讨论 用 子 
群 对 群 进 行 分 类 的 问题 ， 并 由 此 得 出 一 些 重要 结果 ， 本 节 主 要 
给 出 子 群 的 陪 集 、 于 群 的 陪 业 的 等 价 定 义 ， 子 群 在 群 中 的 指数 
等 概念 ， 并 证 明了 关于 有 限 群 的 重要 的 拉 格 度 日 定理 ， 指 出 有 
限 群 的 阶 和 子 群 的 阶 的 关系 。 这 一 节 的 学习 直接 关系 着 后 两 节 
《7、3 8) 及 其 它 各 音 祖 关 部 分 的 学 习 ， 所 以 庭 给予 足 竞 
的 重视 . 

(二 ) 补充 说 明 

1 关于 子 群 的 陪 集 的 概念 

在 第 一 章 $ 3 中 曾经 讨论 了 对 任 一 上 集合 和 进行 分 类 河 题 ， 
分 类 的 办 法 可 以 是 很 随意 的， 只 要 满足 分 类 (构造 商 集 ) 的 三 
个 杀人 御 斌 可 以 了 。 本 节 把 对 任 -集合 4 分 类 的 忠 想 用 于 群 G， 
分 类 的 方法 不 是 随意 的 ， 而 是 利用 -个子 群 晶 作出 的 ， 
2 


首先 定 交 了 群 刀 和美 于 子 群 开 的 磊 【《 各 》 和 倍 集 的 福 念 《 宝 立 
1)》 。 通 过 例 2 县 体 志 用 马 的 元 素 4 滋 子 群 妃 的 办 法 求 出 
人 = 5 关于 子 群 日 -. ‘(1),(12)} 的 全 体 左 路 集 。 说 明 五 的 全 你 
导入 集 做 成 的 集合 怡 是 5;3 的 … 个 商 集 。 从 而 给 出 了 5 的 一 个 分 
类 ， 邮 到 $5: 的 旋 迪 以 闻 群 五 为 标准 分 或 了 3 组 (类) 。 然 后 通 
过 命题 1 证 明了 一 般 情形 。 命 题 1 的 条 忻 ( i 说 明 全 和 体 陪 集 的 
并 集 怡 是 整个 群 G， 条 件 (i 刘 说 明 两 个 不 同 的 陪 棠 没有 公共 
.元 ， 换 句 话 说， 一 个 元 素 不 可 能 同 寺 属于 不 同 的 两 个 陪 集 ;条 
件 (iii) 说 明 忆 的 任 一 元 a 皆 属于 基 -- 和 伪 集 ， 每 一 障 集 不 空 ， 这 
3 荣 说 明 利 用 群 G 的 子 群 开 所 得 条 的 全 体 陪 集 丛 好 给 出 群 @ 的 
一 个 分 类 ， 而 每 一 院 集 就 是 一 个 类 。 全 体 陪 集 做 成 G 关于 子 群 
HH 的 一 个 商 集 《以 陪 集 为 元 下 的 集合 、 对 于 群 的 研究 常常 转 
化 为 对 其 关于 某 子 群 的 黄 集 的 研究 ， 这 不 但 是 研究 群 也 是 研究 
其 它 代 数 体 系 的 . “种 报 基 本 方法 ， 

以 之 4 为 例 ， 在 $4 习题 12 中 已 知 H= {0，4，8 上} 为 Z)， 
的 一 个 子 群 ,以 五 为 标准 ,Zi 的 12 个 元 素 被 分 成 了 4 组 (类 )， 


H={0, 4, 8}, T+H={1, 5, 9} 
2+H={2, 6, 10}, 3 +H={3, 7, 11} 
则 OQ, {H, 1+H, 2+H, 3+H) 
图 示 如 下 
£1 


AN | AN 


281 


2 美 于 子 群 的 陪 集 的 等 价 定义 

上 而 说 过 利用 子 群 旦 可 以 对 G 进行 分 类 ， 即 得 到 一 个 商 
人 党， 而 怠 的 每 一 个 商 集 都 决定 一 个 等 价 关 系 ， 仍 以 Za 为 例 ， 
设 49，b EZ， 则 在 

2 ， 卫 在 HH 的 同 -~ 陪 集 (类 ) 中 >b-a€EH 

而 后 面 这 个 条 体 b 一 0 EH 把 Zi 的 两 个 荡 案 基 否 在 HR 
的 同一 障 染 (类) 中， 用 子 群 吾 来 衡量 的 本 后 特征 充分 体现 出 
来 ， 所 以 我 们 也 可 以 规定 关系 一 如 下 

a~b 人 bb- a EH 

显然 关系 一 是 -- 个 等 价 关 系 ， 由 此 等 价 关系 决定 了 Za 的 
一 个 商 集 恰 是 Q!， 而 商 集 981 的 每 一 个 元 素 (类 ) 就 是 之 1: 关于 
子 群 玉 的 一 个 左 〉 陪 集 ， 

把 上 述 特 殊 情 形 推广 ， 对 任意 群 @， 利 用 子 群 虽 可 定义 甘 
系 一 如 下 

在 一 让 5 天 

易 证 此 关系 一 基 一 个 等 价 关 系 。 由 此 等 价 关 系 决 定 纪 的 一 个 分 
类 ， 于 是 得 到 如 的 一 个 商 集 。 这 样 得 到 的 类 就 是 G 关于 子 群 本 
的 左 陪 集 ， 所 以 子 群 互 的 左 陪 集 也 可 以 这 痒 来 定义 。 这 种 定义 
的 方便 之 处 是 ， 判 断 G 的 两 个 元 素 sg，b 是 谷 属 于 互 的 同 一 陪 
集 ， 只 楼 春 a 'b 是 否 属 于 于 就 可 以 了 。 由 本 节 习 对 3 又 牧 与 此 
条 件 等 价 的 条 人 御 共 有 6 个 ， 都 可 做 为 a, b 在 的 同一 个 左 陪 
集 的 判断 荣 件 。 

3 ”关于 子 群 瑟 在 GG 中 的 指数 

已 有 例子 ( 见 $ 6 例 2》 说明 ， 一 个 群 恕 的 子 群 互 的 堪 陪 
集 和 石 陪 集 并 不 一 定 相 同 ,但 定理 1 的 结论 说 明 左 商 集 和 右 商 
集 之 间 存 在 一 个 双 射 。 即 子 群 昌 的 左 陪 人 柴 和 右 陪 集 的 “个 数 ” 
相等 。 把 这 个 共同 的 数 日 叫 徐 子 群 五 在 SG 中 的 指数 .我们 看 到 
俩 2 中 的 子 群 五 在 $3 中 的 指数 为 3 ， 而 例 3 中 的 子 群 上 在 G 中 
的 指数 为 无 限 ，。 
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定理 1 说明， 几 子 群 理 米 对 G 分 类 ,不 论 怎 么 分 ,分 得 的 类 
的 数目 都 相等 。 命 题 2 说 明 每 一 类 ( 障 集 ) 中 含有 的 元 素数 目 
也 一 般 和 多 ， 都 和 互 含有 的 元 素 个 数 相 等 。 就 是 说 用 子 群 末 ， 接 
照 我 们 给 出 的 办 法 对 GG 分类， 分 的 是 很 均匀 的 ， 不 会 一 类 多 ， 
-一 类 少 ， 由 此 自然 地 导出 了 重要 的 拉 格 并 日 定理， 

4 关于 有 限 群 的 阶 和 子 群 的 阶 的 关系 

拉 榈 朋 日 定理 指出 ， 有 限 群 的 子 群 的 阶 数 必 是 群 的 阶 数 1 
的 约 数 . 但 是 其 道 定 理 不 真 。 即 对 群 台 的 阶 数 a 的 任 一 正 约 数 
da，G 未 必 有 { 阶 子 群 。 如 44S4 中 全 体 偶 置换 作成 的 子 群 一 
请 参考 能 全 沥 的 《近世 代数 》) 其 险 为 12， 但 却 没 有 6 叭 子 群 
(证 明 从 略 } 。 然而 拉 格 妆 昌 定理 的 道 定理 对 于 循环 群 以 及 有 
限 可 搞 群 是 成 立 的 。 

5 ”关于 定理 1 的 证 明 

在 定理 1 的 证 明 中 ， 我 们 令 

FHa ' 
是 否 可 以 断言 9 是 左 商 集 @, 到 右 商 集 @, 的 一 个 映射 而 不 加 出 
证 明 呢 ? 园 答 是 否定 的 。 因 为 在 9 之 下 o 的 象 规 定 为 Hoa-!， 
这 个 Ha 由 seH 的 代表 a 决定 ,如 果 af = BT 那么 由 pH 的 代表 
又 决定 了 bH 的 彰 为 Hb"!， 假 如 Ha ! 志 Hb”! ， 那 么 就 会 出 现 击 
于 路 集 代表 选择 的 不 同 ， 同 一 个 联 集 所 对 应 的 象 是 不 同 的 ， 这 
于 p 就 不 能 是 一 个 映射 了 了 。 所 以 规定 陪 集 的 映射 P 时 ， 必 须 证 
明 在 单 之 下 象 与 代表 的 选择 无 关 ， 亦 即 说 明 象 是 瞧 一 确定 的 ， 
这 一 点 十 分 重要 ， 

如 困 在 定理 1 中 规定 

Pp :a > Ho 

行 不 行 昵 ? 是 不 是 左 商 集 Q1 到 右 商 集 Q ,的 映射 呢 ? 

以 本 节 例 2 为 例 ，(〈13) 瓦 = (123)H， 而 H(13) = {(13)， 
(132)}， 日 (123) = {1(123)，(23)}， 旺 然 有 (13) 寺 HH(123)， 

在 .上 而 规定 的 中 之 下 有 

(HE>H(3), (23)HE>H(23) 
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即 同 一 左 陪 集 由 于 代表 选择 的 不 同 ， 孝 对 应 着 两 个 不 同 的 布 陪 
集 ， 因 此 ， 上 面 所 规定 的 四 不 是 -- 个 映射 。 


3 7 ”正规 子 群 与 商 群 


《一 ) 内容 提要 

本 节 主 要 讨论 一 类 特殊 的 重 上 要 的 子 群 。 给 出 正规 子 群 的 完 
尖 、 人 和 例子 ， 几 个 等 价 条 件 及 商 群 的 概念 和 例子 。 正 规 子 群 和 座 
群 对 于 群 的 构造 的 研究 具有 特殊 重要 的 作用 。 

《一 ) 神 充 说 明 

1 关于 正规 子 群 的 概念 

正规 疗 群 是 一 种 特殊 的 子 群 ， 它 的 特殊 性 在 于 它 的 每 一 左 
陪 集 和 相应 的 右 陪 集 总 是 相等 的 。 定 义 中 的 aN = Na 的 4 是 对 
群 G 中 任 一 元 素来 说 的 ， 而 不 是 对 某 些 @ 来 说 的 。 所 以 用 定义 
来 验证 一 个 子 群 是 不 是 正规 子 群 必须 注意 这 一 点 。 

还 必须 注意 的 是 ，aN = Na 指 的 是 用 a 左 乘 子 群 六 所 得 的 
子 集 与 用 a 右 乘 子 群 N 所 得 的 子 集 是 相等 的 (集合 相等 ) ， 并 
不 是 说 a 可 以 和 NN 的 每 一 元 素 可 父 者。 如 置换 群 53 的 子 群 
KK=4(1)，(123)，(132)} 是 正规 子 群 

(C12) K=4(12), (23), (13)? 
K(12) ={(12), (13), (23)} 

显然 (12) 区 = 大 (32)， 捏 〈12) (123) = (23)， 而 (1239) ， (12) = 
《13)， 元素 并 不 可 换 。eN = Na 这 个 条 件 租 当 于 对 中 任 一 元 
巡 叉 ， 必 有 NN 中 元 rn， 使 a = ne。 在 证 上 明 有 关 问题 和 司 有 关 
的 习题 时 必须 注意 到 这 -一 点 ， 

一 个 群 G 的 正规 子 群 的 正规 子 群 未 必 是 群 操 的 正规 子 群 ， 
这 一 点 和 子 群 的 情形 不 同 ( 见 § 7 习题 9) ， 

2 关于 正规 于 群 的 等 价 条 性 

几 定 义 来 判断 一 个 巴 群 是 不 是 正规 子 群 ， 就 涝 可 验证 对 中 
中 每 一 元 素 a ， 左 障 集 oN 是 否 和 右 陪 集 Na 相等 ， 这 有 时 并 不 
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十 分 容易 。 所 以 我 们 又 给 出 了 和 和 定 久 等 价 的 如 三 个 和 条件， 即 定 
理 的 2)、3)、4) 条 .因为 用 条 性 4) 只 和 需 验 证 元 素 ana : 是 否 
在 站 中 ， 所 以 有 时 使 用 起 环比 较 方 便 ， 如 例 5 的 证 明 。 至 于 
2) 、3) 沁 和 杀 除了 用 来 判断 一 个 子 帮 足 否 为 正规 子 群 外 ， 还 有 更 
深刻 的 靖 六 ， 
在 本 章 例 题 选 讲 之 例 1 中 证 明了 映射 m,: g 产 >aga :是 群 
G 的 育 同 构 ， 叫 向 G 的 内 自 间 构 假设 是 群 G 的 自 同 构 ，H 
是 群 G 的 子 群 ， 如 果 q CH 三 H， 我 们 就 说 了 HH 对 Pp 不 变 。 显 然 当 
N 是 G 的 正规 子 群 时 ， gs CN) -= aNa ! 守 N， 即 正规 子 群 对 内 
自问 构 不 变 。 反 之 ， 群 中 对 它 的 所 者 内 内 同 构 都 不 变 的 子 群 就 
是 正规 子 群 ， 所 以 正规 子 群 又 叫 不 变 子 群 ， 
在 $2 习 题 7 中 我 们 给 出 了 五 的 共 斩 子 群 aHa”: 的 颖 念 ， 
等 价 条 忻 2) 说明 ， 如 果 瑟 与 它 的 所 有 共 斩 子 群 aHa-' 都 相等 ， 
那么 五 就 是 GG 的 正规 子 群 ， 反 之 亦 然 . 
出 于 共 暂 也 群 28a -的 阶 与 互 的 阶 相 同 ， 所 以 一 个 群 ， 如 
困 只 有 一 个 阶 为 的 子 群 ， 则 此 子 群 必 是 群 G 的 正规 子 群 (8 
7 习题 5)。 又 由 例 4 知 ,指数 为 2 的 子 群 必 为 正规 子 群 。 这 些 
都 从 不 问 方 面 提供 了 正规 予 群 的 判断 方法 。 当 然 上 述 两 个 条 件 
只是 一 个 子 群 是 正规 子 群 的 充分 条 性 而 不 是 必要 条 人 忻 ， 在 使 用 
时 要 注意 。 
3 “关于 商 群 的 概念 
正规 子 群 和 商 群 是 紧密 联系 着 的 两 个 概念 。 由 于 正规 子 群 
的 特殊 性 带 来 了 它 的 商 集 的 特殊 性 。 这 种 特殊 性 不 但 在 于 左 商 
集 和 友 商 集 丰 同 ， 且 可 以 自然 地 规定 一 种 运算 ， 使 商 集 GAN 
敌 成 一 个 群 。 这 时 关键 是 所 规定 的 运算 的 合理 性 ， 
aN'bN ~ abN 
旦 架 N 仅 仅 是 G 的 子 群 ， 则 aN:bN 未 必 是 一 个 左 陪 集 。 例 
加， 避 = 5S3, 五 = {(1)，(12)}, 已 敌 理 不 是 9G 的 正规 学 群 ， 
(13H= {13), (123)}, (29H={(239), (132)? 
(13) (23) = (132), (123) (182) = (1) 
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国 (D ECODH DH, fl1)EQD2DH 让 (DH 2H 
13) (23)H, 
但 当 NN 是 的 正规 子 群 时 ， 出 种 ; 
aN*:hbN = abN, a， bi 如 
月 这 个 条 件 也 基 充 分 和 的 ( 见 $7 习 籁 1) 。 央 此 ， 在 商 集 G/N 
中 可 自然 号 规 定 一 种 运算 并 使 之 作成 群 ， 

通过 例 7 读者 应 该 学 会 给 了 群 的 一 个 正 现 了 群 互 ， 如 何 
决定 商 群 ， 首 先 需 要 把 互 的 每 一 障 集 的 形 状 朱 清 楚 ， 从 而 决定 
商 群 的 全 部 元 素 ， 并 具体 掌握 住 商 群 的 运算 。 

4 例 6 说 明 有 限 群 的 商 群 @Aw 一 定 荐 有限 群 ， 其 阶 数 等 
于 N 在 台中 的 指数 。 但 商 群 的 阶 为 有 限 的 妖 来 必 是 有 限 群 。 
如 ，G=1Z3T》， 瑟 = (0 商 群 CN=12Z5+} 为 中 阶 有 限 群 ， 
但 如 为 无 限 群 . 

5 有限 群 的 每 一 元 素 的 阶 〈 周 期 ) 均 有 限 ， 但 其 首 不 
真 ， 例 7 就 是 一 个 很 好 的 说 明 。 

6 ”关于 群 G 的 两 个 耶 群 的 乘积 问题 

设 A，B 是 群 G 的 两 个 子 群 ， 一 般 说 来 ， 4B:- (ablecc A， 
bEB} 坟 必 是 G 的 子 群 。 

格 如 ， =53，A={{1)，(12)}，B-{(1)，(13)}。 刚 

AB=1{(1), (2), (13), (132)} 
由 于 (132) .0132) = (123) 己 4B， 故 AB 不 是 5 的 子 群 。 但是， 
如 果 态 ，B 中 有 一 个 是 正规 子 群 ， 情 形 就 不 同 了 。 请 看 $7 习 
题 6 的 证 明 (见习 题解 管 )， 

我 们 仔细 分 析 一 下 这 个 问题 的 证 时 关键 是 什么 ? “4 是 正 
规 子 群 ” 这 个 条 性 在 征明 中 起 了 什么 作用 ? 不 难 改 于，“《4 是 
正规 子 群 ”这 个 条 件 保 证 了 :， “对 任意 的 8EG，aE4， 存 在 
a 扎 态 ， 使 84 = a'g”。 这 个 事实 ， 在 证 明 中 起 了 决定 性 的 作 
用 其实 ,我 们 只 要 利用 “对 任意 的 xEB,a€E 4, 存在 ,a’ 4， 
使 xag=eax” 这 个 条 件 ， 就 可 以 证 明 此 问题 ， 基 至 肯 弱 一 点 ， 
只 楼 对 任意 的 PE B，aEA&, 存 在 b' CB,，a’ E4, 使 ba=a'b! 成 
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也 就 可 以 了 .。 这样 看 来 ， 鸽 48 吕 G 的 于 群 ,“A 是 正规 子 群 ” 这 
个 条 件 似 仅 是 充分 的 ， 但 并 不 必要 。 那 么 ， 两 个 子 群 之 积 是 一 
个 于 群 的 充分 必要 条 件 是 什么 呢 ? 解答 请 见 例题 选 讲 之 例 2 ， 

937 习题 7 说 明 ， 当 克 ，B8， 都 足 G 的 正规 子 群 ， 这 个 加 
强 了 的 条 件 , 充 分 保证 了 AB 不 仅 是 的 子 群 并 且 是 正规 子 群 ， 

7 ”关于 本 节 例 1 符号 的 说 明 

在 例 1 申 我 们 使 用 了 加 下 记号 ; G/G= {G),，G/{e}=G, 
G/G= {GG} 应 理解 为 群 G 用 其 正规 子 群 GG 做 分 类 记得 的 离 集 ( 商 
群 ) 只 会 一 个 元 素 ， 即 折 被 分 成 为 一 个 类 {G 而 GAel = 人 G 应 
理解 为 群 召 用 正规 子 群 {fey :日 分 类 所 得 商 集 为 ,1aH =ala&G)} 
即 忆 的 每 -元素 2 为 一 个 类 《 陪 集 ) ， 把 它 仍 记 为 G， 


3 8 群 的 同 态 基 本 定理 


(一 ) 内容 近 要 

本 节 主 要 证 明了 群 论 中 最 重要 的 定理 之 一 一 一 群 的 同 态 基 
本 定理 ,解决 了 群 G 和 正规 子 群 N 、 商 群 G/N 与 9G 的 同 态 象 之 
闻 的 关系 ,首先 给 出 满 同 态 的 核 的 概念 ， 同 时 证 明了 满 司 态 的 
核 是 群 @ 的 正规 子 群 〈 命 题 ) ， 然 后 证 明了 群 的 同 态 基 本 定理 。 
指 沿 群 科 的 任 一 商 群 均 是 所 的 同 态 象 《定理 41) ，G 的 任 一 同 
态 象 从 问 构 观点 看 ， 有 内 能 是 它 的 痛 群 《定理 2 ) ， 从 本 节 可 以 
者 到 ， 正 规 子 群 和 商 翌 在 研究 群 的 构造 中 的 作用 ， 

《二 ) 补充 说 本 

1 关于 满 向 态 的 核 

G 到 G' 的 满 癌 态 9 的 核 N 指 的 是 ，G 中 所 有 在 之 下 的 
象 为 G 的 恒 等 元 e' 的 元 素 作成 的 党 人 台 ， 即 e" 的 完全 原 象 ， 在 
命题 中 证 明了 的 核 尽 是 GG 的 正规 子 群 。 当 证 明 G 的 一 个 子 集 
N 是 满 同 态 P 的 核 时 ， 一 般 地 必须 证 明 ; NSEkerp, 且 kerg 
二 NN。 好 寡 证 , YaEN， 风 pg (9) =e’ 即 oEkerr，NSEkerp。 反 
之 ; VaCkerp， Tg (ta) =e/， 往 证 EN,， kery 二 N, 
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戎 G~G/，g 的 核 为 N， 由 本 节 习 题 2 知 ，G 中 任意 两 个 
元 素 a，b 在 G' 中 有 机 问 的 象 的 充分 必 受 条件 是 4，b 在 NN 的 同一 
障 集 中 。 导 把 忆 的 元 以 N 为 标准 分 类 后 ，G 中 辣 类 元 映 成 G* 
的 同一 各 ， 核 越 大 ， 分 类 越 粗 ， 映 得 的 象 元 就 越 少 ， 或 者 说 G 
的 这 个 同 态 象 也 就 比较 “粗糙 ”。 核 越 小 ， 则 分 类 越 细 ， 了 映 得 
的 锭 元 相对 前 者 则 较 多 ， 这 个 回 态 象 也 就 比较 “精细 ”。 特 别 
地 ， 当 核 N= {e} 时 ， 由 本 节 习 题 4 知 ， 此 时 GG/， 即 G 与 
G 完全 等 问 ， 当 NG 时 ， 刚 G” -1e)》， 整 个 如 映 成 了 一 个 
元 ， 所 以 阿 态 核 六 的 大 小 完全 刻 划 了 同 态 映射 史 的 “精细 ” 程 
度 ， 

由 命题 知 ， 问 态 映 射 的 核 必 是 避 的 正规 子 群 ， 由 定理 1 又 
知 ，G 的 任 一 正规 子 寿 六 一 定 蚌 如 的 其 个 满 间 态 的 榜 〈 这 个 映 
射 就 是 僻 到 GAN 的 自然 同 态 ) 从 这 里 又 进一步 揭示 了 正规 子 
群 与 一 般 壮 群 不 同 的 特征 ， 邮 GG 的 正 于 子 群 ， 且 只 有 这 一 类 子 
群 ， 才 能 是 这 个 群 的 满 同 态 的 核 。 因 为 忆 的 正规 子 群 N 完 全 决 
定 了 庙 群 G/N， 从 而 也 就 完全 决定 了 G 的 同 态 得 (定理 2》， 
所 以 作为 同 态 核 的 正规 子 群 在 研究 群 的 构造 中 处 于 十 分 重要 的 
地 位 ， 

2 ”关于 定理 2 的 证 明 

在 定理 2 的 证 明 中 ， 规 定 

piaNt——ra’ = Pla) 
aN 在 中 之 下 的 象 是 借助 代表 元 e 在 中 之 下 的 象 来 确定 的 ， 所 
以 必须 首先 证 明 aN 的 象 与 代表 的 选取 无 关 。 即 证 负 是 GAN 到 
G' 的 映射 。 在 证 明 中 我 们 看 到 ， 若 aN = pbN， 则 g(a) = p(D)， 
即 若 a ，4b 属 王 NN 的 问 一 陪 集 ， 则 a，b 在 gg 之 下 的 象 相 疗 。 反 
之 亦 然 《证 明 见 $8 习题 2) 。 这 就 是 说 ， 若 G~G/， 把 G 中 
元 宗 按 象 相同 与 否 分 类 与 按 疗 态 核 N (正规 于 群 ) 分 类 实质 是 


一 样 的 。 这 就 决定 了 G/N 与 G' 之 问 必 然 存 在 双 射 惠 ,而且 下 是 
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同 构 映射 ， 


Pp 
3 ”关于 三 个 群 G，G" ，GAN 的 关系 ， 此 处 G 一 G' ， NN 是 
满 同 态 映射 外 的 核 ， 


(1) GG’ 其 核 为 N，N 为 G 的 正规 子 群 ， 
i 
(C2) 一 GANW，Y 为 自然 同 态 《定理 1) ，， 


P 
{39 GAN 宇 G” (定理 2) 


三 个 足 垂 P，v、Pp 又 是 什么 关系 呢 ? 
由 于 


下 四 

和 0 Oh 一 > (a) 

所 以 有 四 = YY( 或 直接 验证 》 . 
下 述 关系 说 明 ，G 的 任 一 商 群 都 是 GG 的 同 态 人 铺 ， 避 的 任 一 
同 态 和 象 从 辣 构 观点 看 } 也 只 能 是 它 的 商 群 。 所 似 ， 恕 的 同 态 
象 上 内 人 须 从 它 的 商 群 里 找 。 而 避 的 商 群 完全 由 GG 和 GG 的 正规 子 群 
NN 所 决定 。 因 此 ， 只 要 掌握 了 GG 的 所 有 正 现 子 群 即 党 所 了 安 的 
所 有 商 群 ， 从 而 也 就 掌 担 了 局 的 所 有 同 态 象 。 显 然 如 有 党 少 正 
规 子 群 就 有 多 少 同 态 映射 ， 正 规 子 媳 和 同 态 喘 射 是 一 一 对 应 
的 . 伺 正 规 子 群 委 的 同 态 钨 《不 辐 构 的 ) 之 向 可 能 不 是 一 一 
对 让 的 ， 因 为 可 能 由 的 儿 个 不 同 的 正规 子 群 《如 例题 选 讲 令 
9 中 的 B， 有 ,都 得 到 同一 商 群 (2 和 5， 但 是 由 正规 子 群 却 能 
铝 决 定 妇 的 所 有 同 态 象 ， 从 这 里 读者 可 以 很 好 悼 会 周 态 基本 定 
于 的 深刻 含意 及 正规 子 群 与 商 群 的 重要 作用 〈 以 $ 8 的 例 2 及 

习题 7 和 例题 选 讲 例 9 为 便 理 和 解 之 ) 。 


4 在 8$8 习 是 9 中 ， 已 各 GCG， 4 是 如 的 所 有 子 群 
的 集合 ， 而 4 则 是 台中 包 合 kerp- 丘 的 子 群 互 的 集合 。 该 题 证 
明 4 与 4 之 间 存 在 双 射 。， 这 里 互 三 六 这 个 条 件 在 证 明 中 起 什 和 
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作用 呢 ? 没有 这 个 条 件 结 论 还 对 不 对 呢 ? 只 可 细心 分 析 不 难 发 
规 ， 博 三 K 这 个 条 件 保 证 了 wm 的 单 射 竹 。、 若 没有 这 个 条 件 ， 风 
结论 不 能 成 立 ， 

试看 一 例 。 己 知 {2Z; 十 }~12Z6; + ， 其 核 为 Z 的 子 群 天 = 
6) 。Z5 有 旦 内 有 4 个 子 群 

Hr!’ ={0}), =(0，3) Hs'={0, 2, 4), 
Ha = 2Z6: 但 {1Z; + }) 却 有 无 限 多 个 下 群 .显然 两 个 群 的 子 群 的 集 
合 之 癌 不 罕 在 双 射 。 溃 实 上 ，{2Z; + 的 子 群 2)》， (4) 的 
象 和 天 同 ， 都 是 Ha (其 实 {Z; + } 中 有 无 穷 多 个 子 群 的 象 都 是 
Hs， 请 读者 考虑 一 下 还 有 了 蔚 一 些 ) ， 而 在 4Z 3; +) 中 包含 核 且 = 
(62) 的 子 群 具有 4 个 
Hi=K= {6), Ha= (3) ,Hs (2),Hi= 2::(1) 

‘ 注 苇 ;这些 了 了 群 的 生成 元 都 是 6 的 约 数 ) 。 ， 

在 A= {Hi，H:，Hs,，Hi} 和 A’ = {H:’, Hs’, Hs’, Ha'} 
之 间 确 实 存 在 驱 射 pn; Hi>H, -p(tH,) (i=1,2,3,4))。 从 
这 个 例子 看 到 ，“ 五 三 E2” 这 个 条 和 件 的 作用 是 绝对 不 可 忽视 的 。 
盆 如 没有 这 个 条 件 ， 不 但 上 面 的 结论 不 再 成 立 ， 题 中 的 后 一 个 
绪论 也 不 再 成 立 。 

例如 ， 到 GG =5s，G’ = {1, -1 ( 乘 妊 ) 。 设 四 是 抬 Si 中 
的 惕 置换 映 成 G' 的 忆 等 元 1 ， 把 奇 置换 映 成 -1 的 映射 ， 易 知 


PF 是 忆 到 G! 的 满 同 态 映射 ， 即 G~G/， 又 知 H={(1)，(12)} 
是 5; 的 子 群 ， 但 不 是 $3 的 正规 子 群 但 yp CH) = G' 是 G' 的 正规 
子 群 。 这 是 由 于 五 木 包 含 kerp = {(3)，(123) , (132)} 的 缘故 . 

在 3§ 8 的 天 一 些 习题 中 〈 如 第 3 题 ， 第 10 题 ) 也 有 “HH 三 K* 
这 个 条 件 ， 请 读者 注意 在 这 些 问题 的 证 明 中 这 个 条 件 的 作用 ， 

5 ”对 于 # 阶 有 和 限 群 G 来 说 ， 其 任 一 同 态 象 的 阶 必 等 于 某 
一 商 群 GAN 的 阶 ， 而 GAN 的 阶 恰 为 RN 在 G 中 的 指数 ， 由 拉 格 朗 
日 定理 知 G/ 的 阶 为 全 的 阶 的 的 数 ， 从 而 安 的 任 一 同 态 象 的 阶 
也 沁 为 如 的 阶 的 约 数 。 由 此 可 知 12 阶 群 决 不 会 和 5 阶 群 同 态 ， 
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4 阶 群 决 不 会 和 3 阶 群 问 态 . 但 对 于 GG 的 阶 数 44 的 任 一 正 约 数 
d ， 是 否 一 定 存 在 @ 阶 群 作为 @ 的 同 态 象 呢 ? G 需 具备 什么 条 
性 结论 才 对 呢 ? (请 参考 3 8 习题 8) 


$9 直 和 


(一 ) 内 容 提要 

直 和 是 群 论 中 一 个 重要 概念 ， 它 给 出 如 何 用 上 几 个 群 去 合成 
(构造 ) 一 个 群 ， 使 合成 的 群 具 有 与 原 群 同 构 的 子 群 ， 也 络 出 
一 个 群 如 何 分 解 成 几 个 子 群 的 合成 ， 用 以 考虑 该 群 的 结构 。 本 
节 主 要 介绍 如 下 几 个 坷 题 ， 

1 “加 群 的 《外 ) 直 和 概念 ， 

2 ”如 群 (外 〉 直 和 的 基本 性 质 ， 

3 ”加 群 分 解 成 子 群 的 和 ， 与 加 群 分 解 成 子 群 的 内} 直 
和 等 概念 ， 

(二 》 和 补充 说 明 

1 ”这 里 仪 就 吉 群 讨论 了 (办)〉 直 和 与 (外 ) 直 和 的 概 
念 。 对 一 般 的 群 我 们 也 可 以 定义 (外 ) 直 积 (〈 群 的 运算 为 飞 
法 ) 和 (内) 直 积 ， 原则 上 不 存在 任何 困难 ， 就 可 以 把 直 和 的 
结果 推广 到 直 积 上 ， 

2 ”正文 中 列举 的 例子 是 各 具 特 点 的 ， 读 者 应 仔细 体会 。 

3 “习题 2 说 明了 (内 〉 直 和 与 (外 ) 直 和 的 联系 ， 读 者 可 
将 此 题 推广 成 一 般 性 的 一 个 定理 ， 

4 ”内 》 直 和 与 《外 〉 直 和 讲义 中 均 取 同一 记号 “多 ”， 
这 是 因为 在 代数 观点 下 ，“《〈 内 ) 直 和 也 可 以 看 作 是 (外 ) 直 
和 ， 可 以 认为 是 等 同 的 ， 


三 例题 选 讲 
例 1 假设 a 是 群 G 的 一 元 ， 那 么 映射 
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Ppa YEG 
是 G 的 自 间 构 。 称 ,为 忆 的 内 自 同 构 ， 

证 明 ” 先 证 ,为 G 到 自身 的 双 射 。 YEGG， 显 然 有 G 的 元 

2 8g0， 使 

a gaalo gala "= 
即 g = 和 ta ge) 。 故 wp ,为 G 的 满 射 。 

人 WYREG 有 

hh > aho™ 
如 果 age ~ = aha '， 那 么 g = 有， 所 以 ,是 的 弟 射 从 而 p, 为 
G 到 自身 的 双 射 . 

再 证 ,保持 运算 ， 由 于 

PER) -agh)a :=aga oo l= wy, (pg) "op, (hh) 
因此 wy. 为 GG 的 自 同 构 ， 

例 2 设 4，B 是 群 马 的 子 群 ， 则 4 是 健 的 子 群 的 充分 必 
要 条 性 是 4 = BA， 

证 明 必 数 性 ”假如 AB 是 忆 的 子 群 , YbaE BA,aC A, bE 
B, 同 为 和 B 都 是 GG 的 子 烙 ， 所 以 a” EA，b 'EB， 周 为 ba = 
(ap 而 ob EAB，4 了 3 是 已 的 子 群 ,所 以 ，(g 'b 7! 
E 4B， 从 而 有 ，bacE AB。 汤 以 ，BA 守 AB. 

同 理 可 证 ，YabE 4B 必 有 obE 838A， 贡 AB 忆 BA4。 综合 上 
述 得 到 ，48= BA， 

充分 性 ”很 如 AB -= BA (集合 相等 ), Yab5 AB, 看 症 a' E 及， 
hr eB, 合 ap=b'a’ .于 是 Wobi,abiC AAB, 有 

(Cab (qab2) = a (thiga) bz = a1(g2’ b’ 1) bs 
= (qea’) th ba) (AB 
故 AB 对 0G 的 运算 封闭 ， 

Rab) =b a - ab’CAB 
从 而 AB 为 局 的 子 群 ， 

证 明 此 题 要 注意 , 4B = BA， 并 水 是 元 素 可 交换 ， 而 是 集合 
入 和 了 可 交换 ， 即 集合 4B 与 B4 相 等 ， 所 以 对 于 上 ，B 中 任意 元 


292 


上 


a; bb， 不 一 定 有 b= ba， 一 般 内 能 有 ab= ba ，ba=ab*， 这 
及 a’ ,a 守 太 ，b ,bEB， 当 GG 是 可 换 群 时 ,显然 48= BA. 此 你 
题 自 然 成 立 ， 

例 3 设 s，5 为 车 G 中 两 个 元 素 , 昌 ap = ba, 9 的 阶 为 出 ， 
b 的 阶 为 rx， 则 ab 的 阶 为 m,n 的 最 小 公 倍 数 4= [m,n 的 约 数 ， 
且 群 各 中 含有 阶 为 9 的 元 ， 

证 明 分 两 种 情形 

(了 了)》 若 (mn =1， 隐 3 4 习题 7， 

(C2) 洲 (，H) 近 1， 设 


。 站 J 
m= Pp !: Ppp, 站 


n= Pi Pa Pr’ Pilti .Pp, 
不 妨 访 ii 筷 甩 和 有 
(所 tf 所 他。， 划 mm，n 的 最小 公 倍 数 

q= im, n= PPi!,.. PP Priil.., 已” 


因为 a 的 阶 为 站 ， 忆 的 阶 为 六 、 芍 a ?的 阶 为 m= 


Me. 日 


全 vy , I ， 上 让 
PP Pb :的 阶 为 n= ProPi 
2 pl pe pr ps 

PP 因 (6 =1L， 天 由 (1)a ”的 阶 为 
Ht1 二 本 。 


叉 由 


rp Tyer En. 
t 


tab) = {oD (bh) (a 


tp pe 
sb 
一 《ge 
页 ap 的 阶 是 9= Cm,n2 的 的 数 ，( 见 学 习 指 导 $ 4 补充 说 明 2 (1)) 
其 中 1 = PP 人 PS kp ps 
注 夸 ， 着 ab 志 ba， 此 结论 未 必 成 立 。 例 如， 令 G= GL:(R) 
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(部 1 例 3) ， 取 
| 
~ 


好 
abs 反 pb，4 与 避 的 阶 绢 为 2 但 (aD) ?三 e, 事 实 上 ab 的 阶 为 3， 

例 4 人 根 如 可 换 群 局 中 阶 为 有 限 的 元 的 最 大 阶 数 为 m， 试 
证 : 所 中 阶 为 有 沪 的 任意 苑 的 阶 都 是 m 的 约 数 ， 

证 明 用 反 证 法 ,着 局 中 有 基 元 5 的 阶 为 # ,但 nhm， 则 由 
上 例 知 存在 阶 为 9= Cm，#D 的 元 素 c ， 而 q 记 mR。 这 与 G 中 元 的 
最 大 阶 数 为 m 予 盾 ， 

例 5 设 Hi = ta’)，H;= (4 是 逢 环 群 GE= (Q) 的 两 个 子 
群 ， 证 明 ， HN Hi= (ta)， 此 寻 dd 是 ，t 的 最 小 公 撑 数 , 记 
必 d = Cs，1]. 

证 者 s，t 至 少 有 一 个 为 0"， 结 论 显 然 成立， 若 s, + 均 不 
为 0, 由 于 Hi 作 H 是 昌 的 子 群 且 为 循环 群 ， 因 此 Hi 站 Hz= (a')， 
下 面 证 明 所 门 Hz= a")。 因 = [Ls 旨 ， 溃 有 d=sri=tr:， 且 
(rr = 1。 因而 太 a = fa = 0) 从 而 oifEHi 人 Nn, 所 
以 Ca) 和 HINH:, 又 因 a* EHi[1H;,， 有 


a = a) = a) :, Kl, KEZ (8) 
下 人 面 分 两 种 情形 讨论 ， 


《1》 者 & 的 阶 为 无 限 ， 则 由 ( 兴 ) 式 有 ， 大 = shi = thy 
—>d > HN 人 Hi 01) 三 (91)， 故 HN 个 H; = 
《at 》 。 

C2) 车 4 的 阶 为 及 ， 由 ( 汉 ) 式 有 , n|k 一 Skiy nlk~t ka 
—>n | 1), nlrs tk — tk), 

因 riyra) = 1 所 以 存 往 WY, 使 Wrav= 1。 于 是 又 
有 niuwtrik— dE) , nlytrk ~- dk2) —> Frnt rr) ~ dk + Kay) 
= nq, Rk- dw + Kav) = ng 

所 以 a = a CE to) 从 而 有 (a) =HiN 于 (a1)，。 
故 Hi 丫 Hy= 《er) 。 


中 


综 上 讨论 可 敌 ，H; 个 Hs = (ao ) ， 

例 6 证 明 ， 阶 数 为 Pg_(p，9 为 互 异 素数 ) 的 可 换 群 必 为 
循环 群 ， 

证 ”证明 的 基本 想法 是 ， 如 果 能 证 出 群 召 申 一 定 存在 阶 为 
P9 的 元 素 ， 那 么 如 必 是 御 环 群 。 下 面 就 设法 找 出 办 为 2 的 元 ， 

因为 如 为 D gq 阶 可 该 群 .由 $ ?7 习题 12 知 GQ 中 至 少 有 一 个 
阶 为 P 或 4 的 元 ， 不妨 设 4 为 G 中 阶 为 了 的 元 , 令 H = (9)， 则 
是 GG 的 了 界 正规 子 群 ， 从 而 将 群 G/H 是 q 阶 群 。 因 9 为 素 
数 ， 故 G/FH 是 循环 群 。 设 G/H 的 生成 元 为 BH ,那么 (bH) = b'H 
= 了 ,于 是 推出 刀 短 五 .可 以 断言 ，b 的 界 不 能 是 了 ,因为 由 ?= 
etH, bECH, 有 (tp, DD =1， 则 存在 整数 5 ,+ 上 使 B+dt=1。 
于 是 

心 一 区 

写 bEeH 矛 填 (显然 BH 夺 H)， 因此， 上 4b 的 界 具 能 是 pq 或 4 (元 
素 的 阶 是 群 的 阶 的 约 数 ) ,车 5 的 阶 为 9， 风 = (四 为 循环 
群 ; 若 b 的 阶 为 9g， 则 ab 的 阶 为 p89，G = (ap) 也 为 勿 环 群 、 

此 例 说 明 ，6 阶 、10 阶 、14 阶 、15 阶 、21 阶 … 有 限 可 换 群 
必 是 循环 群 ， 

例 7 ”如果 p<4 都 是 素数 ,证 明 ，pe 阶 群 的 @ 阶 子 群 必 是 正 
规 子 群 ， 

证 明 证 明 的 基本 思路 是 : 如 果 能 够 证 明 如 中 @ 挤 子 群 只 
能 有 一 个 , 则 由 8 7 习题 5 的 结论 知 , g 阶 子 群 必 为 正规 子 群 。 

用 反 证 法 。 若 G 中 有 两 个 不 同 的 g 阶 子 群 Hl，H;。 国 
Hi 人 Hz 也 是 Hi1，H; 的 子 群 ， 其 阶 数 整除 9。 因 4 为 素数 ， 故 
HH 的 阶 只 能 是 1 和 4 。 显 然 H1N Hs; 的 阶 不 能 是 9， 否则 
Hi [Hi= Hi= 瑟 ;， 与 Hi 二 H; 了 矛盾 ， 故 Hi 赂 Hi= {8}。 看 上 G 的 子 
集 

末了 = {hihs hE HI hE H,} 

了 证 瑟瑟 * 恰 含 至 个 元 素 这 是 因为 者 hh = ja ， hi EHi, 
ja CH 那么 (hh hh leEH, 站 页 := {8}. 表 (Rh 
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二 凡人 eh 中 有 个 泡 : 但 
HiHiSCG， 这 与 G 的 阶 为 p89 名 蔬 证 。 从 而 证 明了 GG 中 不 可 能 
有 两 个 不 同 的 4 阶 子 群 ， 即 若 六 为 思 的 g 阶 子 群 ， 则 必 难 -一 ， 
故 由 7 习题 5 N 为 正规 子 群 。 

例 8 证 明 : 就 同 构 意义 来 说 ，6 阶 赂 只 有 两 个 ， 一 个 是 
循环 群 ， 一 个 是 $3。 

证 明 设 避 为 6 阶 群 ,aEG，a 诗 e, 则 a 的 阶 具 能 是 2,3,6，。 

(1) 当 马 售 有 阶 为 6 的 元 素 时 ， 显 然 @G 为 循环 群 ， 

(C2) 当 妇 不 食 阶 为 6 的 元 素 时 ， 则 G 兰 Sa:， 

因为 ，G 中 除 e 外 ， 元 素 的 阶 不 能 都 是 2 ,不然 ， 若 元 素 
的 阶 均 为 2 ， 出 为 交换 群 ， 由 鲍 6 和 扼 ，6 阶 交 换 群 必 为 种 环 
群 ， 这 与 侣 不 禽 阶 为 6 的 元 矛盾 。 故 G 中 至少 有 一 个 元 素 4 的 
阶 为 3 。 于 是 昌 = te,a,q2) 为 G 的 3 阶 子 群 。 由 例 ? 的 证 明知 ， 
6=2x3，6 阶 群 最 多 只 有 一 个 3 阶 子 群 .所 以 五 是 安 的 叭 一 的 3 
阶 子 群 ， 且 是 正规 子 群 。 取 bEG, 但 bEH， 则 bse，5 的 阶 
只 能 是 2 。 不 然 志 的 防 必 是 3 ， 则 (p) 是 异 于 瑟 的 3 阶 子 群 ， 
政 盾 。 于 是 G= 吾 UBb = {e,a,a,b,ab,aib). 由 互 为 正规 子 群 ， 
有 bH = Hb。 客 baC Hh: 人 6 q2b》 

若 ba=b， 则 a=e， 与 a 的 阶 为 3 蔬 盾 . 

车 ba = ab， 则 ab 的 阶 为 6 ( 因 a 与 5 的 阶 互 素 )》 ,此 与 G 
不 会 阶 为 6 的 元 矛盾 。 故 只 有 ba = a 地 ， 利 用 这 个 关系 式 , 可 决 
定 妃 的 乘法 表 ， 例 如 


bo = (baa= (aib)a= aba} = qtqb) := tb 
biab) = (ba b= aib:= 0 
(abja= alba) =ataib)=b 
(Cab) ob) = atba b= atab)b=a b=e 
(‘ab} (asb) = atbad b= a(ab}b = a:, *« 
可 得 的 莱 潜 开 为 
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ab ab b qb 0 e a 
qbab ab b a 9 已 
| 
念 中 ， ee 一 > (1)， QHhH-(l23， 人 上 > (132) ， 


5 [> (ti2)7， 提 一 > (137， 0 一 >《23) 
则 局 与 S 的 乘法 表 重 合 ， 故 牛 是 妃 到 5; 的 一 个 同 构 映 射 。 于 是 
全 空 s。 
例 9 设 台 会 有 8 个 元 素 


(50) <0 0). (0). :05), 
d=) 


证 骨 ，@ 关 于 矩阵 滋 法 构成 一 个 非 变换 群 ， 避 的 每 个 子 群 都 是 
正规 子 群 。 并 决定 如 的 所 有 周 态 象 ， 


G 的 乘法 表 为 
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由 乘法 表 可 死 @ 关 于 和 矩阵 乘法 插 闭 ， 显 然 台 的 乘法 满足 结 
合 律 ,于 是 {G: “是 有 限 半 群 。 又 后 中 每 一 元 部 在 表 的 各 行 、 
各 列 出 更 县 只 出 现 一 次 ， 故 G 中 乘法 满足 消去 律 ， 故 1G5 ，} 
是 -~ 个 群 。 此 群 叫 4 元 数 群 。 由 表 显 然 G 不 是 交换 群 ， 

因 G 为 8 阶 群 ,出 拉 格 朗 日 定理 知 ， 它 的 子 群 的 阶 数 只 能 
是 1, 2, 4,8。 而 2 阶 子 群 必 为 循环 群 ， 只 能 由 阶 为 2 的 元 生成 ， 
G 中 阶 为 2 的 元 内 有 -一 个 a1,， 故 2 阶 子 群 只 有 一 个 为 Hi1= 
te,a17, 宫 中 除 e ， ai 外 其 余 近 元 的 阶 普 为 4 。 故 的 4 阶 子 群 
篆 为 循环 群 ， 共 有 3 个 为 ; 

Ha= #03) = {93) = {6, 1, day 0a} 
Hs= 《dh = (0s) = 《By 1 Gus Gs} 
Hia= (a6) = {97) = {€, 1, des 07} 
《由 有 限 群 的 子 群 的 判别 条 忻 3 ， 从 表 上 看 运算 封闭 的 子 集 也 
只 有 以 上 3 个 ) . 
下 而 证明 G@ 的 所 有 子 群 此 为 正规 巴 群 。 
为 为 2 阶 子 群 丘 ,中 的 元 为 纯 量 阵 ， 显 然 和 台 的 任 一 元 可 交 
2 


换 ， 即 六 gEG，8 = Hig， 状 开 为 G 的 正规 子 群 (或 利用 8&7 
习题 5 的 结论 ) ， 

因为 4 阶 子 群 的 指数 为 2 ， 故 为 正规 子 群 ， 男 外 ，te?， 
妇 显 然 是 殷 的 正规 子 群 。 故 所 的 所 有 子 群 展 为 正规 子 群 ， 这 样 
的 群 叉 叫 汉 绢 尔 顿 (Hamiltony 群 。 

其 相应 的 商 群 为 

Ge}l=G, GG/G= {0G}={e) 

G/H,= {H,, daH, Hi, osoHi} ,GG/H: 中 潍 伍 等 元 有 H, 让 ， 
其 余生 无 的 阶 攻 为 2， 故 CEI 兰 B4， 

G/H;i= {Hi,qH:} 《其 中 必 H = (ad as aoar) 为 2 阶 群 ， 
故 为 箱 环 糙 。 由 于 2 阶 群 从 同 构 观点 看 具有 一 个 ， 故 

G/HiG/H AEG/H 2, 

由 此 例 可 以 看 出 ， 四 元 数 群 共有 6 个 正规 子 群 ， 从 而 决定 
了 6 个 商 群 ， 由 本 章 $ 8 定理 1 卯 ,这 6 个 商 群 都 是 殷 的 同 态 
象 ， 又 由 3 8 定理 2 笛 ， 台 的 任 一 间 态 象 必 与 它 的 .- 什 商 群 同 
移 ， 而 安 的 不 同 均 的 商 群 只 有 4 个， 所 以 ， 安 的 同 态 象 《不 同 
构 的 ) 也 只 有 4 个 ， 即 

GG, ter, Bs, ZZ; 

例 10 设 六 是 他 的 正规 子 群 ， 开 是 所 的 子 群 ， 证 明 ， 

KNN 是 KK 的 正规 子 命 ， 并 生 
K/(KNN) SKN/N 

证 明 如 果 能 够 证 明 K~KN/N， 且 辣 术 楼 为 六 从 N， 则 孝 
NN 为 K 的 正规 了 于 群 。 于 是 由 同 态 基本 定理 即 得 证 ， 下 面 来 作 
证 明 . 

四 六 是 如 的 正规 子 群 ，NEKEN， 故 六 也 是 台 的 子 群 KN 的 
正规 子 群 ， 所 以 KN/N 有 意义 、 且 KN/N 的 每 一 元 均 具 有 形 
式 kKN。 万 区 ， 

先 和 证明 其 RNAN vkEK, 则 KNE KN/N, 且 EN 由 克 瞧 一 决 
定 ， 售 

Pk kN, YKEK 
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如 wp 是 天 到 KN/N 的 上 映射。 由 于 KN/N 的 每 一 元 均 具 形式 EN， 
故 g 是 玉 到 KN/ NN 的 满 射 ， 
到 是 了 3 二天， 右 
Pk2) = RikaN KaN = ED) p (ea) 
克 P 是 K 到 KN;:N 的 满 同 态 ， 从 而 
K~KN/N 
最 后 证 明 g 的 核 是 NN KK。 因为 
kerg = {k| KEK, Pk) = 六》 
YXxXCKNN, px) =xN= N( 因 xE NY) ， 故 xEkerm， 基 KN 站 NS 
kerm。 另 一 方面 ， WXE Kkerp， 风 P(x) =xXN=N,， 即 xEN, 又 
x 己 玉 ,于 是 XEKNN. 即 kerpSKNN。 故 K 站 N=kerp, 由 8 
命题 知 K 个 NN 为 KK 的 正规 子 群 ， 再 由 同 态 林 本 定理 可 知 
K/KNNSKN/N 
此 题 也 可 以 先 证 明 K 门 N 是 天 的 正规 辽 群 ， 则 K/K 站 NN 有意 
义 。 青 令 
PKKENN) Ey EN 
证 明 % 是 K/KNN 到 KN/N 的 同 构 映 射 。 请 读 省 试 证 之 ， 
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第 三 草 ” 环 与 域 学 习 指导 


一 内 容 概要 


本 章 的 主要 内 容 是 介绍 有 两 个 代数 运算 的 特殊 的 代数 体 
系 ， 环 和 域 ， 

环 的 原始 模型 是 整数 环 Z， 对 于 整数 环 米 说 ， 关 于 加 法 和 
乘法 ，{Z3 + } 和 { 世 ;" } 分 别 是 加 群 和 半 群 ,讨论 整数 环 时 是 同 
时 讨论 这 两 个 代数 体系 ， 并 把 它们 通过 分 配 律 联系 起 来 ， 

环 沦 与 群 论 不 同 ， 群 沦 的 月 最 从 本 质 上 来 说 只 有 一 个 ， 来 
源 于 变换 群 ， 而 环 论 却 是 从 许多 专门 理论 当中 汇合 起 来 的 。 所 
以 与 群 论 相 比 ， 环 论 显 得 不 那么 理 齐 和 统一 ， 

但 是 ， 我 们 将 会 从 大 量 的 实例 中 体会 到 ， 环 论 这 个 分 支 的 
丰富 内 容 和 重要 人 性。 在 下 一 章 ， 我 们 将 会 看 到 ， 类 似 于 产生 变 
换 群 的 方式 同 禅 产生 环 ， 就 是 加 群 的 自问 态 环 ， 

本 章 首先 介绍 环 的 定义 和 例子 ， 然 后 介绍 一 些 特殊 类 型 的 
环 : 交换 环 、 有 单位 元 的 环 、 蓝 坏 、 除 环 和 域 ， 然 后 研究 子 
环 、 理 想 、 商 环 和 同 态 这 些 基本 概念 ， 它 们 分 别 类 似 于 群 论 中 
的 子 群 、 正 规 子 群 、 商 群 和 同 态 ， 本 章 的 后 半 部 分 ， 人 侧重 于 有 
单位 元 的 变换 环 的 讨论 : 首先 研究 它们 的 某 些 “扩张 ”， 介 绍 
没有 真 零 因子 的 交换 环 的 商 域 和 极 大 理想 ， 讨 论 一 元 多 项 式 环 
的 构成 和 性 质 ， 在 本 章 最 后 ， 介 绍 整 环 的 因子 分 解 的 基本 更 
论 。 
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二 内 容 分 析 


1 一 $35 环 的 定义 ， 整 环 ， 
除 环 和 域 ， 子 环 


《一 ) 内 容 提 要 

§ 1 一 $ 3 给 出 了 本 章 中 一 些 基 本 概念 ,$1 给 出 了 环 的 是 
义 和 例 隆 ,并 讨论 了 环 的 一 些 基本 性 质 。 由 为 当 { 了 +， 是 环 
时 ， 则 要 求 {R; + } 和 (Ri 分别 是 加 群 和 乘法 半 群 ， 所 以 ， 环 
尺 具 备 加 群 和 乘法 半 群 所 具有 的 一 切 性 质 。 叉 内 为 ， 当 尺 是 环 
时 ， 则 加 群 {及 ; + } 和 半 群 {RR;: }) 这 两 个 已 数 体 系 是 通过 分 配 律 
发 生 联 系 的 。 由 此 ， 进 -- 步 导出 了 环 有 只 的 下 述 性 质 

《1>》00=a0:=0 

(C2) 【一 0)b=at 一 的 = -ab 

3) -at—b)=ab, Ya,beR 

在 § 工 又 分 绍 了 单位 元 和 可 道 元 (单位 的 概念 . 

$ 2 介绍 具有 某 些 特殊 性 质 的 环 。 为 此 首先 引进 了 零 因 子 
的 定义 ， 然 后 在 此 基础 上 ， 引 进 了 整 丈 、 除 环 与 域 的 定义 ， 

$ 3 给 由 了 子 环 ( 体 、 天 ) 的 定义 以 及 于 环 ( 体 、 域 ) 
的 判定 条 件 ， 

在 $ 1 一 3 3 中 所 举 出 的 例子 是 很 重要 的 在 以 后 各 节 进 
一 步 讨论 环 时 ， 还 将 多 次 用 到 这 些 例 子 。 这 些 例子 是 

(1 整数 环 Z、 偶 数 环 ， 有 理 数 域 @@、 实 数 域 及 ， 复 数 
域 C、 实 数 域 上 上 的 多 项 式 环 R[x] 。 工 述 的 每 一 个 都 是 交换 
环 ， 而 且 都 没有 真 零 因子 。 除 伪 数 环 外 ， 每 个 环 都 有 单位 元 ， 

C2》 实数 域 有 上 的 全 阵 环 ,M, (BR) , 它 是 一 个 有 单位 元 的 
非 交 换 环 (n 半 1)， 而 且 含 有 真 零 因 了 村 -， 

(3) [0，13 上 的 所 有 实 肖 数 所 构成 的 环 是 一 个 会 无 限 个 
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元 的 变换 环 ， 它 合 真 零 因 了 

C4》 四 元 数 除 环 扩 。 它 是 一 个 食 无 限 个 元 的 有 单位 元 的 
非 突 换 环 ， 而 且 每 个 非 零 元 部 是 可 逆 元 ， 妈 是 一 个 非 交 换 的 除 
环 # 

(5)》Z- 一 -入 站 为 模 的 剩余 类 环 。 它 是 一 个 含有 限 个 
元 、 有 前 位 元 的 交换 环 ， 当 #=p 是 素数 府 ，Z， 是 域 ， 当 是 
合 数 时 ，Z, 有 真 零 因子 ， 

在 寺 述 了 扩 举 例子 中 ， 稍 细心 一 点 就 会 发 现 ， 还 缺少 一 个 售 
有 限 个 元 的 非 闯 换 环 例子 。 我 们 奏 下 一 节 就 可 以 举 出 这 祥 的 例 
了 于。 

(二 )》 补充 说 明 

1 关于 单位 元 

对 于 环 只 来 说 ， 它 可 能 有 单位 元 ， 也 可 能 没有 单位 元 ， 击 
如 ， 整 数 环 衬 在 单 们 元， 但 偶数 环 没有 单位 元 ， 

就 环 尺 当 其 子 环 3 来 说 ， 可 能 

C12 有 R 有 单位 元 位 5 没有 单位 元 (把 偶数 环 看 作 整 数 环 
ZZ 的 于 环 时 ，Z 有 单位 元 ， 侦 数 数 环 没有 单位 元 》， 

《2) 上 R 没 有 单位 元 但 SS 有 单位 元 (3 例 6)》， 

C33 有 RR 和 S$ 都 有 单位 元 ， 但 两 个 单位 元 不 相同 《$3 例 
5、 酌 6); 

‘4) 及 和 8 都 有 单位 元 ， 它 们 的 单位 元 相间 〔8 3 例 
2) 。 

2 ”关于 可 逆 元 〈 单 位 》 

可 逆 元 《 鹿 位 》 的 概念 只 是 对 有 1 的 环 才 有 意义 ， 以 后 也 
向 把 可 北 元 说 成 单位 。 请 读者 务必 注意 ， 单 位 与 单位 元 是 有 区 
别 的 : 

C12 寿 环 尺 及 其 子 环 5 玫 有 单位 元 ， 而 且 相 赔 时 ， 如 果 
a 是 S 中 的 神道 元 则 & 也 必 是 尺 中 的 可 北 元 ,而 且 4 在 5 中 的 
迹 元 2 在 民 中 的 邀 元 是 一 敏 的 ， 反 之 ， 若 上 是 民 中 的 可 道 
元 ， 则 当 aES 时 未 必 a 也 是 S 的 可 道 元 ， 例 如 ， 整 数 环 2 是 有 
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理 狼 城 @ 的 子 环 ， 它 们 有 相间 的 单位 元 。 因 为 怒 是 域 ， 所 以 任 
意 非 鹤 元 都 是 @ 的 可 效 元 。 但 是 ，Z 中 可 闭 元 只 有 土 1， 显 然 Z 
中 任意 a 去 土 1,0 在 @ 中 是 @ 的 可 道 元 ， 但 在 Z 中 a 不 是 了 的 可 逆 
| 
《2) 环 民 没有 单位 元 ，R 的 子 环 S$ 有 单位 元 时 ， 如 嘛 
aEsS 是 S 的 可 道 元 ， 则 因 尺 没有 单位 元 ， 所 以 不 能 说 a 是 否 是 
R 的 可 逆 元 (参看 § 3 例 6 中 的 R 与 95) . 宗 于 S$ 没有 单位 
元 ， 而 RR 表单 位 元 时 ， 当 然 也 不 能 谈 5S 中 的 元 崇 0 是 否 是 5 的 
可 逆 元 。 例 如 ， 侦 数 环 是 一 个 没有 单位 元 的 环 ， 它 是 有 理 数 域 
全 的 于 环 ， 中 非 零 偶数 都 是 8 的 可 北 元 ， 但 因 偶 数 环 没 有 单 
位 元 ， 所 玉 在 偶数 环 中 谈 不 上 上 非 堆 偶 数 是 否 是 偶数 环 的 可 道 
2b， 
《3) 当 环 民 及 其 子 环 都 有 单位 元 ， 但 它们 的 单位 元 不 相 

加 时， 从 3 例 5 的 剩余 类 环 Zs 及 其 子 环 Si 和 5; 的 关系 ， 以 及 
$3 例 6 中 的 Mi(C}y 和 5S 的 关系 可 以 看 出 ， 子 环 S 的 林道 元 a 
在 其 扩 环 民 中 不 是 尺 的 可 逆 元 ， 

例如 ， 例 5 中 的 Si 以 及 Sa 中 各 自 的 非 堆 元 ,分 别 在 S, 和 3S: 中 
都 是 可 道 元 ， 但 51 和 5; 的 非 零 元 在 Zi 中 都 是 走 零 因子 ， 所 以 
红利 $S: 的 可逆 元 不 是 Zs 的 可 道 元 ， 对 例 6 中 的 M2 (CY 的 子 环 $ 
来 说 ，S 中 的 任意 非 零 元 都 是 M2(C) 的 真 零 因子 ， 自 然 5 中 的 
可 闻 元 也 不 能 是 Mi:(C) 的 可 道 元 。 

通过 车 述 对 $ 3 例 5、 例 6 的 分 析 ， 我 们 自然 会 提出 如 下 
的 问题 : 

当 环 民 及 其 子 环 5 者 有 单位 元 ， 但 二 者 不 同时 ， 那 么 5S 中 
的 可 道 元 5 是 否 一 定 不 是 尺 的 可 道 元 ? 或 首 说 ，R 的 可 道 元 是 
舍 一 定 相 能 在 5S 中? 

关于 这 个 问题 ， 管 案 是 肯定 的 ， 

即 , 环 RR 及 其 子 环 S 有 不 间 的 单位 元 时 ,如 果 atE5) 在 S$ 中 
是 可 道 元 ， 则 a 在 只 中 不 能 是 只 的 可 道 元 。 现 证 明 如 下 ， 

设 1 和 和 1’ 分别 是 RR 和 5S 的 单位 元 ， 且 1 和 1’,，aES 是 5 的 
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可 道 元 ， 往 证 ;0 不 是 尺 的 可 道 元 ， 用 反 证 法 。 若 4 是 民 的 村 
着 元 ， 则 2 不 能 是 RR 的 真 零 因子 。 这 时 ， 央 为 
a= 1l:*g= 1 
有 
1.0-1 "a0 本 (1 一 i ya=0 
因 a 不 能 是 及 的 真 零 因 了 于， 所 以 
1-1*=0,， 抽 1 = 1 
与 1 夺 1' 矛盾， 
所以， a 不 能 是 民 的 林道 元 ， 
出 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ，R 的 可 诞 元 绝 不 能 在 5 中 (RR 与 
s 的 单位 元 木 胡同 时 ) ， 
3 “关于 零 因 子 
如 S 匙 环 民 的 于 环 ，0E5 是 3 的 零 央 子 。 显 然 & 也 是 尺 的 
零 因 子 : 车 4 不 是 5 的 零 因 子 ， 则 #5 未 必 一 - 定 不 是 尺 的 零 因 
子 。 这 一 点 从 和 3 的 例 5 和 例 5 即 可 看 出 ， 
4 ”关于 整 环 的 定义 
本 书 关于 整 环 I 的 定义 ， 要 求 1 是 有 1 没有 真 堆 因子 的 交 
换 环 .但 辱 的 书 把 有 1 没有 真 零 因子 的 环 叫 敌 整 环 请 读者 在 
阅读 参考 书 和 有 关 材 料 时 ， 要 注意 该 处 关于 整 环 的 定义 是 否 要 
求 具 有 交换 性 ， 
5 ”关于 环 的 类 型 
C1) 按 环 只 所 含 元 的 个 数 是 否 有 限 分 为 有 限 环 和 无 限 
环 ! 
《2) 控 环 RR 的 乘法 是 再 洲 足 交换 律 可 分 为 交换 环 和 非 交 
换 环 ， 
《3 ) 按 环 尺 是 否 有 单位 元 分 为 有 1 的 环 和 没有 1 的 环 : 
(4) 按 环 中 是 否 有 真 等 因子 分 为 含 真 零 因子 的 环 和 不 含 
真 零 因子 的 环 。 有 1 没有 真 零 因子 的 交换 环 叫 做 整 环 ， 
(5) 当 ( Ri 是 乘 群 时 ， 风 称 环 民 为 除 环 。 交 换 除 坏 吓 
做 域 。 
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$4 和 矩阵 环 


{一 】 内容 提要 
在 启 等 代数 中 ， 我 们 对 数 域 上 的 逢 阵 和 行列 式 是 很 熟 习 
的 . 为 了 以 后 讨论 的 需要 ， 本 节 站 它们 作 了 推广 ， 给 出 了 任意 
环 丸 十 的 官 阵 和 交换 环 尺 上 的 于 阶 方 阵 44 的 行列 式 的 定 光 。 并 
进一步 给 出 ， 
1 环 尺 上 的 爹 体 n 阶 方 阵 的 集合 M.(R) 关 于 和 祭 隆 的 加 法 
和 乘法 构成 - :个 环 ， 
2 趣 陈 态 的 行列 式 det4 可 按 行 (或 列 ) 展开 
detA=:a A 1 a a, 1A;， 
一 + 
而 上 且 
各 十 
时， i 


其 中 ，4 ,是 4 中 元 素 a. ,在 和 中 的 代数 余子 式 ， 
3 det(4B = tdetA) (deiB) 


其 中 4 是 4 的 伴随 阵 ， 

5 和 有 1 的 交换 有 上 的 半 阶 方 阵 4 有 赣 阵 必要 和 而且 只 要 
det4 是 尺 的 可 族 元 {单位 )， 

6 当下 为 域 时 ，AEM.(F)， 胞 有 逆 阵 必要 而 且 只 要 
detA4 让, 

7 上 是 有 1 的 交换 环 ，A,BEM,(R), 洪 48=E,， 册 
B=A-!1， 于 是 有 BA=E,. 

上 述 结 果 ， 是 高 等 代数 中 对 数 域 上 的 # 阶 方 阵 和 行列 式 的 
相应 结果 的 推广 ， 

二) 种 完 说 明 
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1 本 节 所 给 出 的 行列 式 的 定义 是 对 有 1 的 交换 环 尺 上 的 
开 阶 方 阵 绍 出 的 ， 对 尺 是 除 环 时 ( 非 交 换 ) 也 可 以 乍 义 及 了 的 
n 阶 方 隆 的 行列 式 ， 但 稍 复 杂 些 ， 

2 在 本 节 欠 出 了 和 抑 阵 单位 的 定义 ， 正 文中 已 指出 ， 上 矩阵 
单位 不 是 全 阵 环 M,(R) tn 守 1) 的 单位 (可 道 元 ) ， 托 阵 单位 都 
是 真 零 因子 。 


3 5 ”理想 与 商 环 〈 差 环 ) 


一) 内容 提要 

理 租 在 研究 环 的 理论 中 ， 与 群 论 中 的 正规 子 群 的 作用 很 类 
亿 ， 本 节 首 先 介 绍 了 《〈 左 ， 右 、 双 边 ) 理想 的 定义 ， 以 及 环 RR 
的 子 集 六 是 〈《 左 、 右 。 双 边 》 理想 的 判定 条 件 ， 然 后 ， 给 出 了 
一 种 构造 环 尼 的 理想 的 方法 ， 并 在 此 基础 上 给 出 了 主 理想 和 主 
理想 环 的 定义 。 最 后 ， 关 王 环 只 对 理想 的 商 集 RN， 引 进 了 
加 法 和 乘法 ， 闪 证 明 { 有 Ri + ,*} 是 一 个 环 ， 

《二 ) 朴 充 说 明 

1 关于 理想 和 商 集 及 AN 的 运算 

在 第 二 章 群 论 中 ， 我 们 看 到 当 NN 基 群 G 的 正规 子 群 时 ， 删 
可 对 商 集 G/N 定义 运算 

(XN)* (YN) = (xYyIN, TE YE 

使 {G/N;*} 是 群 ， 称 G/N 为 G 关 于 NN 的 商 群 ， 

对 于 环 尺 米 说 ， 从 群 的 角度 看 ， {R;+} 是 加 群 ， 呈 的 任 
一 耳环 NN 是 尺 的 子 群 。 因 为 加 群 的 子 群 都 是 正规 子 群 ， 所 以 RR 
关于 于 环 N 有 商 群 ， 姑 且 也 记 作 R/N。 这 时 ，R/N= {x+tN| 
xERr, 

从 环 的 角度 来 说 ， 环 是 有 两 个 代数 运算 的 代数 体系 ， 所 
以 ， 上 月 然 地 会 提出 下 面 的 问题 : 

由 环 玉 的 加 法 能 对 及 AN 定 交 加 法 使 及 /构成 加 群 ， 那 么 能 
天 通过 及 的 乘法 ， 再 给 R/N 定义 一 个 乘法 而 使 RIN 是 一 个 环 
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呢 ? 

这 个 问题 、 对 研究 环 的 理论 米 说 应 该 说 是 很 自然 的 。 我 们 
知道 ， 通 过 环 及 的 加 法 给 驴 /N 所 定义 的 加 法 ， 是 按 下 面 的 方式 
规定 

(x tN)+ (y+tN)= (+ + N, Vx, YE 及 

那么 ， 对 环 尺 的 束 法 来 说 ， 收 想 通 过 性 再 给 R/N 定 义 一 个 

乘法 ， 我 们 很 条 然 地 会 想到 应 该 按 下 面 的 方式 去 定义 
(XtFN)+*tytN)=xytN, vx, vyCR 

但 是 ， 上 述 的 规定 一 般 妆 说 ， 不 能 保证 一 定 是 R/N 的 一 个 
代数 运算 。 出 于 雇 集 R/N 是 由 子 环 NN 确定 的 ， 所 以 为 保证 上 述 
规定 的 全 理性， 必须 对 子 环 N 附 加 一 些 条 件 ， 那 么 ， 子 环 N 具 
备件 么 条 人 忻 ， 才 能 保证 上 述 规 定 是 R/N 的 代数 运算 呢 ? 

根据 代数 运算 的 定义 ， 要 保证 

(xX+N)r(yrTN)}=xytN 

是 RAN 的 代数 运算 ， 必 须 保证 xy+ N 是 由 x+N 和 y +N 所 确定 
的 只 /六 中 的 唯一 确定 的 元 素 。， 显 然 zy+ NER/N， 但 是 ，xy+ 
N 是 与 x+ NN 和 y+ NN 的 表 法 有 关 ， 而 痊 R/AN 中 ,内 要 x 一 Xx/ EN， 
则 x+N=x +N， 所以， 要 保证 上 述 规 定 是 R/N 的 代数 运算 ， 
必须 保证 上 述 规 定 与 x+ 六 的 代表 x 选取 无 关 才 行 。 亦 即 车 
XTN-Xx +N,y1N=y +N 时 ,必须 xy+N”x’y tN, 即 
X=- xX’y CN 才 行 ， 

我 们 知道 ， 当 x+N=x +N，y+ 入 =y’ +N 时 ， 则 有 

XX 一 XP 一 y CN。 从 而 六 
X=X +h Y= th NmeEN 
这 时 
XYy= x FHCY +h) = x yy’ + x Hat Hy + Hn 

所 以 ，xy 一 天 2 + Rhz, 

为 了 保证 xy -xy EN， 从 上 式 可 以 看 出 ，N 只 须 满 中 条 
性 

vYHEN, rR hr, rmEN 
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这 样 就 引出 了 理想 的 定义 ， 本 节 在 引出 理想 定义 之 前 ， 先 一 般 
地 给 出 了 左 、 右 理想 的 定义 ， 

当 N 是 环 民 的 理想 时 ， 则 商 集 R/N 就 可 以 异 助 RR 的 加 法 和 
飞 法 ， 定 义 出 RAN 的 加 法 和 乘法。 由 于 R/AN 的 加 法 和 乘法 是 由 
R/N 中 的 元 x+N 的 代表 XxX， 通过 R 的 加 法 和 乘法 确定 的 ， 甩 
以 R/N 的 加 法 和 和 莱 法 岂 满 足 R 的 加 法 和 丑 法 所 满足 的 算 律 . 

2 关于 本 节 中 的 例子 

例 1 指出 ， 任 意 环 中 一 定 有 平凡 (当然) 理想 ; 例 5 指 
出 ， 域 只 有 平 尺 《当然 〉 理 想 ， 不 能 再 有 其 它 理 想 ， 这 一 结论 
对 除 环 也 对 ; 例 2 说 明 N= (lm) 是 整数 环 Z 的 理想 ， 面 且 六 是 
Z 的 二 理想 〈 例 6) ， 司 8 进一步 说 明 2 是 主 理想 环 ， 例 3 说 
阴 : N= {ftx) EFCx2|7(1) =0) 是 FIxI 的 理想 ， 由 信 3 容易 看 
出 NN = {f(x EFCx]ifc) =9，、c 是 F 中 确定 的 数 } 也 是 F(x) 
的 理想 ; 例 7 说 明 例 3 中 的 理想 N 是 FLxJ 的 主 理想 ， 而 且 XN 
是 由 x -~ 1 生成 的 ， 即 N= {x -1)， 

请 读者 想 一 想 ， 上 述 的 NN 是 吾 是 FLx) 的 主 理 想 ? 如 果 是 ， 
叉 是 FCx] 中 哪个 元 生成 的 ? 

类 似 整 数 环 是 主 理想 环 的 证 明 ， 可 以 证 明 数 城 上 的 多 项 
式 环 F5x] 也 是 主 理想 环 ， 

例 9 得 例 10 给 出 了 两 个 商 环 的 例子 ， 前 者 是 ZZ,， 后 者 是 
由 如 下 四 个 元 : 0+ N，1+N，i+N,(1+ 位 +N 组 成 。 例 9 很 
重要 。 请 读者 要 很 好 的 掌握 ， 

例 4 给 出 一 个 由 环 RR 中 个 元 ， aiycay…y8r 罗 造 尼 的 一 个 
左 理想 的 方法 ， 

3 ”关于 主 理 想 

从 主 理想 的 定义 可 以 看 出 ， 主 理想 是 环 民 的 一 类 构 选 上 既 简 
单 又 容易 掌握 的 理想 。 特 别 是 , 当 情 是 有 了 的 交换 环 时 ,出 (a) 
的 构造 更 为 简单 ， 很 象 整 数 环 2 中 的 理想 (o) ， 由 及 中 一 切 形 
如 na 的 元 构成 ， 其 中 并 为 任意 整数 ， 我 们 郑 道 主 理想 环 是 一 个 
回环 ， 面 且 它 的 任 一 理想 都 是 主 理想 。 所 以 ， 主 理想 环比 起 一 
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般 环 来 ， 构 造 一 定 容易 掌握 ， 


$6 环 的 同 态 与 同 态 基 本 定理 


(一 ) 内 容 提 机 

上 节 对 环 丸 的 理 四 NM， 证 明了 尺 对 六 的 商 集 R/N 是 一 个 
环 。 由 于 商 环 RAY 的 两 个 运算 是 通过 民 的 加 法 和 夷 法 确定 的 ， 
所 以 找 出 尼 及 其 卫 环 之 间 的 联系 是 很 日 然 的 ， 事 实 上 ， 第 二 章 
研究 群 及 其 商 群 之 问 的 联系 ， 也 正 是 在 上 述 想 法 之 下 进行 的 

本 节 首 先 在 有 了 两 个 代数 运算 的 代数 体系 之 间 的 疝 态 与 同 构 
慨 念 的 基础 上 ， 对 环 明 确 了 环 的 同 态 与 同 榴 的 含义 ， 进 一 步 指 
油 了 环 的 癌 态 与 同 构 的 一 些 性 质 ， 隔 后 证 明了 在 环 航 理论 中 十 
有 重要 地 位 的 环 的 同 态 基本 定理 ;有 报 后 邓 环 的 辐 态 与 同 构 给 出 
了 一 些 [3 结果 

(二 ) 补充 说 明 

1 “关于 环 的 同 态 基本 定理 

环 的 癌 态 基本 定理 的 意 久 与 群 的 同 态 基本 定理 完全 类 伐 ， 
它 说 明 : 环 民 的 任 一 商 环 及 AN 都 是 民 的 同 态 象 ,而 环 史 的 任 一 间 
态 象 从 同 构 的 观点 看 只 能 是 R 的 商 环 ， 

因此 ， 由 环 具 的 任 一 娃 想 N 都 可 得 到 虹 的 一 个 阅 访 蒙 。 反 
之 ,出 只 的 任 一 回 态 象 都 能 得 到 RR 的 一 个 理想 ( 即 满 同 态 的 核 )， 

男 一 廊 面 ， 我 们 知道 作为 环 RR 的 同 态 象 R' 来 说 ，R' 未 必 
号 民 具 有 完全 相间 的 性 质 。 但 是 ， 通 过 环 的 同 态 基 本 定理 可 
知 ， 在 RR 中 一 定 存在 一 个 理想 (有 即 注 同 寄 的 核 ) 使 得 R” 与 R/N 
具 存 完全 相同 的 性 质 ， 因 此 ， 只 要 掌握 了 R/N 就 掌握 了 民 的 
同 态 象 R“ 

综合 上 述 ， 可 以 看 出 理 拖 与 商 环 的 重要 作用 。 

2 ” 活 于 定理 3 

定理 3 说 明 ， 当 环 3 与 环 尺 的 了 予 环 $ 同 构 ， 而 且 S 与 8 在 
RR 中 的 补 集 S 没有 公共 元 时 ， 那 么 从 同 构 的 观点 ，5S 可 以 看 成 
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环 只 的 子 环 。 

定理 3 呀 做 控 补 定理 ， 这 种 称呼 从 定理 的 证 明 过 程 去 看 是 
很 白 然 的 ， 

证 明定 理 时 ， 我 们 由 及 = 12，3， 33 } 先 确 定 了 
一 个 R = (xy ，…|[x， 为 …)。 事 实 上 上 ， 玉 就 是 5 和 S$ 的 
并 集 ，S US ,也 可 以 说 ,从 民 中 把 S 控 出 来 ， 然 后 再 把 3 社 进 
去 所 得 到 的 集合 就 是 尺 ， 和 由 于 题 设 规 定 5 与 5 的 补 集 没有 公共 
元 ， 所 以 R 才 能 写 为 ， 展 = {xX ,。 3 ,，…|x，y,…}) 的 形式 ， 
从 而 为 规定 尺 到 及 的 观 射 提供 了 可 能 性， 

应 用 定理 3, 可 以 把 一 个 没有 单位 元 的 环 聘 入 到 一 个 有 单位 
元 的 环 中 去 。 


Y$ 7” 极 大 理想 与 素 理想 


(一 ) 内 容 提要 

在 本 节 给 出 了 极 大 理想 和 过 理想 的 定 净 ， 并 进一步 给 出 由 
一 个 交换 环 得 到 域 的 方法 ，RR 是 有 1 的 实 换 环 ，R/N 是 域 志 过 
N 是 尺 的 极 大 理想 (定理 1)， 

关于 素 理 想 给 出 了 :是 环 民 的 理想 。 是 环 尺 的 素 理 想 
>R/N 没 有 真 零 因子 (定理 2》。 在 有 1 的 交换 环 中 ， 极 大 
理想 必 为 趟 理想 〔 捧 论 ，》。. 上 上 述 推论 在 本 章 $11 将 看 到 它 的 应 
用 . 

(二 ) 补充 说 明 

1 关于 极 大 理想 的 定义 

关于 极 大 理想 ， 本 书 将 环 RR 本 身 排除 在 让 ， 有 些 书 则 不 是 
这 样 ， 其 定义 如 下 ， 

如 灶 环 R 的 理想 NN 在 R 中 除 自身 和 尺 外 ， 不 表 有 包含 N 的 
理想 ， 则 称 六 为 RR 的 极 大 理想 ， 

按 上 述 定 义 ， 环 尺 本 身 是 RR 的 极 大 理想 、 但 按 本 书 的 定 
义 ， 环 RR 不 是 尺 的 极 大 理想 ， 


由 于 极 大 理想 的 定义 有 状 别 ， 所 以 涉及 极 大 理想 的 有 关 纺 
论 ， 请 读者 注意 谱 结 论 中 关于 极 大 理想 的 定义 条 件 ， 

2 ”关于 定理 1 

本 节 定 理 1 指出， 入 是 有 1 的 交换 环 民 的 理想 。R/N 是 域 
所 访 和 是 RR 的 极 上 理想 ， 

从 定理 必要 性 的 证 明 中 ， 可 以 看 出 及 有 单位 元 的 第 件 并 没 
用 到 所 以 ， 定 理工 的 必要 性 对 尾 意 区 痪 环 都 成 走 。 即 : 及 是 
交换 环 ， 若 R/N 是 域 ， 则 NN 是 民 的 极 太 理想 、 

但 有 是， 我们 春节 在 定理 充分 性 的 证 明 中 ， 用 到 了 民有 单位 
元 的 和 荣 件 。 那么 ， 对 任意 交换 环 来 说 ， 有 和 否 可 能 用 其 它 方 法 证 
出 定理 的 充分 性 电 ? 亦 即 ， 对 任意 安 换 环 R 来 说 ， 当 NN 是 尺 的 
极 大 理想 时 ，R/N 是 否 一 定 是 域 ? 

冤案 是 得 定 的 。 例 如 对 偶数 环 民 来 说 ， (4) 是 RR 的 极 大 
理想 。 这 是 因为 ， 和 奉令 NN 是 RR 的 理想 ， 而 且 妇 二 (4) 时 ， 则 在 
N 中 必 有 aCN, 但 a€ (4)， 由 此 可 知 4 是 偶数 但 不 是 4 的 售 
数 ， 于 是 a 与 4 的 最 大 公 因 数 为 2 ， 所 以 出 整数 的 性 质 郑 ， 存 
在 两 个 整数 ?和 t+， 使 

js 二 Gt 二 2 

上 式 说 明 2E N， 所 以 有 = 及， 即 (4 是 RR 的 极 类 理想， 
但 Ri/(4) 不 是 域 ， 这 是 周 为 ，2E (4 和， 所 以 2+ (4) 不 是 R/C4) 
中 的 零 元 。 然 而 ，{2+ Cf2 寺 (4)} -一 2+:2+ (4)=4+(4) 是 
及 Ad 中 的 零 元 ， 即 2+ (是 Rd 的 真 零 因 子 ， 故 R/C) 不 
能 是 域 ， 

于 面 所 提 到 的 偶数 环 是 没有 单位 元 的 变换 环 ， 所 以 上 例 说 
明 ， 定 理 1 的 充分 性 必须 在 尽 是 有 1 的 交换 环 的 情形 才 成 立 ， 

3 ”关于 素 理 想 的 定义 

关于 案 理 想 ，1949 年 夷 柯 (McCoy) 给 出 了 如 下 的 定 闵 ， 

车 N 是 环 民 的 理想 ， 对 环 民 中 任意 两 个 理想 妃 和 B， 如 
朵 妇 BCN， 则 A 一 N 吗 BN， 则 称 理想 NN 为 RR 的 素 理 想 ， 

当 及 是 交换 环 时 ， 如 果 六 是 环 民 的 素 理想 ( 按 上 述 定义 ) ， 
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由 ab€N 旭 误 {9) (tb) 三 N， 于 是 由 素 理 想 定 六 ， 则 有 (mm 研 N 或 
(所 安 NM。 从 而 有 aEN 或 VEN。 因 此 ， 本 书 中 的 素 理 想 是 上 述 
定 闵 的 特例 ， 

4 ”关于 本 节 的 推论 

定理 2 的 推论 指出 ， 有 1 的 交换 环 民 的 极 大 理想 必 是 素 理 

但 是 ， 对 于 没有 1 的 交换 环 来 说 ， 极 大 理 粗 未 必 一 定 是 案 

理想 。 

例 旭 ， 补 充 说 明 2 中 所 举 的 例 ， (4) 是 偶数 环 及 的 级 大 
理 往 ， 市 R/ (4) 有 真 零 因子 。 所 以 根据 本 节 定 理 2 绑 (4) 不 
是 丸 的 素 理想 。 


39 多 项 式 环 》10 整 环 和 域 上 的 多 项 式 环 


(一 ) 内 容 提要 
在 $9 给 出 有 1 的 交换 环 尺 上 未 定 元 < 的 多 项 式 的 定义 ， 
然后 证 明了 末 定 元 存在 定理 .站 $10 主要 介绍 整 环 和 域 上 的 多 
项 起 的 ~ 些 进一步 结果 ， 这 些 结果 主要 有 ， 
1 和 牧 环 IT 上 的 多 项 式 环 ILxJ 是 整 环 ($10 定理 1 
带 余 除法 〈 定 理 2) 及 其 推论 《推论 2) 3 
余 式 定理 (定理 3) ， 
多 项 式 的 根 与 整除 性 (推论 3》， 
c 是 了 (的 重 根 寺 守 X 一 c | 了 (OX) f(x) (定理 4) ， 
域 卫 上 的 多 项 式 环 FEx] 是 主 理想 环 〈 定 理 5) 
域 上 的 多 项 式 环 FCx] 的 因子 分 解 定理 〈 定 理 8 )， 
(二 ) 补充 说 明 
1 关于 多 项 式 环 
在 向 等 代数 中 ， 我 们 和 匣 把 形 如 人 
0 十 自序 十 一 十 宙 t 训 ， (3》 


的 却 子 叫做 数 域 忆 上 的 多 项 式 ， 其 中 ， ai ECF，1 为 任意 非 负 
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整数 ， 对 于 多 项 式 ， 规 定 了 相等 以 及 训 法 和 乘法 。 但 是 ， 在 当 
时 并 没有 说 明 这 一 表示 式 的 确切 意义 ， 表 示 式 中 所 出 现 的 很 多 
符号 是 不 清楚 的 。 例 如 ，x 是 什么? 在 没有 定义 送 算 之 前 ， 在 
表示 式 人 ?由 所 出 现 的 符号 “+ 2 和“，2? 是 什么 意思 ? 

又 如 ， 我 们 常 对 多 项 式 变更 写法 ， 按 照 未 知 量 降 竺 去 排列 
是 否 合 理 ? 如 果 说 ， 表 示 式 (* ) 只 是 一 种 形式 的 写法 ， 那 么 其 
中 所 出 现 的 符号 “+ ”是 否 满足 交换 律 ? 

因此 ， 和 根据 上 滞 所 提出 的 一 些 问题 ， 确 定 多 项 式 的 构造 是 
必要 的 . 

在 $9 我 们 以 有 1 的 交换 环 为 “系数 域 ”。 确 定 了 多 项 式 
环 的 构造 ， 诉 上 明了 未 定 元 的 奏 在 和 福 。 这 样 一 来 ， 上 面 所 提出 的 
一 些 问题 自然 都 解决 了 . 

2 “甘于 多 项 式 函 数 

高 等 代数 讨论 多 项 式 时 ， 曾 指出 ， 可 以 把 多 项 式 f(x) 看 作 
未 知 量 * 的 函数 ，x 取 数 域 己 中 的 任意 数 。 这 种 看 法 的 重要 依 
据 是 ， 多 项 式 按 表 法 是 否 完 全 一 一 臻 所 定义 的 相等 。 与 函数 的 相 
等 是 一 致 的 ， 

但 是 ， 对 于 任意 有 1 的 交换 环 1 上 的 多 项 式 f(x) ， 我 们 不 
能 采用 函数 的 观点 去 处 理 。 这 是 因为 ， 当 了 是 有 跟 环 时 ， 例 
如 ， 取 [= Za ={0，1】}， 这 时 ，Kx7 中 的 多 项 式 ， f(x) = x+ 
1 和 g(x) = x?+ 1 是 不 相等 的 两 个 多 项 式 ， 但 是 ，J 了 (x) 和 和 g(x) 
在 x= 0 的 值 都 等 于 了， 在 x= 了 工时 的 值 都 等 于 0 ,而 1 = 包 , 只 
含 0 和 1 这 两 个 元 。 所 以 ， 作 为 变数 x 的 沙 数 1(x) 和 g(x) 是 相 
等 的 。 因 此 ， 对 于 任意 有 1 交换 环 1 ， 不 能 把 多 项 式 看 作 * 的 
函数 ， 

3 ”关于 整 环 与 域 上 的 多 项 式 环 的 一 些 结果 

$10 对 整 环 与 域 上 的 多 项 式 环 给 出 了 一 些 结 果 ， 这 些 结果 
过 辣 等 代数 中 数 域 上 多 项 式 环 的 相应 结果 是 相同 的 。 只 不 过 在 
” 吕 环 情形 ， 对 个 别 结果 加 上 了 某 些 限制 。 这 些 结果 的 证 明基 林 
上 与 数 域 上 多 项 式 环 的 证 明 是 相同 的 ， 只 有 定理 6 的 证 上 明 有 差 
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别 ， 

本 书 处 理 多 项 式 的 因子 分 解 理 论 时 ， 没 有 引进 最 大 会 岗子 
的 概念 ， 其 实 ， 定 理 6 中 所 出 现 的 d (x) 就 是 1 (x) 与 g(x) 的 最 大 
公 因 子 ，。 而 定理 6 所 给 出 的 结果 就 是 ， 多 项 式 1(x) 与 gx) 的 最 
大 公 因 子 d(x) 可 表 为 了 (x) 与 gx) 的 倍 式 和 各， 了 (XW(CX) + g(x) 
Vx) = d(x), 

由 于 带 余 除法 基本 定理 在 域 F 上 的 多 项 式 环 F[xJ 中 成 立 ， 
所 以 ， 高 等 找 数 中 有 关 和 整除 性 和 最 大 公 因 子 的 结果 和 方法 ， 完 
全 可 以 毫 不 变动 地 拿 到 FEx] 中 来 ， 


4 基于 定理 3 
定理 3 指出 ; ROX , X2, i RR Gr J 所 以 
vf (XL Xi, i 7 ,1 大 要 [和 Xe 


Px Xa Ke) = fx Xess) fa Xi Kas AX,) 
出 有 
Plaid sd) fit da ta) fa Was i ) 
上 上 述 关 系 说 明 用 a, 代 x, 的 可 能 ， 这 是 普通 和 多项式 的 -一 个 重 
要 性 质 . 
5 关于 甸 项 式 环 RigJ 和 R[e, Qs an 
通常 ， 环 RR 上 的 元 多 项 式 fx,x2;… ,x,) 总 是 指 fx， 
X29 Xo) 是 尺 上 的 无 关 未 定 元 XisXz9'" KX: 的 多 项 式 ， 所以， 
当 @ 不 是 尺 上 的 未 阜 元 ， 的 ,az ae， 不 是 尺 上 上 的 无 关 未 定 元 
时 ， 则 Fe 秋 Feiyaa sg8:) 个 是 F 上 的 多 项 式 ， 
在 本 书 中 ,为 了 叙述 方便 借用 了 多 项 式 的 叫 法 ， 也 把 f(a) 
和 faysGa p04) 称 为 R 上 的 多 项 式 ， 


$11 唯一 分 解 环 


《一 ) 内 容 提要 
本 章 开始 时 曾 提 出 ,整数 环 是 环 的 一 个 重要 的 原始 模型 ， 
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我 们 知道 ， 对 整数 环 中 任意 不 等 于 + 1 的 非 0 整数 来 说 ， 部 能 
分 解 为 有 限 个 素数 之 积 ， 而 且 不 计 次 序 和 + 1 的 因子 差别 ， 分 
解 是 唯一 的 ， 一 般 称 此 结果 为 唯一 分 解 定 理 。 

本 节 将 对 一 般 整 环 讨 论 整 除 性 的 初等 理论 ， 指 出 在 主 理想 
环 中 唯一 分 解 定 理 成 立 ， 为 了 讨论 一 般 整 环 的 整除 性 ， 本 节 对 
怠 环 给 出 了 整 除 、 因 子 、 信 元、 相伴 元 以 及 崇 元 等 概念 。 关 于 
整 环 的 整除 性 的 研究 ， 本 节 重 点 放 在 主 理 趣 环 。 对 主 理想 环 证 
明了 : 主 理想 环 是 唯一 分 解 环 ， 随 后 指出 殉 氏 环 是 主 理想 环 ， 
从 河 欧 氏 环 也 是 唯一 分 解 环 。 本 节 最 后 ， 给 出 了 唯一 分 解 环 的 
一 个 重 可 性质， 唯一 分 解 环 中 任意 个 元 ，q1,02，"… 0s 一定 有 
最 大 公 因 子 。 

(二 ) 补充 说 明 

1 关于 素 元 

素 元 的 定义 可 以 看 作 整 数 环 中 素数 的 推广 ， 但 有 是， 素数 有 

《1) 洪 p|lab， 则 p|a 或 p|b. 

性 质 《 1》 对 任意 这 环 来 说 ， 并 不 一 定 成 立 。 讽 如 ， 本 节 
便 4 指出 整 环 

I= a+b ~ 3 1a,bEZ) 


不 是 唯一 分 解 环 ， 在 讨论 中 ， 我 们 看 到 工 中 的 元 4 ， 分 解 为 素 
元 之 积 的 形式 有 两 种 


4=2.2= (1+w -3 二 了 ) C#) 


其 中 ，2，1+w-3，1~w-3 都 是 I 的 素 元 , 而 且 1+ 
~ 3 和 1 -3 者 本 是 2 的 相伴 元 。 由 (*) 式 可 以 看 出 ， 
2 (rw-3)0-wv 二 3)。 央 为 2，1+w 二 3 1-w -3 
都 是 I 的 案 元 ,而且 1+ ww 二 3 和 1-v 二 了 都 木 是 2 的 相伴 
元 。 所 以 ，2 不 能 整除 1+ 二 3 ， 宙 不 能 整除 1+ 一 了 3。 

但 是 ， 对 于 唯一 分 解 环 来 说 ，--~ 定 具有 性 质 〈《1 ) ， 事 实 
上 ， 设 p 为 唯一 分 解 环 工 的 于 元 ， 如 果 
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piab, 往 证 pla 或 plb. 
办 为 了 是 唯一 分 解 环 ， 所以，& 和 在 工 中 有 唯一 分 解 ， 
a= pp py b= qa 
其 中 p, 和 9 邦 是 素 元 。 于 是 
ab = pip2'**Dp: 4192'""4 
男 一 方面 ， 办 为 plab， 所 办 有 
ab= p94= pg:g 9 其 中 4; 是 索 元 。 
于 是 
ab = pipap: Td 4, = 了 DG 
凤 为 ， 工 是 瞧 一 分 解 环 ， 所 以 ， 了 必 与 某 一 或 基 --9 相 
伴 。 符 了 与 pi 相伴 ， 则 ple， 若 卫 与 4; 相伴 ， 则 Pb。 
综 上 所 述 ， 证 知 唯一 分 解 环 的 素 元 一 - 定 具 有 性 质 (1)， 
友之， 一 个 整 环 的 每 一 素 元 都 具有 性 挝 《1) 时 ， 则 能 保证 分 
解 的 叭 -~ 性 。 这 一 点 从 整数 环 或 主 理 想 环 中 唯一 分 解 定 理 成 立 
的 唯一 性 证 明 中 ， 都 能 看 到 上 述 结 论 是 正确 的 ， 当 多 ， 这 并 不 
是 说 ， 整 环 如 果 具 有 性 质 〔1) 就 是 唯一 分 解 环 。 这 是 因为 性 
质 《1) 并 不 能 保证 整 环 中 的 每 个 元 都 能 分 解 为 素 元 之 积 ， 
2 关于 整 环 1 中 非 可 逆 的 非 0 元 可 分 解 为 素 元 之 积 的 条 性 
本 节 定 理 2 证 明了 中 非 可 递 元 4( 志 0) 可 以 分 解 为 素 元 之 积 
对， 用 到 了 主 理想 环 的 一 个 重要 性 质 ; 
《2) 了 中 任意 真 因子 序列 
站 1 生体 守 
只 能 合 有 有 限 项 。 其 中 ， a; 1a, i 1 2 
事实 上 上 ， 对 于 了 唯一 分 解 环 来 说 ， 扩 有 人 性质 (2) 是 显然 
的 ， 而 号 ， 从 定理 2 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 正 是 主 理 想 环 具有 性 
类 (2〉， 小 保证 了 非 可 北 元 a( 关 全 ) 可 分 解 为 素 元 之 积 ， 
国 此 ， 一 个 整 环 了 如 果 具 大 性 质 (C2) ， 则 1 中 任意 非 可 
道 苑 0( 三 0)， 一 定 都 可 分 解 为 案 元 之 积 ， 
3 整 环 了 是 唯一 分 解 环 的 充 要 条 性 
通过 上 上 述 本 知 
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1 是 叭 一 分 解 环 志 > 1 具有 性 质 (1) 和 (2)，。 


三 例题 选 讲 
例 1 设 F 已 数 域 ,F. 是 所 有 形 旭 


| Cll U12 **" 1 


| dx1 O22 i Gan? 


本 姓 ，, 反 王 


的 年 阵 所 构成 的 混合 ， 其 中 ， 每 个 列 只 有 有 限 个 元 不 为 0 . 
C1) 指出 {Fs; + ,*) 是 一 个 有 单位 元 的 环 ， 其中，+ 
和 各: 分别 为 矩阵 加 法 和 习 法 ， 
《2 ) 设 


《i)y 指出 5 是 4& 的 右 道 元， 

(ii》 指出 没有 左 道 元 。 

解 (1) 首先 指出 上 矩阵 的 胡 法 和 乘法 是 FE 的 代数 运算 ， 为 
此 内需 证 明 : YA,B8EF。 必 有 A+B，ABEF 即 可 . 

因为 F. 中 的 矩阵 每 个 列 肉 有 有 限 个 元 不 为 0， 不 妨 设 A 的 
第 站 列 有 hi 个 元 不 为 9，B 的 第 ji 列 有 个 元 不 为 0, 于 是 
态 + 台 的 第 j 询 于 多 有 上 ,+R; 个 元 不 为 9。 因 此 ， 罗 +B 的 每 个 
列 只 有 有 有限 个 元 不 为 9。 即 + BEF。， 所 以 盾 阵 的 加 法 是 F, 的 
代数 运算 . 

其 次 指出 矩阵 的 乘法 是 F.. 的 代数 送 算 ，、 为 此 只 需 指 出 
483 的 短 个 列 只 台 有 限 个 元 不 为 0， 

下 面 来 看 4B 的 第 ) 列 。 设 中 的 第 | 列 中 最 后 一 个 不 为 0 的 
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元 位 于 k; 行 。 因 为 4 的 每 个 列 的 不 为 0 的 元 的 个 数 有 限 ,所 以 ， 
和 的 前 K .个 到 中 不 为 9 的 元 的 个 数 有 限 ， 语 这 些 非 0 元 分 布 在 及 
的 前 ,个 行 E。 于是， 有 的 前 ,个 列 的 元 从 第 ,4 个 以 后 虱 为 
0 。 即 对 Pi， 各 的 第 下 行 的 前 大 , 个 元 都 为 0， 由 于 在 下 的 
第 站 列 中 具有 前 k, 个 元 可 能 不 为 909， 所 以 在 AB 的 第 j 列 中 ， 
当 玉 全 让, 国 ， 第 机 个 元 必 为 0。 

综 上 所 述 ， 可 知 43 的 第 j 列 元 素 从 第 及 ,个 以 后 都 为 0, 
即 48 的 第 j 列 上 的 元 只 有 有 限 个 水 为 9， 所 以 ABE PF， 即 矩 
阵 汪 法 是 F. 的 代数 运算 ， 

容易 验证 {FF.; + ,，} 是 环 ， 由 乘法 亩 知 

| | 


_ 1 
二 


是 F. 的 单位 元 ， 
(2) (i) 由 忒 法 有 :; ab=e， 记 以 b 是 9 的 右 道 元 ， 
《ii 因 汶 对 于 FF. 中 的 元 
| 


d= | 10 


| 

0 | 
有 ad=0, 即 4 是 F. 的 左 零 因子 。 因此，a 不 能 有 左 邀 元 。 这 
是 因为 ,如 果 c 是 a 的 左 道 元 ， ca=e, 则 有 (ca)d=ed=d. 

但 (cod=ctad) = c0=0, 于 是 导出 9= 0 的 矛盾 ， 

例 2 设 !Ri+， 是 有 1 的 环 。 对 尺 规 定 新 运算 四， 总 
如 下 ; 

aPb=ath-1, robp=atbh-ah, Ya, beR 证 明 ,，{R， 
和 , 品 } 也 是 有 1 的 环 ， 

证 明 因为 {RF+， 汪 是 环 、 所 以 a+b-1 和 at+Bp 一 吵 由 Ge: 
唯一 确定 质 且 是 尺 中 的 元 ， 即 外 和 和 白 是 尺 的 代数 运算 。 
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其 次 ，YWa,b,cER 
ta 引 的 人 = (e+D 一 1 中 e= (tat+bh-ii+c—1 
-ath+ec— 2*.1 
aDhBe)y =aDtm+c-1)=a+(b+c-1)-1 
=8+b+c-2*1 
所 以 有 (abBb}y De = a 转 (bBe) ， 即 及 的 加 法 鲜 满 足 结合 
律 、 而 针 满 吓 交 换 律 是 显然 的 . 
因为 。YaER，a 咱 1=a+1-1=a， 所 以 1 是 尺 的 零 元 
《对 运算 十) ， 
下 面 说 明 民 中 每 个 元 都 有 负 元 . YaE R, 如 果 有 xx 恒 0 由 x 
=1， 则 由 a 双 xx=a+rx-l 有 a+x~1=1, 所 以 有 ,x=2:1 -a， 
土 式 优 明 ， 若 < 征 @ 的 负 元 ， 则 x=2.1-a。 
让 0 (211 一 9) = 可 知 wYae&ER，a 在 及 中 有 负 元 存在 ， 
综 上 所 述 ， 可 知 {R; 信 } 是 加 和 群 。 容 易 验证 环 的 其 它 条 件 
也 成 立 ， 故 { 尺 ; 辐 , 钻 ) 是 环 . 
va Rov0=at0 -20 =a 
Ona=0ta-tdq=a 
所 以 ，0 是 {及 ; 蛙 , 信 } 的 单位 元 . 
例 3 设 环 尺 没 有 真 零 因 子 〈 既 没有 左 零 因子 ， 又 没有 右 
零 因子 ) 。 如 果 环 只 中 的 元 ex0 满 足 条 件 ，ez = e, 证 明 是 环 
RR 的 单位 元 ， 
证 明 WxER,elex—x) = eix—ex=ex-ex=0RDetex x) 
= 
由 右 设 ， 民 没有 真 左 零 因 子 且 e 夺 0， 所 以 有 


ex~xX=0, A 即 ex=x 


田 一 方面 ， 
(X— XE Xe ~ xet = xe— xe=0 
Bx- xe)e=0 


雷 由 古 设 , R 没有 真 右 零 因子 且 e 专 0, 所 以 有 ， x -xe =0， 


BN xe :> x, 
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由 上 述 可 和 扼 e 是 环 只 的 单位 元 。 
全 4 设 尽 为 环 ， 如 果 咪 中 任意 元 都 是 震 等 元 ， YX 人 及， 
吕 =X， 证 明 丸 是 交换 环 。 
证 要 迹 民 是 交换 环 ， 具 须 计 YespE RR 
ab = ba 
BI], 
YatcR, 由 于 (20)2= (G+) =a+2a+a = a, (2a:) = 20， 
BM, 4a= 20， 
由 上 让 得 到 ，4a 一 24=0， 天 2a=0。 赃 此， 由 上 式 上 并 ， 
Y¥ acR,a= -a; 即 R 中 的 元 4 的 负 元 为 4， 
奶 - -方面 ，Y 0,bER 
(gt := +abpbatbhi=a+abiba+t+b 
而 tatD)?:…atb, 所 以 
oa+b=atab+i+bai+b 
于 是 得 到 
ab+ba=0 
好 ab= ~ba. 代 一 ba= ba {因为 上 面 已 证 得 ， 民 中 每 个 元 的 负 
元 是 其 本 身 ) ， 所 以 有 :op =ba。 民 是 交换 环 得 证 . 
例 5 设 尺 是 环 ，aER, 训 果 b5E 尺 使 得 
at+b—ab=d 
则 称 5b 为 a 的 右 拟 逆 元 例如，90 的 右 拟 道 元 是 0 。 
证 明 除 环 中 的 元 除 单位 元 1 外 ， 其 余 各 元 都 有 右 拟 道 元 
证 明 ” 设 R 为 除 环 , YxER, 若 1tx--1*x= 即 x 是 1 
的 右 拟 逆 元 ， 则 有 1 =0。 而 尺 是 除 环 ， 与 1 二 0 相 诸 盾 。 上 述说 
明 ，1 不 能 有 右 拟 道 元 其 次 证 明 YaeER， 当 a 午时 ，a 奉 
在 右 拟 道 施 。 荐 e+x=-axr=0， 册 有 
Xtl—~a) = -a Cr) 
因为 a 寺 1， 所 以 1 -as 二 0 出 尺 是 除 环 ， 所 以 1-~a 在 尺 中 
存在 道 元 ，(1 a) 收 。 于 是 由 (+4) 式 得 到 
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x= 一 和 (人 L 一 的 
码 
dardt—atl—o0 ll} at -a(tl-on i 
=a-atl-a t+a(l~-a! 
=a-atl-a ltl-a) 
=a—a= 们 
收 -~atl 一 的 -是 ea 的 在 拆 道 元 
例 6 设 {Ris 是 一 个 条 、Z 是 整数 环 ， 
令 民 ={piya) |mEZ, aER}， 并 是 对 规定 运算 如 下 
(mb = (m+na+b) 
(hE RD) CHA Na+ pb + ab) 
证 明 
C1》 {RR ;中 P, 中 } 是 一 个 有 1 的 坏 ， 
《2 ) 民 与 民 的 子 环 RI 同 构 ， 此 外 R = {(0,0) aE R), 
证 明 1》 首先 ， 中 和 铝 是 尽 的 代数 运算 ， 
由 于 及 的 加 法 仿 是 根据 数 的 加 法 和 环 R 的 加 法 确定 的 ， 所 
以 容易 看 出 R 的 加 法 满足 结合 律 也 满足 交换 律 . 
而 (my 让 狼人 0,0) = (aa 的， 所 以 如 ,0) 是 及 的 堆 元 (mi 
中 的 负 元 是 (一 my 一 中 ， 
综 上 所 述 ， 可 知 {R ; 今 } 是 加 群 ， 
其 次 验证 RR 的 乘法 满足 结合 律 . 
因为 
Lm,a) (nh) (gc) = (mn nat+ mb + abh) (g,e) 
= (mn gnat+mbtab) + (mict (nga+mb +ab)e) 
= tmngngat+mgb + gab + mnc +mbe + nac -t abe) 
Cm oC nb (gc = (mo) ng, gb nc + be) 
= (mng .ngat meb t+ mnec + gab + mbe +nac + abe) 
所 以 
LE Rb] Bsc) = {m0 Tn, b) (tg, Cc) 
外 尺 的 乘法 满足 结合 律 ， 
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(在 上 面 的 推导 中 ， 为 简便 起 见 将 乘法 符号 怠 略 去 ) 
类 似 地 可 以 证 阴 分 配 律 成 立 ， 应 有 乘法 可 以 看 出 (1 ,0》 
是 尺 的 单位 元 。 其 中 1 是 数 ，0 是 环 只 的 零 元 。 
《2) 容易 君 岂 
PP: dF (0,0)，aER 
是 环 尺 到 RR 的 同 构 映射 。 〈Ri: 是 只 的 子 环 是 显然 的 ) 
容易 铬 出 ， 环 尺 与 民 存 RR 中 的 补 集 没 有 公共 元 ， 所 以 由 本 
章 $6 先 理 3 让 在 一 个 与 尺 局 构 的 环 尺 包含 及 ， 换 各 话说 ， 任 
总 没有 单位 元 的 环 总 可 嵌入 于 -一 个 有 单位 元 的 环 中 去 ， 
例 7 设 环 恨 除 本 身 积 {109} 外 ， 不 再 含 其 它 左 理想 , 证 明 ，; 
及 是 除 环 或 每 零 元 让 ， 即 民 中 的 每 个 元 都 是 医 均 元 《YXERR， 
存在 正 整 数 站 使 ，x"” = 中， 
证 明 若 R= {0}, 命题 显然 成 立 。 下面 就 及 专 {0j 证 其 命 
题 成 立 。YaE RR， 邻 
Ra= fralrR} 
显然 ，Ra 是 尺 的 充 理 四 。 所 以 ， 由 题 设 有 
Ra= 有 ,或 Ra= {0} 
圭 述 说 明 ， 对 于 RR 中 前 任意 元 素 4, 或 者 Ra=R, 或 者 
Ra= {0}, 
《1) 车 在 RR 中 有 a 竺 0 使 ，Rea = {0} 时 ， 则 
H= {olRa= {0}} 非 空 ， 而 县 H 二 {0}。 
下 面 说 明正 是 民 的 左 理想 ， 
YoObEHo> Ra={0}), rea: 0, viER: Rb={0}, 
By rab=0,， Yr ER, 而 WrER, ra“) -ra-rpb=0—>R(a 
bb) = {0}。 所 以 a 一 bEH， 尼 然 ，waEH, rCR, ra€EH，, 
寺 述 说 明 : 五 是 及 的 左 理 想 。 由 于 Hf{0}， 所 以 由 题 设 
有 ;: H=R， 由 吾 的 性 质 ，WaEH,，Ra= {0}， 即 YrER, ra= 
0， 弃 以 ， 由 晶 = RR 有 ， YnnE R 一 >nri=0 特别 地 ,，r?= 0， 
岂 RR 是 军 零 元 环 . 
(2) 阁 对 FR 中 任意 非 零 元 4 事 有 Ra 二 {0}， 这 时 Ya 所 
323 


人 所 RR， 恒 有 :，Ra = 及 ， 

于 是 对 于 尺 中 的 任意 元 a 丰 0 和 和 4， 方程 

vi hb 

在 环 尺 中 右 解 ， 

因此 ， 由 本章 $ 2 习题 9 扼 RR 是 除 环 ， 

最 然 ， 上 上 例 让 的 条 件 ， 尺 没有 真 左 理想 ， 换 为 R 没 有 溃 瑾 
想 时 ， 命 题 的 绪论 仍然 成 立 ， 

网 8 找 出 2 0 2 3, 4, 5] 的 所 有 理想 ， 


其 次 ， 和 EIN 显然 N = Zs。 如 
果 Zs 的 理想 NN 包含 5 附 ， 则 由 5，5 ， RN= ze, 


男 : 一 上 方面， 由 于 
21+3=5, 3+4=1 
所 以 ， 当 Z。 的 理想 NN 同时 包含 2 和 和 3， 或 同时 包含 3 和 
权时 ， 则 克也 必 为 Zi 
综合 上 述 ， 可 知 Z; 的 饭 有 理想 ， 除 当然 理想 ，Zs 和 和 {0), 
只 有 下 源 两 个 
{0, 3}; {0, 2, 4} 
例 9 Zz 是 整数 水 令 R= {fayb) |a,bEZ}， 规 定 
{mb} + te d= (ate, b+ad, (abete, d) = tac, ba) 
(gb) = 《cd =c,b=d 
测 {R +, 是 一 个 环 ， 
(17 证 明 ， 丰 ta 有 上 > Ya 入 民 是 民 到 工 的 满 
同 态 ， 
(2) 求 四 的 核 Kerp。 
证 明 《1) 由 于 由 (ob 唯一 确定 ， 所 以 中 是 及 到 工 揭 
由 调 。 而 且 ，YagEz 有 (a, 臣 近 民 使 ; 
(gq, bp) 上 一 六 将 
折 以 多 是 满 射 . 
下 面 说 明 中 是 满 同 态 。 关 为 
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Peta by te DY) = pac, bd)) =ac 
Plta, by =a, plte, Go = 
所 以 ，mfta pie)=mfa bfcd) 因此，R~Z. 
(C2) Yo b) EKerm， 因为 
Pg by) 4=0, P00 
所 以 ， 玫 erp ={1(0,5) |b 志 2}， 
例 10 设 R=faetb 一 216,bEZ), 则 {及 ;+,*) 蚌 一 个 
环 ， 其 中 “+ 和 “， ”分 别 为 数 的 如 法 和 乘法 ， 
对 中 中 的 任意 元 a=at+bw 2， 规定 
(0 =a: + 2b? 
证 明 ，R 是 欧 氏 环 , 
证 明 RR 是 交换 环 ，1=1+0*w -3 是 民 的 单位 元 ， 册 于 
民 是 数 环 ， 所 以 尺 没 有 真 零 因 子 。 因 此 RR 是 整 环 ， 
由 题 设 ， 对 于 每 一 a=a+bv 2 夺 0， 显 然 6(o) =a?+ 
202 >0， 即 Se) 为 正 整 数 〈 因 为 ，a bpEZ) 。 
下 面 证 明 ， 对 于 尺 中 的 任意 元 4 和 8 三 0， 在 民 中 存在 4 利 
r ， 使 得 
r=Bat+r 
而 且 ，r= 0， 或 者 6(7) <6( 用 , 设 a=atbvw3 ， =ect 
da -2 在 0， 则 


g-ig = atb/ -2 _ (tb -2)(c-d/ /~ 2) 
cd c+ 


_ A 一 --， 
Cac + 2bd} + (be 一 Gd)、 ki (1) 


_ ee 十 2pd 本 ee 
足 条 件 ， 
i 1 I 1 
Ik-g ls lI|a 了 
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的 两 个 整数 。 
根据 有 理 数 的 性 质 ， 容 易 看 出 对 任意 有 理 数 = 。 来 说 ， 


总 有 ， k=/ 十 二 ， 此 处 是 整数 ，t? 之 s 即 任意 有 再 数 


总 可 表 为 -个 整数 与 真 分 数 之 和 ， 如 果 入 所 上， 则 Ik 一 k| 


1 1 


志 }， 可 果 二， 则 1- 在。 折 以 
7" 号 2 总 2° | 


, ， 
[Kk Ck’ i 

下 面 指 出 ， 在 民 中 存在 9 和 了 使 得 &= 有 +r 或 者 了 = 沾 
或 者 Sm 6(B)， 今 (2) gqg=kK tl 32， Fr=A 一 8。 显 热 9， 
rER, 

最 后 证 明 ， 当 r 寺 0 时 ，8 (7) < 之 5t8)。 我 们 从 题 设 中 诸 道 ， 
6ta) = a?+2b?， 事 实 上 ， 就 是 复数 g=a+bw -2 的 模 的 平 
方 ， 因 此 ， 对 任 党 复数 c +d 2 ，5te) 都 有 意义 。 其 中 ，e 
积 @ 是 任 臣 实数。 并 且 ， 只 要 c+dw -~ 2 二 0 5(8) =c?+2d 


是 正 实 数 , 根据 模 的 性 质 对 于 任意 a,8， 都 有 8fap) = . 
6Gte2sr8 而 


全 (二 站 (一 有 的) =60000 io- 9) = D608 ln- oq) 
-OB ED+t CT-1 0) 2){ 由 (1 ) 和 (2)) 


= 8(8) Ck -kia 1)) 
<668)((2) +2°G3) ) -58 (E+ 3) 
= 8(8) HB) 


综合 上 述 ， 可 知 RR 十 欧 氏 未 ， 
在 本 童 311 例 4 中， 我 们 曾 指 出 
3 


JTJ={ao+pb -3|apCZ 


不 是 唯一 分 解 环 。 而 上 面 的 例 10 指 出 R= {a+bv 一 2 |]a,bE 
Z} 是 欧 氏 环 ， 从 而 是 唯一 分 解 环 。 由 于 这 两 个 环 从 外 形 上 很 
相 象 ， 也 许 会 想到 ， 如 果 对 和 11 例 4 的 束 环 ! 规定 ，S6oh = 
a:t+ 3b?，&=a+bv 一 3。 那么 .能 否 类 似 于 本 例 的 证 明 ， 证 
出 了 工 也 是 欧 氏 环 呢 ? 事实 证， 811 例 4 已 明 确 了 不 是 唯一 分 解 
环 ， 当 然 决 不 会 证 出 工 是 欧 氏 环 ， 
男 一 方面 ， 按 本 例 的 办 法 ， 当 
a= Bg+r 
了 时， 证 不 出 8 07) < 二 86(B)， 
这 古 因 为 ， 对 了 来 说 ， 按 例 10 的 作法 
G(r) = (0 -Bq = B80 q) = 6 8-ia-g) 
BB) SCRE- EY) TL) 3) 


= (8B) CR — KE )2+ 3 -113) 
cao (Ch) (1))-08 (3 -ae 


如 5 二 3(8) ， 不 能 保证 总 有 : 57 <6(8)。 
了 所以， 个 能 简单 地 只 就 一 个 代数 体系 的 外 形 ,而 亡 下 结 
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第 四 章 ” 模 学 习 指 对 
一 内 容 概 要 


模 是 由 环 和 加 群 在 倍 乘 运算 下 所 组 成 的 代数 体系 ， 是 “高 
等 代数 ”中 ， 数 城 上 线性 空间 概念 的 发 展 和 推广 ， 在 数 域 .上 的 
线性 空间 中 ,将 数 城 的 条 件 推广 到 一 般 钢 环 上 ， 具 性 说 来 ,是 放 
弃 了 数 域 所 具有 的 (1) 乘法 的 可 换 性 ， 2) 非 零 元 素 的 
可 除 性 ，“ 3》 乘法 单位 元 的 存在 性 ，“ 4》 元素 个 数 的 无 限 
性 等 性 质 ， 来 做 成 比 线 性 空间 更 加 广泛 的 代数 体系 一 模 ， 

两 此 ， 学 习 本 章 时 ， 要 对 照 线性 代数 中 有 关 章 节 进 行 。 眠 
要 考查 模 在 数 域 上 线性 空间 中 所 继承 了 来 的 性 质 ， 又 要 比较 数 


域 推广 成 环 后 所 产生 的 新 的 性 质 . 
本 章 各 节 间 的 联系 如 下 图 ， 
| 1- -… -上 的 强 性 代数 |) 
| § 2 模 的 生成 集 四 ss 各 由 扩 
i 
3 5 于 机 和 和 六 | 下 5 商量 必 丙 工 
一 的 线 铂 代数 ， 
8 了 态 身 | 


另 一 方面 ， 模 也 是 特殊 的 加 群 ， 基 藉 助 于 环 R， 赋 予 加 群 
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M 中 元 素 以 线性 关系 的 群 。 太 的 书 就 将 模 叫 作 带 算 子 群 ， 同 
时 ， 尾 -~ 加 群 也 都 可 以 君 作 特殊 的 模 ，Z 一 异 ， 因 此 对 模 的 研 
究 也 是 对 加 群 研究 的 深入 ， 又 因为 任 一 个 环 都 是 一 个 特定 的 模 
一 环 模 ， 环 的 任 一 理 邦 也 都 可 祝 为 子 模 。 所 以 对 模 的 研究 也 是 
对 环 的 研究 的 继续 ; 环 尺 的 理想 与 模 和 的 子 集 间 的 联系 已 成 为 * 代 
效 几 何 ”的 建立 基础 和 研究 的 基本 手段 ， 

模 的 理 沦 发 展 到 现在 ， 已 成 为 数学 中 一 个 基础 学 科 ， 


二 内 容 分 术 
$1 模 的 定义 
(一 ) 内 容 提要 


本 节 给 出 了 模 的 定义 和 运算 ， 并 进一步 对 模 的 性 质 作 讨 
论 ， 了 明确 了 我 们 研究 的 重点 应 该 放 在 有 1 0 环 上 的 左 单 式 模 
上 。 

1 模 的 定义 

”参照 数 域 上 线性 空间 的 定义 ， 将 数 域 这 样 一 个 特殊 的 环 ， 
推广 成 一 般 的 环 。 由 于 一 般 环 不 一 定 有 1 ， 故 去 掉 了 线性 空间 
中 条 件 

《二 lx=x, TXEV 
这 样 使 得 到 了 包 北 线性 空间 在 内 的 更 加 广泛 的 代数 体系 一 檬 ， 

2 模 的 运算 基本 拍 质 

由 于 环 上 的 模 保 留 了 数 域 上 线性 空间 中 倍 乘 关于 加 法 的 分 
配 律 ， 故 在 模 中 同 数 域 上 线性 空间 一 样 ， 可 直接 推出 两 条 运算 
基本 性 质 

(1) a0=ox=8 

(C2) C—OxX=aC~-X) = — (ax) 

XEM，aER 都 成 立 。 
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3 重点 研究 的 覃 
《1 》 对 环 .上 一 般 模 的 研究 ， 可 转化 为 对 环 上 单 式 异 的 研 
和 
称 满 足 条 件 RM = M 的 寞 为 尺 上 的 单 式 模 。 在 有 1 环 及 
上 ， 单 式 模 就 是 满 是 条 忻 
Iix=x xXEM 
的 模 , 
对 于 有 1 六 0 移 环 尺 ， 其 上 的 杰 M 可 分 解 为 
M = Mo MM 
Mo 是 零 模 ， 结 构 是 清楚 的 ，M; 是 单 式 模 ， 于 建 对 MM 的 研究 转 
化 为 对 单 式 模 Mi; 的 研究 ， 
《2) 对 右 槛 的 研究 ， 可 以 通 这 对 左 模 的 研究 得 到 解决 ， 
通过 对 左 模 和 右 模 的 差 六 和 联系 的 讨论 ， 明 确 了 左 模 上 的 
理论 可 平行 地 移 到 右 模 上 ， 于 龙 明 确 了 重点 研究 环 尺 上 的 左 单 
式 模 就 可 以 了 ， 
《二 ) 补充 说 明 
1 在 数 域 线性 空间 中 有 运算 性 质 
ux=68 二 >q= 0 或 X=0 
在 环 及 上 的 模 对 中 ,就 不 一 定 成 立 了 了 。 如 对 于 M.(Z) 一 模 Z， 


也 有 4 装 0， 但 却 寿 
A:x=-xA’ -BtSL1l 例 10) 
2 对 左 柑 和 右 柑 的 说 明 
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左 模 和 右 模 的 区 别 ， 让 于 标 莉 之 积 倍 滋 模 元 素 分 解 成 标量 
因子 逐次 倍 磁 时 ， 其 顺序 是 由 右 逐 次 贞 左 进行 ,还 是 逐次 由 焉 
问 吉 进行 ， 若 是 由 者 向 志 进 行 则 为 左 模 ， 若 是 由 左 铝 右 进行 则 
为 右 模 。 

在 可 换 环 RR 中， 标量 之 积 与 标 最 顺 冯 无 关 ， 因 此 RR 上 的 磋 
懂 也 是 RR. 上 的 右 懂 ， 标 量 4 与 模 元 素 售 荣 之 积 记 作 ax 或 xa 都 
可 以 ， 对 数 域 二 线性 空间 ， 我 们 不 去 强调 是 左 的 ， 还 是 右 的 就 
是 这 个 道理 。 饮 6 和合 8 就 是 说 的 这 种 情形 ， 

在 非 交 换 环 及 中 ， 标 量 之 积 与 标量 顺序 有 关 。 因 此 在 左 模 
中 ， 标 量 与 模 元 素 之 舱 即 使 将 标量 记 在 模 元 的 在 删 ， 岂 不 能 成 
为 布 模 。 例 7 和 例 9 就 是 说 的 这 种 情形 ， 

3 “对 几 个 例题 的 说 明 

例 ]1 指 出 任何 一 个 吉 群 都 可 以 视 为 之 一 模 ， 例 12 是 说 和 任 一 
环 的 理想 都 可 以 作成 该 环 上 的 模 ， 例 13 指 当 对 环 的 理想 所 带 来 
的 商 环 ， 其 加 群 也 可 以 看 作 环 上 的 模 ， 

这 些 例 子 会 使 你 感到 ， 模 是 一 个 容量 很 寅 、 联 系 很 广 的 数 
学 概念 ， 也 可 使 你 道 过 这 些 例 子 ， 初 步 地 常 扎 由 一 已 知 环 去 构 
造 模 的 简单 方法 ， 


N 2 模 的 生成 集 


(一 ) 内 容 提要 

本 节 主 要 研究 模 的 构造 ， 作 为 吉 群 的 模 守 ， 籍 助 于 环 民 ， 
赋予 模 元 素 一 个 线性 关系 ， 于 是 可 用 部 分 模 元 素 通 过 环 民 线 柱 
组 合成 一 批 新 的 元 素 ,由 此 导入 玉 一 异 对 的 生成 集 的 概念 。 它 籍 
勒 于 丸 所 赋予 的 线性 关系 ， 建 立 了 模 的 部 分 元 素 一 一 生成 集 和 
整体 的 关系 ， 给 出 了 模 元 素 的 表示 ， 显 未 出 模 在 环 上 的 铺 构 ， 
有 从 中 也 可 以 看 出 在 环 上 构造 模 的 基本 方法 ， 

本 节 所 论述 的 问题 

1 模 的 生成 集 的 定义 及 生成 集 的 在 在 性 

号 3 


2 关于 模 的 生成 集 所 会 模 元 素数 量 的 讨论 ， 给 沿 了 有 限 
生成 模 积 无 限 生 成 模 的 柱 念 ， 

3 ”提出 了 最 小 生成 集 的 概念 ， 其 存在 性 可 通过 习题 5 去 
解决 。 

4 讨论 了 最 小 生成 集 各 数 域 上 线性 空间 基 语 的 不 同 ， 为 
下 节 自 出 模 的 引入 作 一 上 先导。 

‘二 》 补充 说 明 

1 模 的 生成 集 的 定义 是 针对 环 尺 .上 单 式 模 而 堂 的 。 一般 
环 上 非 单 式 模 是 不 存在 这 样 定义 的 生成 集 的 ， 如 


设 M= 2Z2;= 10, 1 }， 是 以 2 为 模 的 剩余 类 如 群 ,R = {aE 
ja= 2n, YhnEZ1} 是 侦 数 环 ， 关 于 信 乘 运算 ， 


qd = XxX ICR XxXEM 


M 构 成 R 上 的 零 模 ， 是 非 单 式 模 ， 对 于 模 元 素 1 关 0 ， 不 可 能 
通过 &: 中 的 元 素 组 线性 表示 出 来 ， 所 以 及 一 模 Za 不 存 在 所 
定义 的 那 种 生成 集 ， 

关于 一 般 模 ，“ 生 成 ”的 形式 将 比 这 各 复杂 些 ， 


83 目 由 模 


(一) 内容 提 要 

对 于 有 10 的 环 尺 了 上 的 有 限 生 成 单 式 横 对 来 说 ， 研 究 起 
来 仍 很 复杂 。 其 困难 在 于 ，《1) 最 小 生成 集 所 含 模 元素 个 数 
未 必 唯 一 ， (2 ) 模 元 素 在 最 小 生成 集 .上 的 线性 表示 式 也 不 一 
定 是 叭 一 的 。 为 克服 上 述 两 点 困难 ， 对 有 有限 生成 单 式 模 再 加 以 
强化 ， 提 出 一 类 特殊 的 模 一 一 自由 模 ， 

本 节 所 论述 的 问题 ， 

1 ， 模 元 素 在 驴 上 的 线性 关系 

这 一 部 分 是 给 目 由 模 概 念 的 提出 作 准 备 的 ， 与 数 域 上 线性 
空间 -一 样 ， 导 入 了 线性 组 合 ， 钱 性 赈 出 ， 线 性 相关 和 和 线性 无 关 
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等 基本 概念 

2 用 由 层 的 定义 

对 于 有 有限 生 流 的 民 一 槛 诗 来 说 ,线性 无 关 的 子 集 {x,)'., 线 
注 表 出 任 一 模 元 琳 时 ， 直 法 是 叭 -- 的 。 这 就 启示 我 们 ， 要 想 使 
让 一 横 对 约 生 成 集 央 出 任 一 模 元 素 时 ， 具 有 表 法 唯一 的 特点 ， 
只 要 对 该 生成 集 册 二 线性 无 关 的 限制 条 位 就 可 以 了 ，。 于 是 引进 
了 具有 线性 无 关 的 有 限 生 成 集 的 模 一 自由 模 ， 

3 有 1=0 交 换 环 上 自由 模 的 也 

对 目 由 模 来 说 ， 和 自由 基 所 含 慌 元 素 个 数 相 等 是 导入 秩 的 
概念 的 基础 ， 这 一 定理 是 在 有 1 关 10 的 交换 环 上 证 明 的 ， 由 此 给 
出 了 秩 的 定义 ， 

《二 ) 补充 说 明 

1 在 RR 一 模 M 中 ,关于 线性 关系 的 几 个 慨 念 ,是 数 域 上 线 
性 空间 中 有 关 概 念 的 直接 引入 ,但 由 数 域 推 广 成 环 ,使 ， (1) 
非 零 元 不 一 定 可 道 ! (2》 可 能 存在 零 因子 : (3》 可 能 存在 
真理 想 ，…。 于 是 使 数 域 上 线性 空间 中 ， 线 性 关系 的 一 些 性 质 
没 能 完整 的 继承 下 来 。 对 此 ， 本 书 就 环 模 Ne， 举 了 两 个 例子 ， 
告诉 读者 不 能 轻率 的 将 数 域 上 线性 空间 中 的 一些 热 知 的 结论 搬 
到 环 上 的 模 中 ， 

2 例 1 一 例 4 给 出 了 如 和 何 就 自由 模 的 定义 去 判断 一 个 模 
是 侣 是 自由 模 。 其 关键 就 是 检验 环 上 的 模 是 否 存 在 线性 无 关 的 
有 限 生 成 集 。 

3 对 习题 3 要 予以 注意 ， 从 中 可 以 看 到 自由 模 中 ， 作 为 
自由 基 的 模 元 素 ， 条 件 是 比较 严格 的 。 在 数 域 上 线性 空间 中 ， 
只 机 是 非 零 向 量 ， 就 可 以 作为 一 个 基底 向 基 而 含 在 某 个 基底 
中 } 而 在 环 R 上 的 自由 模 M 中 ， 非 零 模 元 素 可 能 是 非 自 由 元 ， 
因而 非 零 模 元 素 不 ~ 定 都 能 作为 自由 基 的 元 素 而 舍 在 某 自 由 基 
中 。 以 后 还 可 看 到 ， 即 德 基 自 由 元 ， 也 不 一 定 能 作为 自由 基 中 
元 素 仿 在 某 自 由 基 中 。 


333 


$4 秩 自 由 模 上 的 线性 代数 


(一 ) 内 容 提 要 
本 节 的 主要 工作 是 将 数 域 上 线性 空间 中 的 -- 些 结果 推广 到 
所 秩 目 由 模 上 ， 
数 域 丘 一 个 交换 路 环 ， 于 悉 自 由 模 折 在 的 环 是 有 1 关 0 的 交 
换 环 。 办 此 在 推广 过 程 中 ， 要 注意 环 的 不 可 除 性 所 带 来 的 竺 
点 ， 
本 他所 论述 的 问题 
1 ， 慌 元 素 的 坐标 表 了 水 
《1) 对 于 nn 秩 自 由 模 民 一 模 M, 取 定 自由 基 U = 4 人; 和- 
后 ， 任 一 模 元 隶 x ， 都 被 * 在 上 上 的 治标 [x3r 所 唯一 确定 ， 
(C2) 只 一 柳 计 中 的 运算 可 以 道 过 举 标 的 运算 来 实现 ， 
(C3) 日 出 基 0U= {4;}",-， 通 过 阵 六 演化 为 自由 基 Y= 
{V07.; 时 ， 澡 标 弯 化 规律 为 
EX]p = [Xi 人 
2 民 一 自 叶 态 及 其 矩阵 表示 
(1) RR 一目 同 态 的 定义 . 
《2) RR 一 自 同 态 的 斥 阵 表 未 ， 设 gp 是 n 秩 自 由 模 MM 的 RR 
一 自 同 态 ,， 0 = {ui}?- ,是 民 一 自由 基 ， 贡 民 一 自 同 态 pg 在 UU 
上 给 阵 天 示 式 为 ， 
CPO Yo = CxJuNMaty (op)} 
《3)》 当 上 自由 其 忌 通过 可 闭 阵 尼 演 化 为 自由 基 Y 时， 的 
阵 的 变化 规律 为 
Maty (pm) = CCMaty (py IC 
3 及 一 月 同 态 所 构成 的 代数 
12 在 Ends (CM) 中 ， 相 进 了 加 法 运算 , 乘法 运算 和 民 中 
标量 对 Endx CM) 中 愉 一 白 同 神 的 倍 习 运 算 ， 它 们 满足 下 列 算 律 
Ends td 构成 环 及 上 上 的 模 ， 卫 
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P+ D) = P+ pp 
(V+pP=Yp rp 
YY Pp, YY, pr: Ends (™M) 
(op) B= pm = 人 (有 的) 
VV at R, gv EEnds (M). 
符 台 了 环 丸 上 代数 的 定 尽 ， 所 以 EndstM) 构成 了 环 尺 上 的 可 


(2 RR 上 nn 阶 阵 集 合 MM, (R)}， 迅 构成 环 R 上 的 代数 ， 
《3) 在 映 庙 
matv: Ends (M)-— >M.(R) 
外 一 -全 Rat (py 
下 ，。，Ends CM) 与 M.(R}) 是 反 同 构 代 数 ， 
(二 》 补 充 说 明 
i 本 节 给 出 TR 一 站 身上 自由 模 亨 的 模 元 案 举 标 几 和 示 和 各 奢 
下 的 民 一 和 出 园 态 的 惩 阵 表示 。 将 对 中 的 异 元 索 和 对 上 上 的 及 一 由 
回 态 用 民 中 的 一 些 标 量具 体 表 出。“ 标 量化 > 了 的 模 元 索 和 民 
一 和 月 启 态 不 侈 表示 具体 ， 而 且 在 运算 上 出 转化 为 尺 中 标量 的 运 
算 《 即 寞 元 素 坐 标 行 的 运算 和 民 一 自 回 态 的 阵 的 运算 ,都 是 通过 
R 中 标量 的 运算 来 实现 的 ) .运算 也 其 体 化 了 。 表 示 具 体 ， 运 算 
具体 ， 这 就 是 模 元 素 各 民 一 自问 态 “ 标 量化 ”的 意义 。“ 标 量 
化 ”的 缺 尔 是 使 模 元 素 竹 尺 一 目 周 态 失 去 了 原 有 的 有 几何 形象 ， 
对 夭 盈 于 几何 形 旬 去 探讨 问题 很 不 利 。 这 就 是 木 能 用 上 坐 抵 和 上阵 
完全 取代 模 元 素 和 RR 一 白 同 访 的 原因 ， 
”2 本 节 中 ， 并 未 涉及 环 六 的 可 除 性 问题 、 这 容易 造 没 错 
觉 ， 数 域 上 线性 空间 的 结论 都 可 推广 到 自由 模 上 上 上。 其 实 并 不 这 
样 ， 上 节 就 看 到 了 由 环 的 不 可 除 性 所 引起 的 模范 素 线性 关系 性 
质 的 改变 ; 再 看 数 域 上 阵 的 初等 变换 ， 为 了 将 阵 中 某 元 案 化 为 
+ 常用 到 某 元 索 的 逆 元 。 这 在 非 除 坏 中 ， 就 不 能 进行 了 。 由 此 
可 知 ， 一 般 允 黎 环 尽 上 上 ，m 秩 月 由 模 对 的 玉 一 自 同 态 虽 的 熔 准 
型 问题 《也 三 是 R 上 nt 阶 阵 的 标准 型 )， 将 是 一 个 很 难 的 问 
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题 ， 当 前 也 是 很 多 数学 工作 者 感 兴 趣 的 门 题 之 - -， 
3 六 一 自 同 态 代数 Endr(M) 与 及 一 矩阵 代数 M; (R) 在 
映射 
Mat :End (M) —->M., (R) 
op——>Maty CP) 
下 蚌 反 辐 构 ， 由 此 可 知 ， 对 RR 一 自 同 态 代 数 Ends (M》 的 研究 
和 对 呈 一 定 阵 代数 M.tR) 的 研究 可 以 王 相 转化 ， 
对 及 一 矩 隆 代数 M,C(R)， 研 究 起 来 对 得 明确 ,运算 具体 ; 
对 六 一 自 同 态 代数 研究 起 来 形象 鲜明 〈 如 位 但 变换 ， 反 射 变 
换 ， 平 延 变换 ,…)， 可 藉 助 形象 来 帮助 你 思考 论证 。 这 两 种 方 
法 ， 虽 然 在 不 同学 派 备 有 所 侧重 。 但 对 … 些 问题 往往 是 交替 使 
用 的 。 


3 5 和 问 量 空间 上 的 线性 代数 


(一 〉 内 容 提 要 

际 环 天 工 向 量 空间 站， 是 又 - -类 比较 近 于 数 趟 上 线性 空间 
的 模 ， 是 将 煞 正 推广 成 不 一 定 可 交换 的 除 环 上 所 得 的 模 。 所 以 
在 学 习 时 ， 刘 注意 不 可 换 性 所 引起 的 后 果 ， 

本 节 内 容 是 这 样 编排 的 

1 了 内 环 扩 上 娘 维 向 上 深 空 间 ， 

(1) 先 证 明了 踪 环 天 上 有 限 生 成 模 存 在 线性 无 关 生 成 
集 ， 由 此 引进 下 一 基 的 概念 ， 

《2) 其次 证 明了 一 向 量 空间 下 的 两 个 KK 一 基 含 有 相间 
个 数 的 向 量 ， 册 此 引进 了 下 一 向 量 空 间 维 数 的 概念 ， 

《3 》 于 -一 基 的 演化 规律 : 令 六 = {x,) 和 六 = {yi) ii 
是 下 一 回 量 空间 的 两 个 下 一 基 

fyidr= (ci eicio) i=1,2, pn 则 阵 C= 

《ci 1) 是 可 道 泗 。 称 为 由 到 了 的 演化 阵 ， 

2 ”向量 坐标 表示 
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《t) 向 景 x 在 的 天 一 基 X 上 ,由 其 坐标 [xz]。 狐 唯一 俩 


十} 
(2) 向 量 运 算 可 通过 坐标 运算 来 实现 
[区 二 Jr = [XIrt+ Lyix 
Ckx]y 一 天 [区 
(3 K 一 基 久 通过 阵 C 演 化 为 K 一 拓 Y， 向量 x 的 举 标 
变化 规则 为 


[Xx < CXJrC 

3 ”线性 变换 及 其 首 阵 表示 

《1) 一 向 量 空 间 V 上 的 线性 变换 起 义 ; 

(2) 线性 变换 在 天 一 基 上 的 矩阵 表示 式 

PO I= xj Maty Cp) 

(3) K 一 基 的 演化 对 线性 变换 阵 的 影响 ， 洲 下 一 基 义 到 
kK 一尊 Y 的 演化 阵 为 C。 是 V 上 的 线性 次 换 ,， 且 Matx 《pp) 
= 有 六，Maty (yg)=B 则 有 B=CAC-'， 

4 VV 上 线性 变换 代数 

《1 ) 线性 变换 的 运算 

《 》 关于 加 法 Endx OV) 成 群 ; 

Ci 天 的 中 心 子 域 4 对 Ends (V》 的 习习 ,使 Ends (V) 
构成 4 上 的 模 ; 

[iiiy 关子 乘法 Ends (让 成 环 ， 

总 之 ，Endn (VY) 构 咸 了 尺 时 的 线性 变换 代数 ， 

5 M.(K) 也 构成 下 里 的 代数 ， 称 之 谓 矩 阵 代 数 ， 

6 Endr (VV) 与 M, (KK) 在 映射 Matx 下 是 及 同 构 的 代数 ， 
于 是 可 将 Mn CK} 看 作 Endr (W) 的 具体 表示 ， 

(二 》〉 补 充 说 明 

本 节 关 于 向 量 的 坐标 表示 和 线性 变换 的 知 阵 表示 。 可 参看 
前 节 的 有 关 说 明 ， 这 里 不 去 重 述 。 此 外 

1 ”在 交换 环 悄 上 ，xn 秩 自由 模 MM 的 R 一 自 同 态 变换 加 群 
1Endr tM) + 可 以 作成 及 上 的 自由 模 ， 而 在 除 环 关上 ,ma 维 癌 
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量 空间 V 的 线性 变换 加 法 群 {Endr (V)， 二 } 为 什么 不 能 作成 站 
上 的 模 ， 和 击 具 能 作成 下 的 中 心 子 域 A4 上 的 模 呢 ? 
这 是 网 为 ， 关 是 不 可 换 的 ， 则 必 存 在 G， 和 所 CK 使 ob 二 

ba, 如 果 Endx (作成 上 上 的 模 ; 则 有 EEndr (Vp 六 0, 使 
apE& Endi (7) 此 时 ,YY xy 都 有 

Cop) Chx) = bam ty = Chad wm (Cx) 
但 是 

(QP) thx) = atp bx -站 (BE = tab) yp ix) 
于 是 

(bo) p(x) = tab) mx) 
出 bo 寺 ab。 庆 p00 =8， 与 m0 矛盾 。 故 Endx tV) 不 能 作 
威 于 上 的 模 。 

2 在 交换 环 R 上 的 秩 自由 模 M 中 ，R 一 自 间 态 加 群 
Euds 《VY) 作 成 民 上 的 到 秩 自由 模 ; 而 在 除 环 K 上, n 维 向 量 空间 
V 中 ， 线 性 变换 加 群 Enadx (VW) 所 作成 的 ， 天 的 中 心 A 上 的 模 ， 
就 不 一 定 再 是 rw 维 的 了 。 如 令 


K= {| 8]- Ms(C) 1a,8EC),C 是 复数 域 
—3 x 
则 是 一 个 除 环 ， 中 心 子 域 

4={(6 ?| aE RR BR 是 实数 域 
考查 kK 的 加 法 群 在 K 上 的 向 量 空间 ， 维 数 是 1。 而 Endx (K) 
在 A4 上 的 维 数 ， 就 是 4 维 的 了 . 


$6 子 模 和 商 模 


(一 ) 内 容 提 要 

为 了 考 繁 民 一 模 对 的 结构 ， 苑 出 了 子 模 的 梳 念 ， 有 了 戏 的 
子 模 NN 就 绽 M 的 元 素 一 个 分 类 。 在 所 构成 的 商 集中 ， 引 进 合理 
的 运算 ， 使 之 构 碟 窗 模 ， 用 以 建造 RR 一 向 MM 的 同 态 象 ， 问 态 音 
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是 只 一 异 对 的 一 个 “缩影 ”， 是 考察 及 一 摸 对 的 “ 门 径 ”。 本 
节 所 论述 的 问题 : 
1 子 模 ，(〈1》 子 模 的 定义 《2 ) 子 模 的 判定 条 件 ， 
《3) 子 模 的 构造 方法 5 《4)》 子 模 的 合成 。 
2 商 模 ， 这 里 给 出 了 委 握 子 异 N ， 去 建造 商 模 的 过 程 和 
方法 ， 
《1) 毅 模 的 元 素 
设 六 是 只 一 模 邮 的 子 模 , 则 关于 模具 的 加 法 运算 ,六 梅 成 加 
群 财 的 正 需 子 群 ，N 在 好 里 的 陪 举 :， x+ 和 N，xE 对 和 作成 商 模 的 
元 素 ; 由 障 集 构成 的 商 集 ，M/N = 1x+RNwxeM) 作成 商 模 
的 模 元 杂 集 . 
C2》 商 柳 的 运算 ， 有 矶 和信 情 
Ci) YY XN, y+N CMV 规定 
(Xt N+ (y+tN)- (xt+y+N 
则 {M/AN, + 是 一 个 加 群 ， 
(ii 六 x+NEAMIN，rER， 规 定 
rixt+ Ni-rx+N 
则 加 群 M/AN 在 倍 科 运算 下 构成 环 R 上 的 檬 ， 
(二 》 补充 说 明 
1 “与 数 域 上 绢 性 空间 章 子 空间 比较 ， 环 上 上 模 的 子 横 的 内 
容 和 形式 要 丰富 得 多 。 数 域 上 线性 空间 中 很 多 志和 何 观 念 被 冲破 
了 ， 很 多 代数 性 质 也 被 破坏 了 ， 就 拿 秩 目 向 办 来 说 ， 如 Z 
一 模 Z ‘其 中 
Li={(x,0,0) | xE 2} 
是 Z 的 1 秩 自 由 子 模 . 
Ki={{2y,0,0) |y€E Z} 
也 是 Z 号 的 1 秩 自 由 子 机 .但 工 /二 Ki1， 而 在 实数 域 及 上 的 钱 
性 空间 有 中， 任 一 个 一 维 子 害 间 “过 原点 的 直线 ) 不 能 真 包 
含 1 维 子 空 间 (直线 ) .又 
Li={(2x,2x,0) lxC 2} 
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K2= {3Yy,3Yy,0)| ye} 
是 Z<3 的 二 个 1 著 自 由 子 柳 ,但 是 
LN Ks= {Br be,0) | EZ} 
其 交点 有 无 窃 多 。 而 在 及 一 线性 空间 Re 中 二 个 不 同 的 一 维 子 
空间 的 交点 只 能 有 一 个 (0,0,0) 《两 条 不 同 直线 充 点 最 多 是 -~ 
个 ) 。 
由 此 看 来 环 上 的 几何 学 要 比 数 域 上 的 几何 学 丰富 得 多 了 ， 
2 ”关于 子 模 的 合成 
子 模 的 合成 是 通过 已 知 子 横 去 构造 新 子 模 的 手段 ， 更 为 重 
要 的 在 于 给 出 子 模 间 的 连 系 方法 和 关联 形式 ， 一 个 模 分 解 成 子 
慰 的 直 和 ， 是 表示 模 的 结构 的 根本 手法 、 如 除 环 天 上 线性 空间 
KK‘ 引 可 以 天 成 
Kt ~ Ke DKeDKes 
er= 0,0), ex= {0,1,0)， es: (0,0, 1)， 这 样 ， KK 
在 KK 上 的 结构 就 清晰 了 ， 


37 态 射 


(一 ) 内 容 提 可 

模 是 加 群 半 和 环 RR 在 信和 屏 运 算 下 所 成 的 代数 体系 ， 态 射 是 
用 来 对 两 个 模 进 行 比较 和 建立 联系 的 一 种 上 映射。 因此 ， 这 个 映 
射 既 要 反映 出 两 个 加 群 闻 保持 运算 的 映射 关系 。 又 要 反 喘 出 两 
个 环 之 间 的 联系 ， 

本 节 采 取 由 特殊 到 一 般 的 过 程 ， 渐 次 建立 起 态 射 概 念 ， 

1 民 一 自 同 态 

RR 一 机 MM 的 尺 一 自 同 态 pg ， 是 型 自身 的 一 种 变换 。 对 加 群 
MM 保持 同 访 ， 到 

《] prt = px) ty, VX,yEM 
对 四 下药 标量 因子 可 以 完整 的 桥 出， 其 

《2 TON) =rpx), YY XEM,rER 
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2 上 及 一 同 态 

R 一 模 Mi 到 RR 一 模 Ms 的 民 一 同 态 pg， 是 MI 到 Ms 的 一 
种 映射 ， 对 模 的 加 法 来 说 保持 运算 

(CIN 前 人 + 向 二 信人) tHY), VY X.YyEM 
对 下 的 标量 因 闻 + 可 以 完整 的 析出 ， 

C2) Px) = vr R, x EM 

RR 一 阿 态 映射 是 模 论 中 基本 的 常用 的 映 时 ，R 一 辣 态 基 本 
定理 是 慌 论 中 基础 定理 之 一 。 

丸 一 辣 桨 的 模 ， 是 具有 相同 代数 性 质 的 模 ， 是 在 代数 意义 
下 相等 的 横 ， 

对 于 于 秩 自 由 模 来 说 ， 有 一 同 构 的 充 要 条 件 是 秩 数 相等 ， 
因 击 RR 一 模 尺 "成 了 交换 环 及 上 的 2 秩 自 由 模 的 代表 。 

对 于 下 维 向 量 空间 来 说 ，K 一 同和 构 的 充 要 条 忻 是 维 数 相 
等 ， 兴 而 站 一 向 量 空间 K'” 成 了 除 环 及 上 的 5 维和 癌 量 空间 的 代 

3 关于 0 的 民 一 壮 同 态 

对 于 民 一 模 M, 到 RR 一 模 M; 的 映射 站。 关于 模 的 如 法 保 
持 运算 

Cl) pxty) =px) +m) Vx yEM 
对 gg 下 的 标量 因子 + 可 以 析出 ， 俱 是 不 能 完全 不 变 的 析出 ， 必 
须 在 析出 后 经 尺 的 自 辕 构 5 加 以 变化 ， 即 

C2) POXY = TPX) VxXEM, reR 

4 态 射 

“0 一 态 射 nm” 是 Rl 一 模 Mi 到 R :一 模 M ; 的 上 映射 ， 在 由 
下 ，Mi 和 M; 保持 加 法 运算 ， 妈 

C1) PXiy)=pX) +my) VY xyEM: 
对 有 下 R 的 标量 因子 上 ， 析 到 名 的 外 向 条 按 环 RR 到 环 有 R; 的 同 
态 映射 ， 变 蕊 Ri 里 的 标量 放下 以 ， 即 

(C2) Cr = 0p) VxC Mr aR 

(二 ) 补充 说 明 
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1 态 射 是 一 个 意义 广泛 的 映射 
对 于 环 尺 , 上 的 模 Mi 和 环 RR 上 的 模 Mt 
oRi— Ri 
是 环 间 态 ; 
四 了 NM; 
是 群 闻 态 。 如果 YY xE Mi rERi: 有 有 
(2) mrxy = 0 p(x) 
册 称 为 5 一 态 身 5， 
《i) 当 Ri= Ri= 尺 ，G 是 同 构 时 ， gp 是 关于 5 的 民 一 半 
同 态 ; 
《ji 当 民 : -= R= 尺 ，0 是 但 等 魏 同 构 时 ,是 民 一 同 态 1 
CiiD 当 六 = Ri1= 上 ，0 是 恒 等 自 同 构 ，M: = Mi= MM 时 ， 
路 是 RR 一 日 闪 态 ， 
在 3 4 和 3 5 中 对 # 秩 自由 并 和 及 维 向 量 空 间 的 让 一 自 同 
态 和 线性 人 变换， 研究 了 矩阵 小 示 。 同 祥 对 # 秩 自由 烧 或 1 维 疝 
量 空 间 来 说 ， 态 射 也 能 用 矩阵 表示 出 来 。 下 面 仅 就 5 秩 自 由 模 
上 的 关于 0 的 衣 一举 菇 同 态 作 一 下 ， 
设 R 一 M 是 nn 秩 自由 模 ,，U= fu,);. ,是 民 一 自由 车 ， 
音 是 关于 5 的 有 只 一 举 自 同 春 。 如 果 
CP de = {Aitydias dn) (=1,2,., 1) 


则 4= (a, ,} 称 为 0 一 兴 辐 态 vp 在 RR 一 自由 基 U 上 的 阵 、 此 
于， 对 x= 3b EM, 有 


PX) =p( Don, )- ob ol,) 


于 是 得 5 一 半 同 杰 9 的 矩阵 表示 式 
Cp Cx) jr XA 
其 由 [xJu = Chi bas, bo}, Cx = Cop) ob), gb,)) 
让 此 知 ， 民 一 模 财 ”的 尘 辐 态 ， 被 阵 4 和 只 的 自 邮 构 z 所 
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叭 -- 确 定 。 令 Aut5R) 表示 环 尺 的 自问 构 集 合 ， 则 
PD > 0, A) 
是 *R 一 ri 秩 自 当 模 MM 上 的 R 一 半 同 访 集 合 ”， 到 Aut(R》 x 
M. (CR 的 双 射 ， 给 出 合理 的 运算 ， 则 Aut(R) xM (R) 又 将 构 
成 R 上 新 的 代数 体系 。 这 里 就 不 作 新 的 介绍 本 了。 
3 对 例 6 的 说 时 
我 们 通过 
oo:R—R- RI/AB 
rr=riB, Y rER 
vy: MaoR 


这 二 di (qs dz" 07); YXE 


建立 了 R 一 模 M 到 忌 一 模 玉 ”的 9 下 的 o 一 态 射 。 建 立 了 通过 
RR 一 模 素 "去 妾 测 R 一 异 M 的 雄 道 ， 这 是 研究 a 芍 自由 模 的 一 


个 很 基本 的 途径 ， 兆 其 是 当 取 日 为 R 的 极 大 理想 时 。 玉 -R/B 
是 域 ， 素 “是 责 上 的 向 量 空间 ， 对 于 域 上 的 维 向 量 空间 ， 我 


们 是 很 清楚 的 。 这 祥 便 可 以 通过 瓦 一 向 量 空间 枣 ”去 考 埋 R-- 
模 M 了 。 习 题 7 就 是 这 方面 的 一 个 实例 ， 


三 例题 选 讲 


例 1 令 尺 是 有 1 二 0 的 交换 环 ，R 一 模 M 是 单 式 模 , L(x) 
和 LC) 分别 由 福元 素 x 和 3 生成 的 循环 模 
Ox) = {oat RIox= 0 
OF = {bE RIby= 06} 
是 R 中 的 x* 和 >》 的 阶 理想 ， 
(C1) 如果 L(x) = 工人 ， 则 DO =OCODO 
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《2) 工作) = 工人 (必要 而 旦 只 要 ?= xx 81:FTC 及; 


(3) 工 (x) = L(y) 必要 而 且 只 要 y =- rxyrER 昌 = 
f= O(x) 在 商 环 R/O (中 是 可 道 元 ; 

(4) 举例 说 明 ， 如 果 O (Cx) = 007); 则 工 (x) = 工人 y) 不 一 
定 碱 并. 

解 《1) 由 上 L(x) = 工 (她 秃 

{ax|laE R}= {by|bC R: 
久 民 是 如 1 的 环 ，M 是 单 式 模 ， 知 

X=1xEL(x) = {by|bER! 
改 存在 rE R 使 x=ry， 便 理 可 知 存 在 1E R 使 y=1x。 此 时 如 
果 aEOfx}， 则 ax=98,。 于 是 有 py=afixy = (aDx -=: (1D)x:- 
=Tfaxy =9。 克 aCOfy)， 即 0tx) OCy)， 同样 亦 可 证 得 ，; 
Oy) 守 OX) ， 凡 而 得 0 (x) = Oy). 

《2) 必要 性 见 《1) ， 现 证 充分 手 由 x=ry 知 ax= 
ar = (on) yt LD, VacR 都 成 立 . 故 工 (X?) 生 L(y), 辐 
理 可 得 , 工 ( 说 三 工作 ) , 故 得 L (x) - 工 (y)， 

《3》 必要 性 。 册 L(x) = 工 (y) 可 推 得 ， 存 在 r+ ，! ER 使 
X=rysy= tx， 于 是 有 x=ry=r(llx) = lrD) x 因为 RR 是 有 i 的 
环 ，M 是 单 式 模 。 所 以 又 有 x= 1x。 从 而 得 

‘]—Ir}x=8 
于 是 知 1 一 tr € oo，r 1-]1，r 是 Riotxy 中 的 可 道 
元 ， 
充分 性 ， 由 y=rx 知 L(y) 生 L{x)。 又 在 R/O(x) 中 存在 


了 =t+OC(x)， 使 1 f=。 于 是 和 类 -1EO(x)， (lr -x 
=8 故 
Xe x= Trx) = 1y 
得 工 (= 工人 7) 
《4) 考查 了 Zi- 一 模 Zs 人 2 
取 x= (2，0) y= (0，2), 于 是 
可 44 


DUO ={ 0, 37=0(y) 
但 是 
LO=t0， 0), (2, 0), (4, 0)} 
L(Y={(0, 0), (0, 2), (0, 4)} 
疡 这 工人 二 工 ( 纺 。 
再 举 一 例 今 M= {0,a,b,c} 是 4 元 群 ， 运算 宕 为 


则 交换 群 M 可 以 看 作 2 一 柑 ， 于 是 有 
Ol = O00 = Oe) 12k [KE 2} 
但 是 
Lita 二 Lt) 专 开 (到 工人) 
岗 2 证 明 ， 主 理想 环 R 上 的 循环 模 M=IL(O 的 任 一 子 
模 者 是 循环 模 。 
解 设 N 基 尺 一 模 对 的 子 模 ， 由 六 三 玖 工人) 可 知 丰 中 元 
素 ? 了 可 表 为 y= nx 的 形式 ， 令 
A={nERInxEN} 
易 证 态 是 民 的 理想 ， 由 RR 是 主 理想 环 ， 可 知 存在 a 有， 使 
A= ta = {ralrEtR} 
由 此 得 
N= {nx|nE A}= {ra xlrE RY Lax) 
即 子 模 NN 是 由 模 元 素 ox 生成 的 答 环 模 ， 
例 3 设 M 是 可 找 环 民 上 的 模 ， 
《1) 如 果 虹 是 这 环 ， 则 名 的 所 有 非 自由 元 集合 N 是 对 的 
子 模 ， 
《2) 举例 说 明 : 如 果 环 尺 有 冷 二 于 ， 则 (1)》 中 结论 不 
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一 定 正确 . 
解 ” 令 内 在 RR 上 上 的 非 自 由 元 集 为 N， 
(1) 基本 xX,YEN，、， 则 存 相 a,bER, 人 ax=8, by=8 且 
a 堪 们 ，b 寺 0. 由 RR 是 整 评 知 : ab= bas0， 于 是 得 
ab(x— y= (ab)x— (apy biax) ~atby}=8 
总 有 xy 和， 
芳 Y rrERxEN， 册 存在 aoCR，as0，o=8, 于 是 有 
三 一 天 GOX7 = 
赦 有  rxf nN。 因 此 和 刀 六 是 对 的 子 模 . 
《2) 例 考察 环 模 ，Z。 一 慌 Zes。 非 和 月 册 元 集合 
A={0, 2, 3, 4} 
就 不 构成 子 异 ， 这 是 因为 3 -2=1EA4. 
例 CD 庶 R={(taDila,bCZ}, 对 于 Woe=iqbi}, B= 
(9062) 记 民 ， 规 定 
外 十 所 = (a+ Qabi+ ba arB= (an bibs) 
则 (R， 一 ,，*) 是 有 1 大 9 的 交换 环 ， 其 中 
1= (1,1),0= (0, 0) 
显然 y= (1 9，8= 中，1) ER 是 民 中 一 区 零 因 于， 考查 
( 环 模 ， 民 一 模 尺 的 ) ?的 阶 理想 
Op = {0 | vyEZ}A{L0} 
和 总 的 阶 理 想 
加 人 有] = (| YE T10 
所 以 y。5 是非 各 由 元 , 但 y+5= (1，1》 是 自由 元 , 故 非 自 
出 元 的 集合 入 不 能 构成 放 的 尺 一 子 模 . 
例 4 令 MM= A 中 B 是 环 RR 上 模 M 关 于 子 模 太 种 BB 的 直 和 和 
分 解 式 ， 证 明 ， 商 模 M/8 与 是 RR 一 同 构 的 ， 
解 令 :4 一 邮 / 昌 


a a=agtBEM/B, vat A 
下 而 证 明 9 是 模 上 各 到 模 闻 /的 一 同 构 上 映射 。 
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《iD 上 先 证 和 是 映射 四 

对 ovas EA， 有 to = ebptan =oEMAB。 若 Ci1 圭 
G2 则 -aa =-Q 丰 0, 故 a1 -42EB。 又 因 ANB 
= {0 于 是 得 i 霹 01:， 四 是 上 映 射 ， 

(iiy 四 证 wm 十 双 射 

对 giz 马 夸 ， 当 和 三 qz 时 ;有 一 =a 夺 0, 因 A 站 B= {0} 
故 知 ， aE A,aE 了 。 于 是 4 三 0， 再 由 一 ay=- 8 可 季 qi 闪 
站 是 单 射 ， 


YXxCM/B， 则 X=x%*+B,xCM， 再 由 MM: A 鱼 B8 可 知 


x=0+b, dA, bEpB ， 于 是 知 x = a， yla) = x, 故 钊 是 
满 射 . 
《iii) 最 后 证 保持 运算 
对 ao， ea 三 六 有 
lata) = mta = or + a toa) 
对 a 疡 AA, rR 有 


gira)= ra =ra=rgt(a) 


于 是 断定 vm 是 模 妇 到 模 M/8 的 RR 一 同 构 映射 。 襄 


站 
AMI/B 
情 5。 令 
R={(a gd) la; EZ i=1, 2, 1}y Ya= (al qa") ,B= 
(bl 六 RR， 规定 
+ at+h 人 十 下 Be 有 = ab qaba''') 
则 {RR; + .是 有 1 去 0 的 可 换 环 ， 环 模 只 是 循环 模 ， 即 
R=L(1) 
荐 有限 生 戒 的 。 试 找 出 模 民 的 一 个 非 有 限 生 成 的 子 模 。 
d= CA 0) ER 
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ar 夺 0; 则 称 n 为 的 长度 ，& 是 玉 中 长 度 有 限 的 元 素 。 记 为 
Ian =n， 令 
A={aERII(a) =nCN} 

是 民 中 长 度 有 限 的 元 素 集 合 ， 则 轧 是 RR 的 理想 ，RR 一 模 妇 是 民 
一 模 R 的 子 模 。 此 子 模 是 无 限 生 成 模 。 事 实 上 ， 对 4 的 任 一 有 
限 子 集 S= {a;}?. ,来 说 ， 都 有 非 负 有 限 整数 集 {l(a,)}?- 1， 
令 其 中 最 大 数 为 1(a;)}， 则 由 5S 生成 的 环 R 的 理想 是 入 的 子 
模 ， (S$S》 中 元 素 的 长 谋 均 不 超过 Tlai) 疹 以 A 二 (5), 5S 不 可 
能 是 模 4 的 生成 集 ， 故 断定 4 是 无 限 和 后 成 的 及 一 民 ， 

此 例 说 明 ， 循 环 模 的 子 模 不 一 定 是 循环 模 ; 有 限 生成 模 的 
子 模 不 一 定 是 有 限 生 成 的 。 
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第 五 章 。 扩 域 学 习 指 导 


一 内 容 概 要 


域 是 一 类 特殊 的 环 ， 是 第 三 章 所 讲 的 环 中 人 条件 最 强 的 环 ， 
域 的 理论 与 方程 式 根 的 理论 密切 相关 ， 读 者 应 复习 一 下 高 等 代 
数 以 及 第 三 章 的 有 关内 容 . 

对 于 域 的 研究 ， 在 方法 上 与 群 论 ， 环 论 有 很 太 不 同 ， 比 如 
在 第 二 章 我 们 看 到 ， 研 究 一 个 群 时 ， 一 般 的 是 先 讨论 这 个 群 的 
总 体 性 质 ， 然 后 再 来 讨论 它 的 子 群 的 性 质 ， 现 在 我 们 采取 与 此 
相反 的 程序 来 厂 究 域 。 对 于 给 定 的 域 ， 探 讨 它 的 各 种 各 样 的 扩 
张 《 扩 城 ) 。 乐 取 这 个 做 法 的 原因 是 基于 域 论 中 一 个 事实 : 任 
条 一 个 域 ， 它 不 是 有 理 数 域 @ 的 扩张 ， 便 是 以 素数 了 为 模 的 剩 
余 类 环 Z ,的 扩张 ， 二 者 必 居 其 一 。 而 域 8 和 Zz ;的 结构 是 清楚 
的 。 也 就 是 说 ， 如 雪 把 8 的 以 及 ZzZ, 的 所 有 可 能 的 扩张 都 研究 
了 ， 那 么 就 研究 了 所 有 的 域 。 域 论 的 内 容 很 丰富 ， 本 书 不 能 涉 
及 过 多 ， 只 讨论 几 类 最 基本 的 扩张 : 单纯 扩张 、 有 限 扩张 以 及 


它们 在 和 多项式 的 分 列 域 和 有 限 域 上 的 应 用 。 
二 内 容 分 析 
$ ] 特征 数 ” 尝 域 

《一 )》 内 容 提 要 


本 节 是 这 一 童 的 基础 。 它 告诉 我 们 ， 每 个 域 都 其 有 了 唯一 确 
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定 的 特征 数 ， 正 如 这 个 概念 的 和 名称 ， 特 征 数 确实 在 很 大 程度 上 
反映 了 -- 个 域 的 特征 特征 数 相 同 的 域 ， 有 着 许多 相同 的 性 
和 质 ， 特 征 数 不 同 的 域 ， 有 着 许多 不 同 的 人 性质 。 这 一 节 还 告诉 我 
们 ， 每 个 域 都 包含 着 一 个 最 小 的 子 域 一 一 素 域 ， 而 且 从 同 构 和 
度 看 ， 责 域 只 有 两 种 ，C@ 和 Z,。 这 就 从 理论 上 给 出 了 研究 域 的 
理论 采用 研究 扩张 的 方法 的 依据 。 信 得 注意 的 是 ， 一 个 域 所 含 
的 素 城 是 @ 还 是 Z,， 完 全 由 这 个 域 的 特征 数 来 快 定 ， 所 以 特征 
数 和 至 域 症 成 论 的 两 个 重要 的 基本 概念 。 本 节 主 要 内 容 帮 

1 给 出 三 个 基本 概念 域 的 特征 数 、 素 域 和 扩张 ， 

2 围绕 特征 数 概念 的 主要 结果 ， 

C1 域 的 加 法 群 中 非 零 元 素 的 阶 都 相等 。 当 此 阶 有 限 
时 ， 它 必 是 素数 《定理 1)》 ， 

《2) 城 F 的 特征 数 为 cc 专 之 对 于 F 中 的 某 个 非 零 元 素 
4 和 和 任 一 正 整数 站 有 na 二 0 

域 己 的 特征 数 为 卫 所 > 对 于 了 中 的 某 个 非 零 元 素 @， 了 ?是 
使 pa=0 的 最 小 正 整 数 〈 推 论 1)》 。 

3 “关于 素 域 的 主要 结 呆 ; 

《1I) 素 域 的 结构 定理 〈 定 理 2) ， 

《2) 任 一 域 都 含有 唯一 的 束 域 . 

《二 ) 扑 充 说 明 

1 关于 环 的 特征 数 

定理 1 保证 了 对 域 定义 特征 数 的 合理 性 。 如 果 把 定理 1 中 
的 域 改 为 无 零 因子 环 ， 该 定 埋 仍然 成 立 。 所 以 完全 可 以 对 无 
零 因 子 环 定义 特征 数 的 报 念 ， 交 的 书 就 是 这 样 做 的 。 另 外 ， 有 
的 书 把 特征 数 是 cc 规定 为 特征 数 是 零 ， 这 仅 是 称 睡 不 同 ， 无 本 
质 兰 别 . 

2 推论 1 实质 是 特征 数 的 一 个 等 价 定义 ， 可 用 它 来 确定 
一 个 域 的 特征 数 。 大 多 数 场 合 ， 利 用 推论 1 更 为 方便 ， 特 别 是 
采用 a = 1 米 确定 特征 数 往往 更 简捷 ， 

3 读者 以 往 熟 习 的 域 〈 如 各 种 数 域 ) 类 多 数 是 特征 数 为 
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co 的 域 ， 它 们 在 人 性质 上 与 特征 数 是 了 的 域 有 许多 差别 .在 数 城 
里 惯用 的 一 些 法 则 有 可 能 在 特征 数 为 了 的 城中 不 成 立 ， 需 要 特 
别 慎重 ， 浊 免 用 错 ， 

4 定理 2 的 证 明 步 瑞 稍 微 复 江 一些， 初 谈 不 易 马上 读 
懂 。 如 果 读 者 能 分 清 步 骤 、 仔 细 思 考 ， 最 后 一 定 能 清楚 地 掌握 
它 。 类 似 的 证 明 方 法 后 面 还 将 出 现 。 

5 定理 2 和 定 刺 3 是 本 节 的 主要 结果 ， 前 者 说 明 束 域 的 
结构 ， 素 域 只 有 两 种 ;@ 和 玉 ,; 后 者 表明 任何 -个 域 都 是 一 个 殉 
定 的 娄 域 的 扩张 两 者 合 起 来 说 明 ， 任 一 域 或 者 是 的 扩张 或 
者 是 Z ,的 扩张 ， 

6 关于 域 扩张 的 记号 E/F。 它 与 前 儿童 中 商 群 、 商 环 
《 差 环 ) 的 沁 叶 相同 ， 但 在 涵 匀 上 上 有 杞 质 区 别 ，BAF 只 表示 域 
E 与 域 F 之 间 移 关系 ，E 是 F 的 扩张 , 即 F 是 BE 的 子 域 ，E/F 不 
是 一 个 集合 ， 


SsS2 扩张 


《一 ) 内 容 提 要 

做 为 研究 域 扩 张 的 第 一 步 ， 本 节 首 先 对 已 知 域 给 出 了 在 一 
个 “大 域 ” 的 范围 内 构造 扩张 的 --- 般 方法 ， 即 漆 加 。 由 浴 加 得 
出 韦 张 不 止 是 方法 问题 ， 更 重要 的 是 ， 任 何 一 个 扩张 都 可 看 化 
龙 由 添加 得 到 的 ， 面 且 从 添加 元 素 身 上 可 以 看 到 所 得 到 的 扩张 
的 性 质 。 所 以 对 添加 元 素 的 观察 是 我 们 时 时 应 做 的 事 . 

其 次 ， 本 节 对 所 有 的 扩张 ， 给 出 一 个 最 基本 的 分 类 ， 分 成 
代数 扩张 和 超越 扩张 两 大 类 。 超 越 扩张 的 理论 已 超出 本 书 范 
园 ， 将 不 太 涉 及 ， 我 们 讨论 的 重点 是 属于 代 交 扩张 方面 的 一 些 
内 容 ， 

最 后 ， 本 节 对 代数 元 和 晤 小 多 项 式 这 两 个 概念 以 及 它们 的 
性 质 做 了 介绍 ， 这 些 都 是 研究 下 一 节 内 容 的 必 备 知识 ， 

本 节 主 要 内 容 ， 
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1 给 出 几 个 基本 概念 ， 添 加 (也 是 构 选 扩张 的 基本 方 
法 ) 、 代 数 元 、 超 越 元 、 最 小 多 项 式 、 代 数 扩张 和 超越 扩张 ， 

2 “关于 涨 衣 的 性 质 : 

《1 ) 从 男 一 个 角度 找 述 添加 (命题 1 )， 

(2) 在 域 E 的 子 域 f 上 添加 BB 的 一 个 于 集合 $3， 可 以 把 
分 成 两 个 或 有 限 个 集合 逐个 泪 加 到 已 上 去 (定理 1 及 其 推广 ) 。 

3 ”关于 代数 元 和 最 小 多项式 的 性 质 ， 开 上 的 代数 元 的 
最 小 多 栋 式 的 p(x) 唯一 性 、 不 可 约 往 雇 及 p(x) 是 FL 上 以 a 为 
根 的 任 一 多 项 式 的 因子 (命题 2 一 命题 4) ， 

《二 )》 扑 死 说 明 

1 命题 1 是 定义 1 的 等 价 定义 ,定义 1 是 从 F(S) 与 FE 的 
同时 包含 和 的 和子 域 的 关系 来 刻 则 F(S)， 而 命题 1 则 是 其 
F 的 元 索 的 形式 刻 划 F(S). 

命题 1 指出 : 


FS) = {ft sD) ES， Fo gy, 
BRL Ca 人 


Bf) DD 是 we pe 往 F 上 的 人 多项式 ，t# 是 正 整 
数 } 
最 然 foa ez 0 是 王 的 元 素 ， 间 时 g {ai, eay Us Qn) 是 
忆 的 非 零 元 素 。 所 雇 有 理 分 沽 
jl Gr sr) 
gla, 1 “9 a) 
也 是 五 的 元 素 。 于 是 F(S) 是 由 下 述 元 素 给 成 ， 对 5S 中 的 任意 
匡 个 元 过 gr ga … ,01， 职 遍 它 们 的 所 有 有 有理 分 式 ， 
2 根据 定义 ， 如 到 EF, Lal Fla) =F, 进一步 ， 对 于 
Figs Gry 请 来 说 ， 当 和 可 被 gy @i,… ,#8, 广 F 上 上 有理 表示 


《 即 及 可 表 成 ci; 的 有 理 分 式 ) 时 ， 则 可 在 添加 元 素 中 去 掉 有 ， 
即 


机 Hr}, 


F ta, Cp ns 8B} = Fiera, Uy Tn 
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3 ”关于 代数 元 和 超越 元 的 判定 

要 判定 元 素 & 是 F 上 的 代数 元 ,一 般 方法 是 找 出 F 上 以 a 
为 根 的 非 零 多 闫 式 〈 后 面 将 见 到 ， 在 特殊 情 说 还 有 其 它 判定 方 
法 ) 。 要 判定 8 是 FF 上 的 起 越 元 ， 一 般 是 用 反 证 法 ， 即 假设 在 
在 FE 上 的 非 零 多 项 式 以 & 为 根 ， 由 此 推出 矛盾 ， 

4 关于 FF 于 代数 元 8 的 最 小 多 项 式 的 存在 性 

这 是 显然 的 事实 ,只 须 对 F 上 所 有 以 4 为 根 的 非 零 多 项 式 
的 次 数 应 用 自然 数量 小 数 原 理 ， 即 可 推 得 & 的 最 小 多 项 式 一 定 
存在 ， 

5 ”关于 最 小 多 项 式 的 兰 定 

说 & 契 域 卫 的 扩 域 中 的 元 素 ，@( 是 了 上 的 首 系 数 是 1 的 
参 项 式 ， 如 果 能 证 明 a 是 g(x) 的 根 ， 再 证 明 y (Xx) 在 F 上 是 不 
可 约 多 项 式 ， 这 样 就 可 断言 p(x} 是 a 在 FEF 上 的 最 小 多 项 式 ， 


33 单纯 扩张 


(一 ) 内容 提要 

我 们 已 经 知道 ， 任 何 一 个 扩张 都 可 由 添加 得 到 。 那 么 ， 最 
简单 的 扩张 自然 是 滩 加 一 个 元 素 的 扩张 ， 即 单纯 扩张 。 本 节 将 
研究 单纯 扩张 的 结构 ， 特 别 是 对 于 添加 一 个 代数 元 的 捕 形 一 一 
单纯 代数 扩张 将 做 更 多 的 讨论 。 下 一 节 是 讨论 有 限 护 张 ， 居 时 
将 看 到 ， 任 一 有 限 扩张 可 以 通过 有 限 次 单纯 扩张 米 实 现 。 所 以 
掌握 单纯 扩张 的 结构 是 研究 其 它 扩张 必 经 之 上 路。 本 节 主 要 内 容 

i 讲述 两 个 基本 概念 ， 单纯 代数 扩张 和 单纯 超越 扩张 。 

2 单纯 扩张 的 结构 定理 (定理 1) . 

3 生字 张 F409 中 元 素 的 最 简 表 达 哨 式 以 及 Fo 中 
元 素 间 的 运算 法 则 ， 

4 “对 于 任 一 域 ， 单 纯 扩 张 的 存在 性 。 

《二 ) 补充 说 明 

1 定理 1 是 本 节 的 中 心 结果 、 其 意义 ， 首 先 在 于 它 清楚 


383 


地 上诉 我 们 单纯 扩张 的 代数 结构 : 对 于 任 一 元 素 w ， 当 《是 了 
上 的 超 克 元 时 ，F (0) 与 Fx) 等 同 ， 当 wm 是 F 上 的 代数 元 时 ， 
Ft 与 PCx2/ 《ptx)) 等 同 ， 其 中 yt) 是 4 在 F 上 的 最 小 多 项 
式 。 几 于 F(x) 及 FLxJ/ tq {x)) 都 是 我 们 已 经 掌握 其 结构 的 具 性 
的 域 ， 于 是 我 们 对 于 单纯 超 底 扩张 和 单纯 代数 扩张 结构 的 研究 
即 告 完成 

定理 1 的 意义 还 在 于 ， 它 说 明了 单纯 扩张 的 唯一 性 ， 亦 
印 ， 对 于 确定 的 域 民 ， 开 的 单纯 超越 扩张 只 有 一 个 F(x); 对 
于 确定 的 咸 F 和 下 上 的 一 个 首 项 系数 是 1 的 不 可 约 多 项 式 
外 (下 只有 一 个 单纯 代数 扩张 FFCxJ tp (x))， 其 中 gy (0) 是 添 
加 元 素 在 己 上 的 最 小 多 项 式 。 结 合 本 节 最 后 部 分 关于 单纯 扩张 
存在 性 的 论述 ， 我 们 可 以 得 出 结论 ， 对 于 给 定 的 域 FE， 存 在 而 
且 只 存在 一 个 单纯 超 档 扩张 ， 对 于 给 定 的 域 FO 和 FF 上 的 首 项 系 
数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 p (x)， 存 在 而 且 只 存在 一 个 的 单纯 代 
数 扩 张 ， 其 添加 元 素 的 最 小 多 项 式 是 p(x)， 

2 本 区 新 引入 两 个 扩张 ， 单纯 代数 扩张 和 单纯 超越 扩 
张 ， 臣 后 还 将 引入 别 种 类 型 的 扩张 。 六 引 入 一 仿 新 的 扩张 玻 念 
时 ， 读 者 应 留意 ， 它 与 已 讲 过 的 扩张 有 什么 关系 。 比 如 单纯 超 
越 扩 张 F(a)， 由 于 F(a) 仿 有 超越 元 a ， 所 以 单纯 超越 护 张 必 
是 上 节 讲 过 的 超越 扩张 。 同 样 应 该 考虑 单纯 代数 扩张 Fla) 是 
代数 扩张 ， 还 是 超越 扩张 呢 ? 这 要 看 F (8) 是否 含有 F 上 的 超越 
元 ， 而 对 这 个 问题 ， 此 刻 我 们 还 不 能 马上 回答 出 来 ， 那 就 作为 
基 案 ， 留 待 以 后 解决 。 但 应 明确 ， 这 个 问题 必须 解决 。 在 全 章 
学 完 时 ， 对 于 所 接触 到 的 各 种 扩张 之 间 的 隶属 关系 ， 应 该 有 清 
楚 地 了 解 . 

这 里 还 应 注意 ， 在 确定 两 种 扩张 之 间 的 关系 时 ， 不 机 只 由 
扩张 的 名 称 便 加 默认， 而 不 追求 从 定义 出 发 的 严格 论证 ， 比 
恕 ， 在 下 节 将 证 明 单纯 代数 扩张 是 代数 扩张 ， 而 不 能 因为 这 种 
扩张 的 名 称 中 有 “代数 ”字样 ， 就 “显然 ”是 代数 扩张 了 如， 

3 机 f 是 F 上 的 代数 元 , 其 在 F 上 的 最 小 多 项 式 为 
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(9 。 单 纯 代数 扩张 F(a) 的 元 素 的 一 般 形式 是 
fta) 
ga) 

根据 定理 2 ， 存 在 次 数 小 于 的 F 上 的 多 项 式 h(x)， 使 得 


i) 一天 
ga) Ca) 


， C9) 寺 0 


那么 ， 对 于 给 定 的 只 人 如何 求 hfa) 呢 ? 


圭 式 可 表 成 
有 (ay = fa) (g(a)) -1 
这 里 gfke) 也 是 F(@) 中 的 元 素 。 因 此 上 述 问 题 就 归结 为 求 & 的 多 
项 式 gC0) (三 四 的 逆 元 问题 。 现 介绍 求 g(a) 的 道 元 的 一 般 方 
法 ， 
由 于 go 夺 0， 有 gq (XW) 4g Cx。 再 因 y () 是 不 可 约 多 项 式 ， 
得 (gtx)，wtx}) =1T， 用 带 余 除法 必 能 求 得 wy (人 司 
区 [和 下 (2 + PUA Pex) = 1 
从 而 
ECOUuD = 1], Haute) = (go) 
例如 ， 设 8Ca) 是 8 的 单纯 代数 扩张 ，& 在 Q 虐 的 最 小 多 项 
式 为 p(X) =x 一 xX+1。 试 将 Q@ Cm) 中 的 元 素 
a tt+1l 
30 ~ 202+Q+2 
表 为 次 数 小 于 2 的 & 的 多 项 式 ， 此 处 
fo) = 人 十 将士， 于 (X) = 3 十 和 二 了 
ge 一 303 一 2002 十 站 十 2，gf( = X32 二 2 
利用 带 余 除法 求 得 w(x) = 区 (2 = -3x82-%+1 合 
ECXIUUNX)Y + mR YA) = 1 


如 = 


于 是 
《go = ua) = 
让 
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-fia {en)) = (rt roti lio=a + ata dn) 
攻 将 9(@) 化 为 次 数 小 于 2 的 & 的 多 项 式 ， 议 g(x) 除 9 (x) = 
玉 一 各 十 XX 得 余 式 hx) = 2x 一 2， 刚 
Hit) = 220—2 
4 设 Fto) 和 F(B) 征 威 王 的 单 钻 扩张， 如 果 weE BR( 包 并且 
有 EEC， 子 么 Eee = F(A). 


4 有 限 扩 张 


(一 ) 内 容 提要 

本 节 讨 论 一 类 还 较 广泛 的 代数 扩张 一 一 有 限 扩 张 ， 讲 述 有 
限 扩 张 的 性 质 。 这 部 分 内 容 与 多 项 式 根 的 理论 关系 密切 。 主 要 
内 容 : 
给 册 两 个 基 李 概念 ， 有 限 扩 张 各 无限 扩张 ， 
有 限 扩张 的 次 数 定理 (定理 1 及 其 推论 ) ， 
有 限 扩 张 必 是 代数 扩张 (定理 2) ， 
有 限 扩 张 的 一 个 充分 必要 条 件 〈 定 理 3) 。 

(二 》 补充 说 明 

1 谈 也 是 下 的 扩张 , 己 是 不 是 下 的 有 限 扩 张 , 是 由 王 做 为 
F 上 的 向 量 空间 时 E 的 维 数 来 决定 的 , 当 E 是 F 的 有 限 扩张 时 ， 
确定 扩张 次 数 CE/F) 的 一 个 方法 ,是 寻找 E 在 F 上 的 一 组 基底 ， 
看 基 确 的 元 素 个 数 。 由 于 证 明了 FF 的 有 梁 扩 张 与 在 F 上 尝 加 有 
限 个 代数 元 所 得 到 的 扩张 的 一 致 性 (定理 3) ， 使 人 容易 误 认 
为 添 恕 元素 的 个 数 就 是 扩张 次 数 ， 这 是 截然 不 同 的 两 个 概念 ， 
切 不 可 混 潮 ， 

2 ”出 定理 3 和 定理 2 直接 推 得 ， 在 六 上 添加 有 限 个 代数 
元 嘱 得 到 的 扩张 是 F 的 代数 扩张 。 这 个 结果 也 可 推广 到 更 一 
般 情形 ， 设 E/F，S 刁 E，5 的 每 个 元 素 部 是 FF 上 的 代数 元 ， 则 
F(S) 是 下 的 代数 扩张 . 

溃 实 上 ，WYAGF(S)， 由 $2 命题 1 弗 


当中 


5 


二 Fi Ea as i EO 
Es His stn 


其 中 是正 整 数 ，a, 都 是 PF 上 的 代数 元 。 于 是 F(a wz …y co) 
是 有 限 扩张 , 了 而 是 代数 扩张 。 再 因 BE Pteb ea ,01)， 所 以 
有 是 下 上 的 代数 元 。 亦 即 F4S) 是 王 的 代数 扩张 ， 

上 述 论 证 表明 ， 不 找 出 以 8B 为 根 的 多 项 式 有 时 也 能 判定 8 
是 代数 元 ， 

3 已 讲 过 的 几 种 扩张 之 间 的 关系 如 下 党 ， 


茂 的 扩张 
| - 
| | 
| 匹克 扩张 | 有 限 扩张 ， 
和 | 
| - | 
| 相 趟 扩张 代数 扩 烛 
| 单纯 扩张 
| 
| -上 | 
| 单纯 超越 扩张 单 纪 代数 扩张 
835 分 裂 域 


{一} 内容 提 帝 

做 为 有 限 扩 张 理论 的 应 用 ,本 节 介 绍 了 多 项 式 的 分 裂 域 , 主 
要 是 论证 任 一 域 上 的 r( 宇 1) 次 多 项 式 的 分 弄 域 的 存在 性 和 唯一 
性 。 在 本 书 学 习 指导 的 开始 部 分 我 们 说 过 ， 怖 罗 丽 理论 全 面 论 
述 了 多 项 式 求解 公式 的 存在 性 问题 ， 分 裂 域 的 概念 在 砌 罗 真 理 
论 中 起 着 重要 作用 ， 限 于 籍 幅 ， 我 们 不 能 介绍 佩 罗 瓦 理论 ， 然 
而 ， 丁 解 一 些 分 裂 域 的 理论 ， 对 提高 多 项 式 根 的 理论 的 认识 是 
有 益 的 ， 本 节 主 要 内 容 ，; 

i 给 出 分 钢 域 和 同 构 开拓 两 个 概念 。 

2 分 裂 域 的 存在 性 (定理 1) 。 
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3 ”两 个 域 之 间 的 同 构 映 射 在 它们 的 多 项 式 环 上 存在 同 构 
开拓 (3| 理 1) 。 

4 分 型 域 的 唯一 性 (定理 2 及 其 推论 ) ， 

《二 ) 补充 说 明 

1 定理 1 的 证 明 ， 实 质 上 是 往 F 上 逐次 淋 加 f(x) 的 所 有 
个 根 而 得 到 了 (x0 的 分 型 域 . 

对 于 具体 的 FI 虐 的 nw (之 ) 次 多 项 式 1{x?) ， 如 果 能 够 求 出 
ft) 在 F 的 一 什 扩 域 中 的 个 根 ， 那 么 把 这 个 棋 洪 加 到 F 上 
人 恒 得 到 fo 的 分 裂 域 。 

2 对 于 域 F 上 的 z(>TD 次 多 项 式 fCo ， 在 第 三 章 8 10 中 
已 经 郑 道 ， 在 的 尾 一 洲 城 里 }(x) 根 的 个 数 不 能 超过 n 。 本 节 
的 分 裂 域 存在 性 夫 明 ， 确 有 下 的 扩 域 治 好 含有 f(x) 的 4 个 根 ， 
而 且 分 裂 域 的 唯一 性 开明 ， 在 fs 的 两 个 不同 分 裂 域 里 ， 所 含 
有 的 j(x》 的 两 组 根 在 运算 性 质 上 没有 区 别 。 因 此 我 们 可 以 认 
为 ， 对 于 域 天 上 的 R=0) 次 多 项 式 jf(x)， 存 在 唯一 的 一 组 nn 
个 祖 ， 

3 ”下 理 2 是 说 ,如 果 城 F 与 F 同 构 ,0;F 衬 ,那么 它们 的 
单纯 代数 扩张 F (a) 与 (Ce) 同 构 ,0' :F(@) 兰 捷 (8 ) ,其 中 心 是 
5 的 同 构 开拓 ， 并 且 0 (a) = g ， 此 结论 成 立 的 前 提 条 件 是 a 
在 F 上 的 最 小 多 项 式 g ( 妇 在 o 之 下 对 应 着 5 在 上 的 景 小 多 项 
式 $ (2%). 

引 理 2 证 明 的 要 点 是 ， 首先 由 $3 定 寿 1 知 ，F(a) 与 
F[x3/ (p(x)) 同 构 ，FCxj/C9 (x)) 与 了 C8) 同 构 。 其 次 利用 
已 知 条 人 忻 ，o:P 涯 广 ， 在 FCx)/ (p(x)) 与 FCxJ/($ (x) 之 间 建 
认同 构 关系 。 最 后 由 闻 构 关系 具有 传递 性 ， 得 到 F(a) 与 
五 (4 ) 同 构 的 结论 。 并且 其 同 构 映 射 of 是 o 的 同 构 开拓 ， 合 
得 G (em) = 

在 证 明 过 程 中 ， 采 用 了 下 列 记号 : 

F 中 的 元 素 a 在 0 之 下 的 象 基 玉 中 的 元 素 .2 

F 上 的 多 项 式 1(x) 《 即 F[x] 中 的 元 素 ) 在 5 之 下 所 对 应 的 
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定 上 的 参 项 式 记 为 了 (x) ( 即 F [x 中 的 元 素 ) ， 
FCLx1]/ twpx) 中 的 元 素 记 为 fx) = 了 (x) + 人 y(tX))， 它 是 F(a) 
中 的 苑 素 f 了 0) 在 gn 之 下 的 彰 ， 


定 CxJ/ACP (0)) 中 的 元 素 记 为 To = 了 (oO + (P00), 它 
是 FCa) 中 的 元 素 了 (a) 在 0 之 下 的 原 象 ， 

4 ”定理 2 是 说 ， 假 设 两 个 域 F 和 下 同 构 . o;F 衬 FF, f(x) 
和 耻 (x) 分 别 是 F 和 FF 上 的 n( 污 ) 次 多 项 式 ,而 且 它们 在 0 之 下 相 
对 应 ， 那 么 它们 的 分 柳 域 FC az …, 0 和 下 (a ez …, 人 i) 同 
构 ，o7 ,F(a oz en) 兰 Bo G2,… 97) ;而 且 0' 是 0 的 同 构 
开拓 ， 使 得 f(x) 的 根 a; 在 o' 之 下 的 象 分 别 是 了 (x) 的 根 et。 

5 “省 的 书 把 分 型 域 叫做 根 域 或 分 解 域 。 


36 有 限 域 


(一 ) 内 容 提要 

本 节 是 利用 分 型 域 的 理论 讨论 有 限 域 ， 可 惧 这 尽 做 的 原因 
是 ， 任 一 有 限 域 也 恰好 是 Z ,上 的 多 项 式 f(x) =x? 一 x 的 分 裂 
域 ， 其 中 了 和 9 分别 是 E 的 特征 数 和 元 素 个 数 ， 

本 节 的 前 一 部 分 是 讨论 Z。 上 五 次 革 位 根 的 性 质 。 这 蚌 因 
为 有 限 域 的 每 个 非 零 元 素 都 是 Zz， 上 的 单位 根 ， 单 位 根 的 理论 
可 以 应 用 到 有 限 城 的 研究 中 来 。 本 节 主 要 内 容 : 

1 给 出 Z， 上 次 革 位 根 的 概念 ， 

2 ZZ。 上 次 革 位 根 的 性 质 (命题 1 一 3) 。 其 中 主要 
的 是 ZZ 的 扩张 EE 如 果 含 有 五 个 有 次 单位 根 ， 那 双 这 些 单位 根 
的 集合 关于 EE 的 乘法 组 成 循环 群 ， 

3 有限 域 的 性 质 (定理 1 一 4) 。 其 中 主要 的 是 定理 2 
及 其 推论 。 即 任 一 有 限 域 都 是 J(x) = x’ 一 x 在 Z ,上 的 分 必 域 ， 
其 中 9 和 ?分 别 是 该 域 的 元 素 个 数 和 特征 数 ， 元 素 个 数 相 等 的 
两 个 有 限 域 必 同 构 . 

4 ”有 由 域 的 结构 定理 ， 每 个 有 限 域 都 是 它 所 含 素 域 的 章 


359 


纯 代 数 扩张 《定理 4 的 推论 ) 。 

《二 ) 社 充 说 明 

1 应 注意 ZZ 上 刻 次 单位 根 定义 中 对 有 的 要 求 条 件 ; h 
是 与 P 互 素 的 正 整数 ， 对 于 不 满足 这 个 条 件 的 站 基 得 不 名 有 关 

2 ”定理 1 说明， 枉 何 一 个 有 限 域 ， 共 元 素 个 数 g 必 是 
一 个 素数 的 正 整 数 次 晨 。 由 于 整数 的 标准 分 解 式 是 唯一 确定 
的 ， 所 以 五 的 特征 数 p 以 及 EE 做 为 ZZ, 的 有 限 扩张 的 扩张 次 数 
n 都 由 9 所 趴 一 确定 。 求 E 的 特征 数 p 和 EE 所 售 的 素 域 Z, 以 
及 扩张 次 数 n ， 可 由 求 g 的 标准 分 解 式 而 全 部 得 到 ， 

进 重 由 定理 1 工 的 推论 知 ， 元 素 个 数 相 同 的 有 限 域 具 有 完全 
相同 的 代数 性 质 。 所 以 有 限 城 的 代数 性 质 几 该 战 的 元 素 个 数 所 
完全 确定 ， 

3 ”对 于 有 限 域 ， 除 本 书 正文 部 分 所 给 出 的 结果 之 外 ， 还 
有 许多 有 趣 性 质 ， 这 里 再 介绍 两 个 ， 

(1) 设 E 是 特征 数 为 p 的 有 限 城 ， 则 EE 的 每 个 元 素 的 了 
次 方 根 属于 EE， 

证 ”人 惨 E 的 元 素 个 数 为 9，F 是 BE 的 所 有 元 素 的 p 次 短 的 
集合 : F= {aE Eja= a?,aE EE})，。 显然 FCE， 

我 们 说 ， 对 于 请 中 不 同 的 元 素 a,8， 必 有 ua’ 三 8:， 否 则 由 

mt=8? 
得 

Ch 一 有 =0 ta-Bi=0, a—-A=0, a=p 
因此 ，F 的 元 素 个 数 也 是 q， 由 此 得 F=E， 从 而 YaEE， 有 
AEF， 郁 a=a*,， gE EE. 证 完 。 

《2) 有 了 腿 域 的 任 一 有 限 扩 张 都 是 单纯 代数 扩张 ， 

证 设 F 是 特征 数 为 p 的 9 元 有 限 域 ，E 是 F 的 nn 次 扩 
张 。 则 五 也 是 特征 数 为 的 有 限 域 ， 其 元 素 个 数 为 g"。 由 定理 
4 推论 知 ， 呈 是 其 素 子 域 Z, 的 单纯 代数 扩张 

F=£r (0) 
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升 素 威 之 ,也 是 下 的 子 域 ， 所 以 
了 (的 二 人) 
从 而 
E= F(a) 证 完 ， 


三 例题 竺 讲 


例 1 求 -2 二 + 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 ， 并 问 Q (他 -) 


-1 
怠 ( 让 是 石 相 回 ? 
解 令 
-人 
2 2 
2 的 共 斩 复 狐 为 
一 1 3. 
让 二 二 
于 基 


fx) (X 一 的 人- 0) = 


是 以 a 和 a 为 根 的 二 次 有 理 系 数 多 项 式 ， 显 然 1 了 (x) 在 Q 上 不 可 
约 ， 所 以 ft 是 5 在 QE 上 的 最 个 多 项 式 ， 容 易 看 出 


ieo 人 -号 ) 


人 EC 


及 


故 
Qo -31 )=-0 {21) 


例 2 设 Ei= @(24，281 )，B2= 0 (21，2tw,)， 其 中 


m= -| 的 全 。 证 时 
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(E1/0(21)) =2, (E/Q;=$ 
(Ey/ QF)) =4, (EQ = 12 
证 明 考虑 Q(21) .2s 在 @ 上 的 最 小 多 项 式 为 妇 -2， 所 
(Q(21) /0) =3 
其 次 
FE OC(2t, 2 ) = 0 有 (2 和 ) = 00 有 人 
i 在 8 (21) 上 的 最 小 多 项 式 为 x +1， 所 以 
(Ei/Q02Y)) = (0 Gl) (D/OQ C24)) =2 
进而 
(Ei/Q) = (BUG 》 (Q(21) /0) =2x3=6 
再 者 
BE:= QO(28 2 wi) -023)(280 = 0(21) 《oa 
现在 我 们 来 证 明 
GO 人 (mi) = © (24) (w, i) C1) 
事实 上 ， 显 然 miE Q024) (w, i)， 另 一 方面 ， 由 w=1， 有 
Gobp 3- (oi i,00) wD 3 (OD = 0 
故 《1)》 式 成 立 ， 于 是 
E;= O01) (@, b= Qt) (0) 0 
而 6 在 Q(2:) 上 的 最 小 多 项 式 为 x**+x+1， 故 
(QO ) (o) {062 有) = 
i 在 Q(21) (@) 上 的 最 小 多 项 式 为 x+ 1， 故 
(O24) (o) (AQ (2 和 (0)) =2 
于 是 
(E1028)) = (QO 0) (0 /0024) (0)) (C001) 
. (0) /Q (21) =2xXx2=4 


(E21 0Q) = (Ei/ QOQNY)) CO /IO dx 3 =12 
例 3 设 (K/Q) -=2， (1) 证 明 ; K::0(wa), 其 中 a 
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是 无 素数 平方 约 数 的 曲 数 ， (2 ) 设 b 也 是 无 素数 平方 约 数 的 
整数 ， 证 明 ， 当 ob 时 ， 则 Qtwa)sAQ@(twb)， 

证 明 (1) 由 (K/8) :2 知 ，K 必 会 有 非 有 理 数 d 《否则 
KK=Q， 则 有 (K/Q) = 1)。 考 虑 8 (0)。 由 于 QSQ(D)SK， 则 根 
据 $ 4 定理 1 有 

(K/QD) (QD /QO) = K/Q=2 
其 中 (OD /Q) 三 1 (否则 可 推 得 4C ,只 有 (QC) /0)=2， 于 
是 (K/Q(D) = 1， 故 K= 0(d)， 
另 一 方面 ， 由 $ 4 命题，d 在 8Q 上 的 最 小 多 项 式 p(X%) 是 二 
次 的 。 设 
PX = N+ bxt+e, been 
用 bp，ce 的 分 母 的 最 小 公 倍 习 p (x}， 得 到 整 系数 多 项 式 
fx) = 1x: + mx+n 
由 于 1(x) 和 w(x) 具 有 相同 的 根 ， 故 & 是 1{x) 的 根 。 不 妨 令 
A mtv mdin 
21 
其 中 mm - 4 了 是 整数 ， 因 为 了 不 是 有 理 数 ， 所 贞 M -41n 不 能 是 
非 负 的 完全 平方 数 ， 于 是 mi - din 可 表 成 
mi 一 dln = Kirn 
其 中 是非 负 整数 ，a 是 不 含 素数 平方 约 数 的 整数 ， 故 
mi—din =kw a 
于 是 有 


K= 0Q(d) = Q(t ein) 


-0 )- Ga ， (1) 得 证 ， 


(2) 们 bb 也 是 无 素数 平方 约 数 的 整数 ， 

如 果 b=1, 则 因 w a 二 wb =1, 有 9 a)0= (Qw Db)， 

如 果 5 关 1, 假设 0(w5)=0 (Co), 出 WBEQ0(VE)， 
由 于 1，vw 4 是 Q(t a)/Q 的 基底 ,可 将 wb 用 1，w a 线性 
表示 
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wb=rtsv ea， 站 SF 总 


进而 

b=ri+Sa+2r8 a 《※》 
由 于 5 是 整数 ， 刚 必 有 

rs 一 个 


其 中 s 不 能 等 于 零 ， 否 则 有 b=7?， 此 时 + 是 整 数 ， 因 b 才 1， 则 
+ 半 土 ]， 牙 + 必 有 索 约 数 ， 从 而 b 有 素数 平方 约 数 ， 与 题 设 迄 
盾 。 所 以 s 尖 0， 而 +=0。 于 是 《※) 式 化 为 


b= Sa 


把 s 表 为 既 约 分 数 = 一， 区 


1 
b=—;, Qa, Wb= via 
nH 


由 (Vv) = 工 有 
wla, vi|b 
因为 a, 5 都 无 素数 平方 约 数 ， 内 以 w= 只 =1， 从 而 
d=b 
与 题 设 a 去 b 相 矛盾 。 因 此 Q(w 0) 天 8 (wb )。 (2) 得 证 ， 
例 4 求 1(X) = 对-2 在 9 上 的 分 型 域 , 
解 ” 先 求 f(x》 的 所 有 根 . 由 +n 次 方 根 的 性 质 知 ,只 须 求 出 
1 的 一 个 根 & 和 所 有 三 次 单位 根 6oy@y ao2 则 os,oa wm 其 
为 1(x) 的 所 有 根 ， 三 次 单位 根 是 


, 1 ww 3. 
人 = 一 -一 
2 


人 0 = 1 ， oT 


而 x= 名 2 是 fx) 的 一 个 根 ， 所 以 f(x) = 刀 - 2 的 三 个 根 为 
区 1 一 uar 2 = A 


X23=0 RB/ 2 -Ya i) 


XI I \ 


Fs 
bw | 
[eg 
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因为 Xi Xz, 23 与 & 2 ，w 31 可 互相 有 理 典 出 ， 所 以 f() 在 多 
上 的 分 裂 域 为 
人 (xxx = QO 2，w 3D 
例 5 证 明 ， 任 一 有 限 域 必 存 在 不 等 于 它 自身 的 代数 扩 
张 。 
证 明 设 F 是 4 个 元 素 的 有 限 域 .我 们 来 寻找 FPF 上 次 数 大 
于 1 的 不 可 约 多 项 式 . 因为 YaE F 总 有 
一 0 
所 以 多 项 式 
fx = 一 + 
在 F 中 无 根 ， 从 而 它 在 F 上 的 素 因 式 的 次 数 大 于 1 ， 设 p() 是 
1 x) 的 素 因 式 ，B 是 p(x) 的 一 个 根 ， 由 于 w(t?) 的 次 数 大 于 1， 
故 BEF， 于 是 F 的 代数 扩张 ， 
F(AB) DF 


第 三 部 分 “近世 代数 习题 解答 


第 一 章 “” 基 本 概念 习题 解答 
$1 


1 解 AMmMB={2,4},AUB={1,2,3,4,6,87,A\B={1, 
3}，B\A4= {6,8), 记 在 A 和 8 中 的 补 集 分 别 为 {1,3} 和 {6,8})。 
2 证 《1) 因为 YacEA4nm4 有 aeEA4， 同 时 YpPEA 有 
bEANA， 所 以 
太 门 和 A= 及 
因为 YeEAUA 有 acEA4， 同 时 wbpE A 有 bEAUA， 所 以 
及 UU 及 = 及 
( 2) 先 证 第 一 个 等 式 。YaE (4nB me， 有 acEAnB 
县 acEC。 由 前 者 知 aE 四 且 aE B， 于 是 aE BNC， 从 而 aEAN 
( 卫 门 C) 。 男 一 方 而 YbE ANM BNC)， 有 bCA 且 bEBNMC， 内 
后 者 知 bE B 有 bE C， 于 是 bE ANB， 从 而 bE 4nmB mc。 综 
上 所 述 得 
(ANBDNC=ANBNO) 
下 证 第 二 个 等 式 ，YaE (4&4UB) UC， 有 acEA4UB 或 者 eaE 
C， 于 是 a€ A 或 者 a€ BB 或 者 aEC，。 从 而 4S A 或 aEBUC， 得 
dE AAU (BUC) . 田 一 方 而 , YbEAU (BUC) 有 bEA 或 者 bEB 
UC， 于 是 bE A 或 者 bE 8B 或 者 bCC， 从 而 b 台 AUB 或 者 bEC， 
得 bE (CAB) UC, 综 上 所 述 有 
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(AiJBY UC=AY (BUC) 

(3) YoaEAdANB 有 AcAHRac B, BaEBHE atA, 得 
aEBNA 男 一 方面 , YbE BNA, 有 有 bE B 有 bE AA， 得 bEANMB. 
故 

ANB=BNA 

Year AJB, 有 ae A 或 者 aE B, 好 GE 形成 gE A, 得 aE BULA, 

男 -- 方 面 ，wbE BlLiA， 有 bE B 或 bE A， 得 bEAUB， 政 
ALIB=BIUA 

《4) 第 一 个 笑 式 的 证 明 在 本 章 例题 选 讲 中 给 出 ， 现 证 第 
一 个 等 式 。 

vaEcAl (BN 一 >ac A 或 aC BNC—>aE A, 或 者 aEB 
且 aEC 一 >ag 4 或 oaEB， 并 且 aE A 或 EC 一 >aE AUB 并 且 
atALUC—>aE (AUB NM (ALUO). 

琢 一 方面 ，YbE (AUB)NM (AUC) 一 BGA 并 县 bE 
4UC= 一 >pE4 或 bEB， 并 且 bEA 或 EC 一 >bEA， 或 者 
be BEbEC—>pEANMN (BO). 

综 上 所 述 得 

AU BNO = {AUBDN AU 

(C5) VocAU ANB 一 30C4 或 aE4 门 B 一 >ac4， 
另 一 方面 ，YbE 4- 一 >bEA4 或 bE 4 站 了 一 >5EAUCAPnBD 。 故 
AU (ANB}=A 

YASAN| AUB) 一 >8EA4， 另 一 方面 ，YbE 4 一 >bEAA 
UB=>bcAN dB VAT (A BB =A, 


》 2 


1 解 今 
第 > 上， 0 一 > 
pm 0 1 FF 一 > 站 9 0 1 FF 一 > 六 
因为 对 于 4 的 每 个 元 素 , 在 B 中 取 象 的 可 能 共有 二 种 , 面 且 A 的 
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元 素 个 数 为 2 ， 所 以 总 共 轩 建立 2x2 = 4 个 隔 射 。 其 中 pz 是 
驱 鞋 ，q3、 吕 是非 单 非 满 的 ， 


2 证 设 A 了 B_”、C， 先 证 本 题 第 一 个 结论 。， 设 浊 

是 单 射 , 则 Wa,bE A 态 ，a 关 b 有 (ta) 闫 Ytb)， 由 于 wp 是 单 射 ， 得 
Ppp) Ap bh)) 

即 *. 
To) A Po) 

说 明 qpy 是 单 射 反之 ， 设 py 是 单 射 ， 则 Ya，bEA，、a 硬 b 有 

下 灶 (OD 才 p 小 (b) ， 即 
Pa A yb)) 

由 于 9 是 映射 ， 知 
pCa) Cb) 

这 说 明 站 是 单 射 ， 因 因此 中 是 单身 知之 9 是 单 射 。 

再 证 第 二 个 结论 ， 设 芒 是 满 肝 ，YWa” EGC， 由 于 gp 是 满 射 ， 
存在 a' EB， 司 得 gla’) = 吧 ， 再 由 于 了 是 满 射 , 则 存在 aE 4， 
司 得 小 (a) =a ， 隆 是 

Pha) = pepo = pa’) =a" 
说 明 wy 是 满 财 ， 反 之 , 设 py 是 满 射 ,Yb' EB, 令 pmp(b') = 有 EC 
于 是 存在 5G 4 司 得 9 人 pb) =b*。 而 
ppb) = pb =" =w(b’) 
由 中 是 单 射 知 
vpb) 三 可 
这 说 明 灿 是 满 射 。 
综 上 所 述 ， 是 潢 射 寺 记 py 是 满 射 ， 


3 证 设 A ,BA' 峭 ,B/，C_“ ,Dp， 由 于 gy 和 
my 有 意义 ， 则 
B= B=C 
由 于 w= pW ， 则 
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A=A! 

所 以 注 和 ww' 静 是 克 到 B 的 上 映射 其 次 YaE4， 有 
pa) = ph a) POW) = py’ Ca)) 

由 于 9 是 单 射 ， 得 
$a) = C0) 


_fil123 2 YL123 
we=(1 3 2 小 os-(3 3 1 小 w=(3 1 2 ) 
由 于 Pp! 是 《1,2,3} 的 二 等 变换 ， 了 所 信 pp, =p! 二 外 ;， 
二 1 2 6 其 余 的 合成 如 下 : 

PDPi = Pl, Pi = Pe P24 7 Ps P25 = PA 33 

届 3 四 2 二 加 5 四 3 第 3 二 闻 1， 四 3 一 时 3 全 2， P35 

仇 4 吕 2 王八 1 = Pa Ps = Pi 

Psp2 Ya, PP3 = a, PP = Ps PoPs = Pe Pspe Ps 

Pog Pa Pey3 一 前 2 Pop Ps PEs Pi Pepe Yss 


3 3 


1 证 Vix yD) x,Y), (xy YERxR, 

《1) 因 x-x=y-y=0GCZ， 于 (x,y) ~ (X,Y)， 

(2) 假设 (x, 一 (x yD) ， 则 x 一 x*，y 一 y EZ， 由 于 
整数 的 相反 数 仍 是 整数 ， 讼 x 一 x，y' -yeEZ， 即 (x'y) ~ 
{XP 。 

《3) 假设 (Cx, 一 人) ，(x yy 一 (xy ， 则 ， 
XX yy ZZ 出 于 二 整数 之 和 仍 是 整 
数 ， 故 


(XEN 一 XZ 
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(yy yy -yy 

BI (Cx, Y) ~ CX” y") 

综 上 所 述 ， 一 是 及 x 晴 的 等 价 关系 . 

2 证 Yab,ce 及 ,有 

(1) a=a; (2) 当 a=p 时 旭 b=a; (3) 当 a=b,， 
b=c， 则 a =c。 故 * =” 是 六 的 等 价 关 系 ， 

Wat 有 RR， 设 a -fxeER=al， 显 然 a = faj, 故 “=?2 所 
决定 的 商 集 为 9 = feilaE 下 上 


3 ”和 解 Z, 怡 舍 有 四 个 元 素 ，0 ，1 ，2，3。 它 是 Z 的 一 
个 商 集 。 没 一 是 由 Zs 决定 的 Z 的 等 价 关系 , 则 Va,bt 2Z: 
a~b<>a, bE LiE Za dp ti, b=dg+ i g, 8 
EZ 
即 一 是 以 4 为 模 的 同 余 关 系 。 
4 解 先 给 出 各 的 一 个 商 集 , 设 S = {a,b,c},S:= {de}，, 
则 如 = {51, S23} 是 A 的 一 个 商 集 。 设 一 是 日 所 决定 的 友 的 等 价 关 
系 , 刚 六 X,yE 有 A， 
Xx ES, ii=1L 避 2 
这 样 便 得 到 4 指 一 个 等 价 关 系 一 。 
5 解 WxyyE 上 各， 定 哆 
人 3 
一 显然 是 4 的 一 个 关系 , 而 且 一 共有 对 称 性 和 传递 性 , 事实 上 ， 
XA， 当 XxX 一 9 则 x 三 gy 寺 gy 着 7 一 XxX; 当 X 一 yy， 3 
出 x% 计 aqy YG za 要 x 一 z ,但 一 不 具有 上 反 身 性 。 aaa 
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1 解 通过 造 * 和 。*: 的 运算 表 来 定 双 siy sz。 本 题 对 si 
和 ": 不 要 求 任何 附加 条 件 ， 记 以 在 表 的 乘积 部 分 任意 奸 上 A 的 
元 素 情 可 。 如 定 立 
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1 如 
召 0 
bp 
© | 
人 ， 


则 +4; 。 "2 古代 煞 体 系 . 


2 解 


02 | 他 
一 
屏 攻 
a 
c | a 


区 记 区 
如 性 如 
如 立 如 
如 让 如 


(1 2 3,4} 闪 有 ;1 个 1 阶 轮换 《1)》 :44 =6 个 2 


2 


] 
阶 轮换 ，(12)，(137，(14)，(23) ， (24)，(34) 4 和 = 8 个 3 阶 轮 


换 ， {123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)s 


4 _ 
= 6 个 4 阶 轮 换 ，(1234), (1243), (1324), 《1342), (1423)， 


(1432), 以 上 21 个 元 素 都 是 5, 的 元 素 , 此 外 外 还 有 3 个 元 索 ， 
(C12) 34), (13) (24), (14) (23) , 令 gp1-= C1), i= (1234), Ya= 
C33) (24), pa = 二 (C1432), 则 和 的 洪 法 老 如 下 


中 1 吕 


PL 


WP ， 


介 3 


Ls 


Le 


Pp2 


D3 


六 1 
六 1 
Pa 


$3 


3 解 Z:={0， 1， 2， 3， ED 其 加 法 家 和 敢 法 吉 


分 别 为 
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十 
— 
， 上 -一 上 L 
[= 
i 


] 1 23 3 4 0 
5 5 3 4 0 1 
3 ; 4 0 1 2 


§5 


1 证 由 例 2 知 {Z: 一 Za ， 如 果 能 证 明 {Z3 ，} 
一 以 -101 和 则 由 命题 ] 恒 得 到 本 晤 的 结 i 和 令 
由 ，10 HH->0, 1 一 >1 2HF-> -1 
则 单 是 之 到; 一 1, 0, 1} 的 满 射 ， 而 目 WY x,y Zi 有 
PRY) = CX} CP) 
事实 上 ， 泊 x,y 中 有 0 时 ， 则 wp (x ,p(y 中 必 帮 0， 于 是 
PxY) = 和 (0 ) = 0 = my) 
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当 x，y 中 有 了 工时 ,不 类 一 般 性 ,可 设 x=1,， 刚 p(x) =oCT) = 
1， 于 是 
PX = my = Tm) = py) 


当 Xx=Y= 2 时 ， 则 ptxey = 和 ty = 一 1， 于 是 


gp(xy?) =(2*2)=gfl1)=ic(-1l (1) 
= PP 
综 上 也 述 得 
PZ ~ 人 人 一 101y5 *} 
再 由 例 2 和 命题 1 者 
{Z 10,1}); +.} 
2 证 令 
vii, 11;i,—ic—> -1 
则 wg 是 A 到 B 的 满 映 ,其 次 证 明 Y x,yE 有 A; 
PRY = PXI mY) 
当 x，y% 中 有 1 或 -1 时 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 x = 1 或 x= -1， 
则 p(x) = 1T，。 由 下 的 定义 知 ，p (3) p(y， 于 是 
PAP) Pp) = py) = PX PUY) 
当 x, 3 中 无 1 和 一 1 时 则 q(x) =gp(y) = 一 4， 了 而且 xy=1 
或 -1， 于 替 
PX =1= 0 1-1) =ptx py) 
访 
外: {A TB *} 
3 证 Yt{a 02593 ai ET 令 


3 好 1 要 
VP: 《站 1 个 23 Has Qa) ( 1 ?) 
人 3 映 


出 有 是 了 ,到 M， CF; 的 双 射 ， 而 且 ¥ (ois 好 39 U3 Qa), (hi, ba, bs, bs) 
EW 有 
P Card ta 7 Chis ba, ba, by}) 


=ptta+t hot bn t bast+ ba)) 
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_ d+ hb 42+ba =(9 人 2 b! bs 
全 十 ha dt p) O03 人) 1 村 2) 
= (a qs 03y04) ) + p(B bz, bas ba ) 


gfV +}{MF); +} 


4 解 假设 gp 是 {Zs +} 的 任 一 自 同 构 ,考虑 p(0)， 
由 于 YX 万 pi 


{0 rg) =p(0 +x) = mx) 
i 故 
mL0) =0 
满足 此 条 件 的 Z3 的 双 变换 共有 两 个 ， 一 个 是 恒 等 变 换 zz ， 它 
显然 是 Zs 的 一 个 自 同 构 ， 另 一 个 是 
WTOPFS>0, TIE>2, 2F>1 
现 证 明 加 也 是 23 的 自 同 构 , 具 须 证 VX,yC 2Z3 有 
TXT YY) = Nx) TD) 
当 x,y 中 有 了 时， 不 失 一 般 性 可 设 x= 0 ， 则 


NX NO t=) = 0 +nCy) = ) +n yy 
二 省) 十 下 ( 询 


当 x= y= 1 时， 则 

ntl)=n2)=1=2+2 <1)+nC1) 
当 x= y= 2 时 ， 山 

M2 FM) = 1+1 = (2)+n2) 
当 x,y 中 一 个 是 1 另 一 个 是 2 时 ， 则 p(X) ,gly) 中 一 个 是 
2 另 一 个 是 1 ， 此 时 有 


mx m (0)= 1 t2 二 和音 () 二 站 (9 
媒 上 所 述 ， 斗 保持 加 法 运算 ， 从 而 全 是 2 的 自 同 构 ， 总 之 
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LZ} + } 共 有 两 个 自 辣 构 ， 1 和。 


$6 
1 解 根据 要 求 条 件 ， 定 多 :和 "分 别 如 下 两 个 表 : 
1 | ph [出 4 | 立 心 
一 ~-- - | —— -一 — 一 —_-.— —— 
站 | b a qc a | a& b cc 
| ， 
bh | CC b | 六 c 村 
| | cc dg bb 


其 中 "满足 交换 律 ， 上 4 关于 。? 县 有 恒 等 元 a。。1 的 表 的 水 
积 部 分 对 于 主 对 角 线 对 称 ; *: 的 表 的 乘积 部 分 有 一 行 (第 一 行 ) 
和 同一 列 《〈 第 一 列 》 分 别 与 表 的 边 行 和 边 列 相 同 ， 

2 解 我 们 已 经 知道 {Z4，+} 是 交 挽 亚 群 ， 内 要 所 定义 
的 运算 。 使 得 {Zs +} 之 {A4; 。}， 那 么 {A4; 。} 便 是 交换 亚 
群 ， 为 此 ， 首 先 建 芝 Z 到 4 的 双 射 

POPS>a, I b, 2m—>c, 3—>d 
其 次 , 按 Z ,的 加 法 去 定义 的 乘法 ; YX,yE 有 4, 存在 Xx’,y' ED 
使 得 p(x ) =x，gpty’) = ?规定 4 的 乘法 为 

oo 四 (十 3 
具体 来 说 ， 对 应 善 Z; 的 加 法 表 


+ 0 1 2 3 


0 0 1 2 3 
1 1 2 3 0 C1) 
2 2 3 0 TT 
3|1 3 0 1 3 


73 


得 利 4 的 乘法 表 
。 | 5) gi) we2) wl(3) 


pi6): pl0) oll) 023》 9(3) 
pI! pl) (2) 903) 9(0) 
gf2)，9ft2) 9f3) 0) pl) 


0(3) 903) ope0) vel) pe2) 


忆 心 三 三 pb 


tt . ao bb cc 


册 于 站 是 双 射 ， 并 且 由 1) 知 ，Yx 7 E52Z4 有 
px + Y= px pty) 
故 p:{Z4+j=(445 0}, 由 定理 3 利 定理 4 知 {4; 。} 是 交换 让 群 。 
3 证 ” 先 证 %。” 满 足 结合 律 。Ya,b,cER: 
(gheec= tgth-abe=atb~-abtc— (+b-opb)ec 
=a+b+tc-ab-ac-bc+abc 
qs (bec)y = arthte— bce)=atbtitce-bc-atbie— be) 


thre-ab— a— be abc 


(asbh) oc = a° (hoe) 
其 次 验证 BR 关 于 运算 “有 和 馆 等 元 ,事实 上 ，0E€ RR 是 馆 等 
元 : Ya 全 及 有 
doa=a°0=a+0-a:0=g 
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人 


综 上 所 述 ， { 及， “是 亚 和 群 。 
4 证 用 反 证 法 。 假 萎 
:及 十 j 兰 人 尼 3 +} 


则 对 于 1€ Z， 应 有 a€ R 使 得 pa) = 1， 由 于 CG RR， 则 应 有 
NC Z 使 p(9 ) = nm， 
于 是 
oD) (人 oF) eo 
得 m= 互 . 但 -3 不 是 整数 。 此 矛盾 说 明 不 存在 {， + ] 到 
{Z +} 的 同 构 映 射 ， 


?7 


第 二 章 ” 群 习题 解 侣 
$1 


1 证 最 然 *o? 是 所 的 一 个 代数 运算 ， 
Cl) Saoybocf， 
(acbh)oc= (fa+ 昌 一 3)oC= (六 一 3 +C 一 人 
=a+(h+c-3) -3=a°tb+ce—3) 
-= O° Choc) 
故 满 足 结合 律 ; 
(2) 易 知 3 是 {G，; "} 的 四 等 元 ; 
(3) YaCG, 直接 验 算 知 6-a 是 4 在 {G 中 的 道 元 ， 
放 { 咏 ，。j} 是 一 个 群 ， 
2 证 因 g 守 0，c 直 0， 歼 ac 汪 0， 日 ac，ad + 5 均 为 实数 ， 
法 则 
(qbys (Cd) = 《cy 二 为 ) 
显然 是 各 的 代数 运算 ， 
Cl) Yabtcd ,te 1 EG, 
abiC Ceydye (ee, DI = Cob) tceycf + 
= (qce) ,在 (十 好) 十) : (ace,acf + ad +b) 
Coheed) ye (te, hf) = Cac, ad + br te, f) 
= ((acye, (Cac) f+ ad +b) = tace,acf + ad+b) 
故 aD Ce,D +(e, 1) I= CCD (c,d Ce,]) 
结合 律 成 立 ， 
(2) 显然 (1, 们 为 G 的 左 恒 等 元 ; 
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(3) VY (DEG 有 (上 -了 )C G 为 其 左 道 元 , 故 {Gi 


是 一 个 群 . 
3 证 Ya2) ,bib EGxG, 因 {G; '} 是 代数 体 
系 ， 放 虽 DiazrbD2G， 所 以 
《ay 02z》 (hsba) = Cabsanrb) EGXO 
故 1IGxG 中 也 是 一 个 代数 体系 ， 
《1) YY (asan , Chisb2), (oe) ECGxG, 因 {G :是 烙 ， 
G 的 乘法 满足 结合 律 ， 于 是 有 
CCQ 02) o Ch ba) Do e102) = Cabi, qb2) 0 Ce1s C2) 
= (Caby cs Cab C2 = a he) a2 (haes) ) 
= (os 02) °° (hicis bcs) ~ Ca 在 ?of Ch bz) oe 01, C2)) 
战 “。” 满足 结合 律 ， 
(2) 设 e 是 {G; *} 的 得 等 元 ， 易 知 (e,e) EGxG 是 人 {如 
x 人 如; ?的 恒 等 元 ; 
C3 yetEGBXGabEGy ob 有 六 元 为 oi 
Eo, (0 ,0  )EGxG， 易 知 (a ' ,bp ) 是 (ao 切 的 道 元 。 
故 { 侣 xG; 。} 是 群 ， 
4 ”必要 性 显然 ， 充 分 性 的 证 明 完 全 仿照 本 章 § 1 定理 1 
的 证 明 肝 可. 
5 证 因 避 是 群 ，sEG， Ya, bEG,， qb=bEG, 
故 “*> 是 台 的 一 个 代数 运算 ， 
《1 vab,cteerd, 
tarh) oc= Cash) oc (asb)se = as (thse) 
= a° Chse) = qo (hoc) 


故 “。 满足 结合 律 ; 
C2) 因 sEG， 痢 CC YaEC， 有 
QoS 一 DSS ~ A 


故 5' 为 {G，* 了 ?的 有 得 等 元 ，; 
C3) 了 ecEG， 有 aa =s q's!1€G, 使 


angr” = {5s :0 '§ !')} =8 


故 a 为 a 关于 “7 运算 的 右 六 元 ， 从 而 {1G; 。} 证 一 个 群 。 
6 证 必要 性 显然 ， 只 证 充分 性 . 
天 (ab)?= qbp:， 册 gb ab= na bb 
由 消去 律 成 立 ， 左 边 消去 a ， 右 边 消去 b， 即 得 
nb=ba, wahEo 
故 G 为 交换 半 群 
7 证 YobEG, 由 题 设 有 Qi=r，W=e， 冯 a=a '， 
b=b '， 又 gbEG， 则 有 
ab= (aD)!=b a '= ba 
因此 ， 避 是 交换 群 ， 
3 证 YaEG, 或 者 0: = e 或 者 到 六 6 二 者 必 居 其 一 。 设 
T={aEG| a=e}l, S={a9CcG|a:Xe} 
显 热 G=T 了 US,， 有 HTNS=$，Yacs， 出 0 专 6， 敌 4 直路 !， 而 
(a ?= (09) 7! 车 e， 施 a :ES， 又 a 于 b， 则 a ' 二 Bb"!， 故 5 中 
元 素 24，a 必 咸 对 出 现 ， 所 以 8 的 元 素 个 数 必 为 悦 数 。 从 而 工 
中 元 素 个 数 也 必 为 个 数 。 由 于 娠 = e， 枚 eET， 由 了 的 元 素 个 数 
为 偶数 知 ， 圣 少 有 一 个 元 素 5 半 e 在 T 中 ， 即 m=e， 上 此 种 元 
素 个 数 必 为 奇数 。 
9 证 央 G 是 群 ,a,bCG, 有 a ',b ! EQ, 令 x= qbeca”! 
b-，， 直 接 验 证 可 知 a” bca™'b7! 是 方程 
Xaxba = xbhe 
在 台中 的 一 个 解 。 
若 xo 是 方程 在 台中 的 任 一 解 ， 即 
X DOBC = Kobe 
由 消去 律 得 
axeba = be 
有 从 而 xe=a bco 'b!， 故 所 给 方程 在 GG 中 有 且 仪 有 -- 个 解 ， 
10 证 因 G 为 非 交换 群 ， 获 由 第 7 古 的 结论 知 ，G 中 必 
存在 0 三 e 的 元 立 ， 即 a 二 a '， 上 且 qe， 令 b=a ' 夺 ee， 那 必 
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ab = ba, 


$2 


1 证 显然 EE CS)， 故 C(9) 非 空 ， 
C1) wa,bec) ,yses, Mo= 0, bs= VP, 于 是 
(ab})s = albs) =a(sb) = (as)D= (0 b= sab) 
故 apEC(3) 。 
C2) waEcCS)，YsES， 由 = sa, 将 此 式 两 端 各 和 霓 以 
全:， 得 SI= a 1s， 从 而 a ECCGS)。 故 C5 为 群 G 的 子 群 。 
2 证 因 eSe-!=5$,eEN(S), 故 N (5S) 非 守 。YbEN (5)， 
有 bsb-1= S$S， 两 边 左 乘 b-!， 布 习 5 ，S=b-Sb 下 Db-TEN {9S)， 
号 bENS), 则 有 
(ab Ds Cab) ”1:= ob lisboa t= atb Spa t= qa 1=S 
即 eb-IG NGS)， 因 此 NN (是 G 的 子 群 
因为 S$ 的 中 心 化 子 
CS) = {x|xEG, VIECS, xsx 1— 3) 
故 Ct9) 三 N 3) 。 供 Nt9) 中 元 未 必 属 于 C5)， 
3 证 先 证 G "是 G 的 子 群 . 因 G 是 交换 群 ，Ya" ,BE 


G'”， 则 育 
a" tb ) =a" (bY)"= (a ECG 
故 G“' 蚌 的 子 群 ， 


再 证 Go 是 台 的 子 妊 ,YabE Go;y 则 有 a™ = ep =e， 于 是 
(ap DY"=a" (hb) "=a"(b") l=ere l=e 
歼 9b 了 EQ， 因此 Gooy 是 G 的 和子 群 ， 

4 证 《1) 人 尾 取 x，?E 互 ， 则 存在 自然 数 mn， 使 x* = 
1，y" =1， 令 Kk 是 m，n 的 最 小 公信 和 数 ， 即 k= Cm，n]， 册 (xy) * 
= 1， 旋 十 关于 复数 刁 法 封 亡 . 

(2) 者 x€ 瑟 ， 则 存在 自然 数 4, 使 x"=1， 旭 (xD "二 
(x") -1=1， 故 、x-!EH,H 是 G 的 千 群 ， 
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5 证 这 四 个 矩阵 是 本 意 §1 例 3 中欧 一 般 线 性 群 
CE:( 有 ) 的 有 限 子 集 ， 由 判别 条 件 3 卸 这 四 个 怎 阵 作成 群 ， 只 需 
验证 运算 持 汪 即 可 ， 


列 出 乘法 表 
e a pp qc 
e e dg bb ec 
a a ££ £¢ bb 
pb bp C 已 立 
ce ce b qa € 


由 表 知 送 算 封闭。 故 这 四 个 具 阵 作成 群 。 
6 列 出 乘法 表 


C1) (12) (C347 (13) (24) (14) (23) 


-OC 


— 一 


(1) (Ci) (0(04 (C13) 24) (14) {23) 
(12) (34) (12)(34) (1) 0 (23) (13) (24) 
(13)(24) 13) 24) (0147(23) (C1) (12) (34) 


(14) (23) ,014) (23) (13) (24) (12) (34) ‘1)， 


可 知 运 算 封 闭 。 由 判别 条 件 3 知 Bs 为 5 的 子 群 , 

7 证 Yahia nt!t,ahsa tCEaHa-l, 其 中 ,hi EH,MMoahial: 
ga * = ahiha t=oha ll EaHai. XX (aka!l) -tt ~=ah! a-l 
EaHa"!， 故 oHa"! 是 GG 的 子 群 。 令 

Pp!: hmm—>aka'! 
显然 只是 五 到 aHa ! 的 双 射 ， 故 万 与 Ha 为 同 阶 子 群 . 
8 证 Ya;bE 昌 ， 存 在 记 ij， 售 a FH,， bEHRH,， 设 i, 
Ja2 


中 较 大 痢 为 i ， 则 下 ,SH,， 于 是 a,bEH.， 因 日 ,为 子 群 ; 故 
abtEH,， 于 是 ob 人 二， 即 和 对 6G 的 乘法 封闭 ， 

到 aE 昌 H，a€ 寺 ,， 因 日, 为 子 群 ,a-Si;, 战 a+E 站。 所 
以 HH 是 GG 的 子 群 . 

9 解 S$ 生成 的 子 群 应 包 合 下列 元 素 : 

(12)?= (1). (123)?= (132}, (12) (123) = (23), 
(12) (132) = (13) 
总 (35) = 5;， 

一 个 群 的 两 个 不 同 的 子 集 可 能 生成 相同 的 子 群 。 如 取 S; 的 
两 个 子 党 S, = 1(1237)}),Ss={(132)},， Si 夺 Si, 和 (51) = (5S;2) = 
{ (1) , (123), (132)}, 

10 解 由 ob 生成 的 子 群 ， 运 算 必 须 封闭 。 其 中 必 会 有 下 


列 元 素 : 
oh 
da"0= = =© 
-1 0 -1 0 0 一 工 
0 1 “1 0 一 | 
人 
-1 0 1 0 
(oh) 
上 GT 一 = =& 
~1 0 1 0 0 1 
人 | ( 
ab = - = 
一 1 0 1 0 0 一 二 
0 | 0 1 一 0 
“(os 
] Qi-1 0 0 1 
0 1 1 0 0 —1 
= b= = =h 
"fae ( 0 中 1) (, )) 
bi=b, ab lg=c, 
乘法 表 为 
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六 


从 上 束 可 以 看 出 

C1) 百 ={fe,ap,cdfgpi 关 于 矩阵 乘法 封闭 

C2) eeybycy fs 的 道 元 为 旧 号 。od 互 为 鸳 元 。 

故 互 是 由 S = {a, 雪 生成 的 GL3:(R) 的 子 群 、 其 阶 为 8 。 

11 证 必要 性 。 设 G 的 子 集 5 是 6G 的 一 组 生成 元 ， 若 存 
在 马 的 真子 群 九 ,使 得 SS 瑟 CG。 因 五 是 -个 群 ,而 SS 五 , 故 3 
的 元 的 舌 和 莱 积 必 属 于 理 。 然 而 5 是 上 的 生成 元 集合 ， 则 介 中 
尾 一 元 & 舌 可 表 为 S 的 元 的 大 或 乘积 ， 即 中 和 任 -~ 元 4EH, 这 
与 十 是 的 真子 群 巴 户 . 

充分 性 , 设 扎 中 不 存在 包含 S 的 真子 群 . 令 8 生 成 的 子 群 
《S) = 下 ， 则 kK 守 GS。 得 由 假设 人 G 不 含 包 含 5 的 真子 群 ， 从 而 
=G， 凤 (9) = G。 这 说 明 S 是 G 的 一 组 生成 元 . 

12 证 设 4，B 是 台 的 尾 意 两 个 真子 群 ， 则 存在 @PE C， 
刁 sEA，bEB. 

下 面 分 三 种 情形 讨论 

(1) 着 a€ 8 时 ， 有 aEAUB， 故 G AU8B; 
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C2) 若 bE 4 时 ， 有 jbEAJ 了 3， 故 所 天山 日 ; 

《3) 若 a€ BHEpE A 时 ， 则 gbpE ALUB, 

事实 上 ，、 苍 ab€ B， 由 a&B，B 为 于 群 ， 则 a™1€E B， 从 而 
有 a tab= bEB， 这 与 bE 8 蔬 捕 。 故 obE8 同 理 可 证 中 E4， 因 
此 abC A 有 AUB， 所 以 GG 万 AUB, 


$3 


1 证 令 p: nF 一 >2n， YNEZ。 易 证 此 鼎 射 是 {Z， 
+} 到 偶数 加 群 的 同 构 映 射 ， 

2 证 邻 9:4FH->l 人，YAEGL(R)， 显 然 # 是 
GEL.(R) 到 及 的 满 射 。 又 (4B) = |4.B = |]Al:jB| =p(A). 
gtB) ， 故 pp 是 怠 到 G 的 满 同 态 ， 所 以 G~G 

3 解 显然 9 是 已 到 如- 的 满 射 ， 又 

Ot) 二 和 
故 匀 保持 运算 ， 

在 G' 中 由 学 e'' = ee+ritt =0,12 和 。 而 在 扫 中 日 二 
8+2k7 {KEK 和 0)， 但 gp(9) = 人 + 2kx)}，。 社 不 是 音调 ， 所 以 
多 不 是 G 到 避 " 的 局 构 上 映射 ， 币 只 基 满 同 态 。 故 在 mw 之 下 已 与 
G- 不 同 构 ， 但 G 一 G“ 。 由 是 群 知 G' 也 是 群 ， 

4 证 令 p; lo i 3or, -lo, -i 


oa， 显然 9 是 G 到 G" 的 同 构 上 映射， 故 G 兰 G' ， 由 G 是 群 知 G- 


也 是 群 ， 

5 证 YaEC(G),pt =a EG’, 下 面 证 明 : PD 二 ar 
CetG YX CG .由 站 为 满 射 , 故 有 xE ,使 xy = x', 国 a 
CtG) , 故 有 ax = 各 ,由 甲 是 马 到 G“ 的 同 态 映 射 , 于 是 有 ,qx7” = 外 
PN = DAR = pT) = (Xp 0) = ECO) 

6 证 车 G 为 可 换 群 ,y aEG, 有 9-1EG, 使 ptae- 0 = 
ta =0Q 故 和 为 满 夭 ， 显 然 ,车 Ga 于 5, 则 6: 廊 p, 冯 qta) 夺 
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(9) , 故 单 为 单 射 。 义 
piapb)= tap)y i= piali=alp T= g(a :wb) 
部 是 避 的 自 同 构 映 射 . 

反之 , 若 9$ 是 全 的 目 同 构 上 映射 。YebEG 有 ap EC， 
使 pa Da, wb)=b,. pla bl) =o D) oy (1)=ab; 及 
Ppa) = 站 (bo 1) = ba， 芍 ab = ba。 因 此 如 是 可 摸 群 ， 

7 证 (1) 车 五 是 G 的 子 群 ， 则 ptH) 非 室 , YW a’ ,b’ 
nH， 存在 a,bC 吾 ， 使 得 pta) = a ,yp 0b) = bp， 于 是 a’'b' -1= 
ma) (PP = yD = 1) , 因 ab -1EH,a'b’ 1 
CoH)y。 压 P(EH) 是 G' 的 子 群 ， 

C2) 沙 于 是 G 的 子 群 ， 则 mw (HH )? 非 室 ，WabEmt 
CH DY) ， 则 gy ta) ，gq Cp) EH', 因 H' 是 G' 的 子 群 ,四 (bp -1= 中 (5 一) 
EH’ ,于 是 plab*D = g(a pb) EH .ob 1Egq (Hy, 故 
Fp 1 (7 是 G 的 子 群 。 


34 


1 证 设 a 的 阶 为 ma-! 的 阶 为 Mm. 周 9 = ee (q- = 
(9 1 =e, 磊 9 的 阶 t 志 Ri; 反 之 ;由 人 0 了 =e 一 ea" = (DD 
= 《C00 1=e 1=e， 咸 n 志 m, 从 而 #8 = 所 ,有 即 a 与 4 1! 同 阶 ， 

设 ab 的 阶 为 n ，bo 的 阶 为 m。 由 (ab)" =e==> (ba) "= (9-1 
aba} "=g itaD) "A=a leg=e， 邦 所 所 nh， 辐 理 琴 证 # 所 wm， 故 ab 
与 ba 的 阶 相 辣 . 

2 证 着 rm =na 最 然 g" = (gq "=8; 反之， 令 机 = 
HH+TFrOsrcn 则 ar =-a = Ca:a =e 财 上 的 阶 为 
贡 。， 由 育 ? = 0， 越 hm， 

3 证 VYxEGQ， 易 证 x-!ax 与 4 同 阶 ， 邦 由 题 设 有 x-iax 
= a， 于 是 xa = ax， 

4 证 在 8 的 防 大 于 2， 则 asa"1， 否 刚 将 有 惰 = e 与 ea 
的 阶 大 于 2 下 盾 。 由 第 1 题 知 3 与 和 1 同 阶 .因此 ， 阶 大 于 2 
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的 元 素 必 成 对 出 现 。 蚊 在 有 限 群 中 阶 大 于 2 的 元 素 个 数 监 是 侦 
数 ， 

5 {Zs +} 中 0 的 阶 为 1，1 和 3 的 阶 为 4，2 的 阶 为 
2 。 {Sa; ,中 (1) 的 阶 为 1 ,C12)，(13)，(23) 的 阶 为 2， 
(123) , 132) 的 阶 为 3， 

6 证 设 G = (0) 为 循环 群 . Yx,yYEQ, 则 x=0”*， y=9”， 
xy=dan"ea" =or =a" 一 Gd = yx 故 循环 群 此 为 变换 
群 . 

7 证 设 ab 的 阶 为 kk ， 去 证 =mn。 由 于 四 =ba， 斯 以 
cabh) "=a" be pb "=e re" =e， 故 k\mn。 

XK aD =a "bo a) pi" bi", 而 (aD) "se€, 
战 b "=e, 从 而 mkm， 但 Gn,n) = 1 因此 HK， 同 理 可 证 Pak。 
青 利 用 (m,n) = 1， 有 PK。 所 也 K= mn。 即 ob 的 阶 为 man。 

若 吧 夺 bn， 此 绪论 未 赃 成立， 例如， 在 人 中 ， 取 a = (12)， 
2= 《132) ,已 知 9 的 阶 为 2 ，b 的 阶 为 3， 且 (2,3)=1, 但 ob 二 
bqa，ab (13) 的 阶 为 2 夺 2 x3 

8 证 首先 确定 由 a,5b 生 成 的 群 的 元 素 的 形状 , 因 ab= 
ba,a =e， 即 a=a 1!,a"=a 5D3=eD1=pb 故 由 ap 生成 的 群 
G= (ab) 的 元 素 一 般 形 状 为 : 

ab, m= 1 n=0,1,2 
共有 六 种 取 法 . 即 G@G= (asb) 为 6 阶 群 。 又 知 a 的 阶 为 2 ，b 的 阶 
为 3，(2,3) =1, 故 由 上 上 磺 知 ab 的 阶 为 6, 从 而 G = (a,b) = (ab) 
为 6 阶 短 环 群 。 其 6 个 元 素 表 法 如 下 

ab"=e= (gh, eb=b= (ab)!, arp? = b= (qb)?, 

ab’ = a= tab)i,ab = (gab) ,ab’ = Cab)s 

9 证 方法 一 如果 a7 基 无 限 特 环 群 G= ko) 的 一 个 生成 
元 ， 则 中 每 一 元 尼 为 oa 的 方 宅 ， 特 别 节 , a 也 可 表 为 4 的 方 
医 , 即 e (ae 7 因为 无 限 险 元 素 , 上 式 成 立 当 且 仅 当 rme = 1， 

让 r+ = 土 1。 故 无 限 阶 循环 群 只 有 两 个 生成 元 4 和 er~1。 
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方法 二 ; 得 GG 空 Z 。 上 只 须 证 Z 有 上 且 只 有 了 两 个 生成 元 邯 可 ， 
证 法 同上 上 ， 

10 证 设 a 的 阶 为 mn， 往 证 = 让 * 因 4， 夫 = 
零 r= fdr,n : dH HB fr 一 于 


(a ata) aa me (ee =e 


由 第 2 题 知 ns: . 
又 (ag)"”=a "=e， 因 6 的 阶 汶 nn， 敦 rm 一 > dn drim 


蓄 


一 HI 但 (ri = 1 =—> mi， 即 -Ne, 故 m = 可 。 肥 a" 


1 
的 阶 为 要， 


11 证 若 作 ,四 =1， 由 上 题 知 a' 的 兴 为 Rh ， 夫 (a=G， 
a 也 是 避 的 生成 元 。 反 之 ， 若 a' 为 电 的 生成 元 ， 则 wa= {a')"= 
a'“， 因 2 的 阶 为 nh ，. 上 上 式 成 并 当 且 仅 当 rm -1， 即 rm-1= 
na 了 或 rmt 一 ng=T， 所 以 个 ，p) = 1 
12 解 ” 由 上 和 蓝 知 Za 的 生成 元 共有 4 个 为 :1 ，5，7， 
11。 子 群 共 有 全 为 
Hi={0}, Hi={0, 6}- (68) 


13 证 分 两 种 情形 
(1) 莉 G = (ao) 是 无 限 阶 循环 群 ，G= {9) . 令 
Praya" VmEZ 
显然 四 是 避 到 GG 的 满 射 ， 且 
Plaa = pa aM a "a -ya pla') 
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放 台 一 后” ， 
2) 车 号 = oa 为 站 阶 循环 群 , 划 的 阶 为 由 an 
G， 令 
多 a" a 当 有 仪 当 避 = ngi+r 0s<m<a， 易 若 
P 是 局 到 G' 的 满 射 。 又 
时 一 
设 m+r=H8+r 0 和 Er<hn， 则 
Ht t= mg: t 2) titra=#td + dt) +r 
于 是 
PY = Da a 0 
= 有 


放 G 一 避 
节 
另 法 :由 循环 群 的 构造 定理 知 ，G 关 Z，Z, 兰 G7 . 只 要 证 


由 时 旬 
闭 2 民 一 和， 即 有 SG 庆 Z 一 工 , 兰 如 :从 而 G 一 后 。 茵 证 Ym 


[> 了，P= n+r，0<r<n 是 Z 到 Z, 的 同 态 映 射 。 于 是 0 = 
193% 和 是 @G 到 如 的 同 态 映射 . 


党 
1 证 若 G 守 OG/ ，YaEfgG, 
PP: a >a 


则 有 a”= e<- 污 we "=e'， 瑶 4 Hq! 有 相同 的 阶 ， 


着 G~G/， 刚 可 出 a" = e 推 出 a "= e', 反 之 未 必 成 立 , 这 说 
朋 a’ 欧 阶 是 & 的 阶 的 约 数 ， 两 者 不 一 定 相 间 ， 

例如 ，C= {1,i, 一 1, 一 说 ,G = {1 一 1} .由 第 一 章 35 习 是 
2 若 ， 在 上 映射: : 土 1 一 > 1， +i> 一 之 下 各 一 全 好 中 
-1 的 阶 为 2 ,但 一 1 的 象 为 1 ， 它 的 阶 不 等 于 2 而 是 1， 芯 
土 i 的 阶 均 是 4 ,而 它们 的 象 - 1 的 阶 为 2， 
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1 证 设 所 给 变换 的 集合 为 T(R)。 首 先 证 明 T{R) 中 性 
一 变换 p。,, 皆 为 及 的 双 变 换 。YxE R， 有 y= 二 x 一 卫 ER, 


使 pp (2 =a( 二 x- 二 )+6= =x， 帮 ps 为 R 的 满 变换 ， 又 


立 


若 xx 二， 显然 ax +b 寺 ay 二) 加,,，， 为 有 的 单 变换 。 从 而 中 。，， 
为 及 的 双 变 换 。 

员工 (县 ) ,Wgp, ,ps a CN) = (Pe ss CX)) 
= eXtra = atext+t +h=acxt+ (qd +b) ,Hat0, cE0, 
有 ac 过 0， 故 了 (有 ) 对 于 变换 乘法 封闭 ， 

《1)》 变换 乘法 显然 满足 结合 律 ， 

《2)》 易 见 Ix; x > x 是 T(R) 的 恒 等 元 ， 

C3) 了 ossET(R)I， 若 有 ysET(R)， 合 bye 
=Tr, 由 poy pes CX) = psa lax+h) =caoxt+chp+do1, (x) 


=X， YXER, 得 cqa=1，cb+d=0， 由 此 知 c=,d= - 2.， 


故 T(R) 中 每 一 元 p,,s 蕴 有 道 元 为 pk ,2 。 
所 以 TCR) 作成 一 个 变换 群 . 


取 :一 x 车 1，pzy0!: 上 >2x， 册 有 
PL Pa0 tN) = 2 十 站 0 (xX) = 2 Cx +1) 
量 然 pinrpzao 王 Pao0rPnt， 因 此 T (有 R) 不 是 交换 群 ， 
2 证 设 : 是 变换 群 口 的 恒 等 元 ，YrtEG， Tt 是 集合 
丰 的 双 变 换 。 因 此 YaE A 丰 ， 有 元 bE A， 使 得 ttb) = a。 于 是 
£0) = BETH) = er(b) = Th) =0 
区 为 恒 等 变换 ， 即 e = 卫 ， 
3 解 Yo prErTr， 其 中 
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pa x DH Xtra 0 Px > x+ b,0) MMP, 
(x) = ps KR) = pa (x+b,0) = (x+b+a;0)i 才 psp, 
= 外 ,ET.T 对 变换 乘法 封闭 。 
《1) 结合 律 显 然 成 也 
C2) po! (x,Y) | 一 > (xy0) 显然 是 了 的 恒 等 元 ; 
《3) Yo CECT, 有 Ys ET, 人 yp- op = Pos By 1 = 和 
该 了 关于 变换 乘法 作成 群 。 
由 于 TT 的 恒 等 元 po 不 是 恒 等 变 横 ， 由 上 题 绪论 知 了 不 是 变 
换 群 ， 显 然 平面 TT 上 的 点 (x,; 了 有 ) 在 p ,之 下 设 有 原 象 ，y, 不 是 双 
变换 ， 


4 解 令 e=(01) a=(0 bn -路 


c=(5， .利用 G 的 元 ,按照 8 5 定理 2 的 方法 仿照 8 5 例 


.大 上 一 


故 
“(eane)-(t231)-0 
r=(e 20)={, 1 1 4 )- (12) (34) 
人 的- ave 
(Ee)- (12) ao es 


人 ={ffrvroyriyro (01) , C12) (34), (13)(24)，(147(23) 1 
=B 即 为 与 分 园 构 的 置换 群 ， 
5 证 令 a3:poshr> (ab 易 证 5 是 第 1 题 中 的 变换 
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群 TtR) 到 3 1 习题 2 中 的 群 避 的 同 构 映射 。 


§6 


1 解 显然 H =eH 是 GG 的 -- 个 左 障 集 ， 车 囊 的 左 陪 集 aH 
也 是 G 的 一 个 子 群 ， 则 e EnH,， a leEa itaH) = 日 , 故 aEH、， 从 
而 ao 吕 = 五 。 放 五 的 所 有 堪 障 集中 只 调 互 是 已 的 子 群 。 

2 解 ” 两 个 实数 a,b 注 于 五 的 同一 陪 集 当 且 仅 当 ~ bE 
H， 故 GG 关于 是 的 每 一 陪 集 都 是 由 相差 为 加 数 的 实数 组 成 的 。 
知 把 每 一 实数 看 成 煞 轴 上 的 一 个 点 ， 则 每 一 陪 集 是 这 样 的 点 的 
集会; 这 些 点 都 以 相似 位 置 分 布 在 以 整数 为 端点 的 各 个 单位 区 
疗 肉 ， 如 …， -1.9, -0,9,0.1,1.1,2.1,… 在 同一 陪 集 中 ， 而 
0,.1 和 0.2 在 不 同 障 集 审 。 各 陪 集 的 代表 可 取 做 去 闭 右 开 区 尊 
[0 了) 的 也 有 奖 数 ,50, 人 中 任意 两 个 实数 注 于 五 的 不 同 陪 集 ， 
总 HH 在 忆 中 的 指数 为 无 限 ， 

3 证 护照 (1} 一 (2) 一 >(3) 一 (4) 一 >(5) 
一 人 10) 一 (1) 的 顺序 证 明之 ， 

1) 一 (2) 轩 玉 是 子 群 ， 由 b-igCH 得 人 b-10) -1= 0 地 
EH., 

(2) 一 (3) 出 a* 雪 E 昌 ,有 Rh' EH 全 a-!b=R/ ,所 以 b= 
ah’ EaH. 

(37==>(4) 由 bEo8H, 有 hk”"EH 俩 b= ah ,所 以 a= bh”! 
EbH., 

(4 一 >(5)》 出 aCbH 有 a= bh, 从 而 oH 三 bH, 侧 b= ah-!， 
故 有 8 三 ao， 于 是 得 到 ao = bH. 

(5) 一 >(6) 由 gH=b8H, 至少 有 aa，pEagnas， 故 
aH NbHt#, 

(6) 一 >(1) 著 a8H 门 BH ， 设 xEaBHNbH, 则 有 x= 
ahi= py 三 百 . 从 而 有 bi- hh-1CH, 

4 证 因素 数 了 >]， 在 G 中 有 wae, (是 如 的 子 群 ， 
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其 阶 为 mm， 由 拉 格 朗 晶 定理 知 m\p。 易 见 评 六 1， 香 则 6= e， 
故 站 = pp。 上 所 以 避 = (tw), 

5 证 YageGI 人 为 召 的 子 群 ， 其 阶 为 严 ， 即 上 的 阶 为 
中。 由 拉 格 闭口 定理 知 让 SEE， 即 由 = my， 厂 9 = (a*) "= ee。 

6 证 只 要 证 H 人 站 K 的 阶 为 1 即 可 。 

7 证 设 Qi 和 8; 分 别 是 Hi 与 ;的 商 集 ， 其 元 素 个 数 为 
m 和 nn 。 设 日 为 HL 站 H; 的 商 集 ， 去 证 : Ya TD) EQ， 必 
有 atHiT H2) = aH NM aH;. 

事实 上 ，YanEa(HiN 站 Hi), hEHN HhCH, heEH,, 
有 ah EaoH,ahEolf,. 故 ah Ea ofH; ,a(tHi (Hi} CaHllaH;, 
把 之 ,VYxEaHi 人 aHxE aHi,xtaHy, 于 是 有 hEH, ht Hi, 
使 x = ahi=ah:。 由 消去 律 有 加 = Ri， 共 及 EE 有 站 昌 ,于 是 xE 
atHi Hay, aHillaHic-atHifl Hi) , 因此 a(H NN FH} = aHi 人 NN 
aH:。 此 式 表 明 Hi 门 Hi 的 任 一 路 集 (8 中 的 任 一 元 素 ) 都 可 表 
为 再 的 一 个 陪 集 (如 中 的 元 素 ) 与 H: 的 一 个 队 集 (1 中 的 元 洪 》 
的 奖 ， 而 这 种 形式 的 灾 最 多 有 m:n 个 ， 故 日 的 元 娄 个 数 是 有 限 
的 。 

8 证 已 知 $ 为 非 实 饥 群 ， 显 然 一 阶 群 1e} 为 交换 群 .又 
知 阶 数 为 2，3,，5 《者 数 ) 阶 的 群 都 是 循环 群 ， 故 为 交换 群 ， 
剩 下 只 须 证 明 4 阶 群 如 是 交换 群 ， 

如 采 安 中 有 + 阶 元 素 ， 则 已 是 循环 群 ， 从 而 是 交换 群 。 如 
果 G 中 无 4 阶 元 素 ， 则 元 案 的 阶 必 为 1 或 2， 所 以 YxEG 总 
及 =e。 由 1 习题 7 可知 G 是 交换 群 。 故 53 是 阶 数 最 小 的 
非 交 换 群 ， 

9 证 只 要 证 表 6 阶 群 中 必 有 阶 为 3 的 元 即 可 。 名 中 非 
恒 等 元 的 元 的 阶 不 能 都 是 2 ， 否 则 ，G 为 交换 群 ， 且 H = {e,a， 
b,abl} 为 GQ 的 4 阶 子 群 ， 但 46 ， 与 拉 阁 朗 日 定理 矛盾 。 破 G 
中 必 有 阶 不 是 2 的 元 g 。 由 3 6 定理 3 知 ，& 的 阶 只 能 是 3 或 
6 。 才 g 的 阶 汶 3 ， 则 KK= {外野 为 G 的 3 阶 子 群 , 车 g 的 阶 
为 6， 则 口 = Cg》 为 循环 群 ,此 时 ,KK:- (8g) 妈 为 3 阶 子 群 . 
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10 证 在 女 中 任 取 as 拓 e， 由 86 定理 3 和 代 虽 的 阶 是 
P "th)， 显 然 oa* "的 阶 为 PP 。 故 H = ka 所 是 G 的 阶 为 忆 
的 于 群 ， 

11 证 和 根据 § 6 定型 3，+ 阶 群 召 的 元 素 的 阶 只 能 是 1， 
2,4。 下 分 两 种 情形 

《1 车 台中 含有 阶 为 4 的 元 素 上 ， 出 G= (为 4 阶 循 
环 群 

《2 若 忆 中 不 含 阶 为 4 的 元 ， 则 除 恒 等 元 2 外， 其 余 各 
元 的 阶 均 为 2 ，G 必 为 交换 群 C$ 1 习题 7) 。 设 G = {e,a,b， 
c7。 可 忌 断 言 ，ab 志 9。 如 果 ab=a， 和 由 消去 律 得 5=e， 这 与 GG 
为 4 阶 群 下 年 。 同 理 ab 志 bhb， 又 由 于 a,b 的 阶 均 为 2 ， 其 道 元 为 
自身 ， 故 ab 夺 ee， 因此 必 有 ab = ba = c。 同 桩 可 证 : gc = ca=b， 
bc = cb=g， 叉 ==0=B8g，。 于 是 避 的 来 法 表 为 


+ e a b C 

e ee 立 h [a 
1 

a | a Ee 全 已 
| 

tb ] b 它 安 在 

Cle b a e 
| 


而 BB 的 鳞 法 表 为 
| {1) (12) {34) (13) (24) (14) (23) 
(1) | (1) 《12) (C34) (3) (C24) (14) (23) 


C12) C34) (12) (34) (1) 《14) (23) (13) C24) 
(13) (24),. (13) C24} (14) (23) {1) (12) (34) 
(1i4) (23)| (4 (C23) C3) (C624) (12) (34) (C1) 
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perm>(t1), a b> (2) 034) 

br (2d) cm (14) (23) 
显然 nm 是 局 到 的 双 射 ， 从 上 面 两 张 乘法 表 完 全 重合 癌 基 是 
全 到 B 的 同 构 上 映射 。 页 


好 兰 万 


$7 


1 证 设 Hl!，H; 是 群 @ 的 两 个 正规 耶 群 已 知 Hi 人 H; 
是 GG 的 子 群 。 wgEG,hEHI"MH:: 有 RC Huhe Hi, ghg-leE Hi, 
ghg 人 它 HH;. 从 而 有 gh8" 二 CHiNnHs， 故 Hi 个 Hl 是 GG 的 正规 子 群 ， 

2 证 运 H= 4e; 呈 是 GG 的 二 阶 正规 子 群 ,显然 EE CG). 
vgEG， 由 囊 为 让 规 子 群 ， 有 gag"!1E H.。 若 gag-!=e, 则 a=&， 
这 与 a 三 e 不 合 。 丢 必 有 gag"!= a,ga = ag; 故 a CCG)。 得 到 HE 
CO), 

3 ”由 正规 子 群 和 正规 化 子 的 定义 结论 是 明显 的 . 

4 证 任 取 H 的 两 个 左 陪 集 g9，bH， 先 证 aH:bH = abH， 
由 题 设 qH'bH 是 一 个 左 障 集 ， 设 aH'bH = cH, 则 ob = ae*be EaH* 
bH， 从 而 有 abE CH. 于 是 abH = cH， 故 aH:bH = abH.， 

vheEH, aEG, 有 ahra lhE aHag.1H = (aq DH=H, 所 LW 
aha"!€EH。 故 HH 是 的 正规 子 群 . 

5 证 由 $2 习题 7 知 ，YafEG,aHa! 也 是 安 的 x 阶 子 
群 ， 再 由 题 设 有 aHa-!1= 吾 。 故 互 为 如 的 正规 子 群 , 

6 证 因 4 是 正规 子 群 ，YgEG, 有 g4= Ag,， YaE 有 A， 
存在 a 盛 切 ， 使 gg- a'g。 于 是 Yab，aibiE 4B， 有 

ab} (Cap) = atbad bi =ata Dhi= (aai) (bh) EAB 
b=b ilo T=a pb 1cAB (因为 a-!E A) 圳 刀 B 是 局 的 一 
个 子 群 . 

7 证 算是 知 4B 是 G 的 子 群 ,下面 内 证 AB8 是 G 的 正 
规 子 群 。 
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YEEG, betAB, qeA, beB. 有 i 

gtah)g = (gag 1!) (gbg') CE AB 
故 48B 是 怠 的 正规 子 群 。 

8 证 由 3 2 习题 8 知 冬 为 G 的 卫 群 。YaEG,hEH,， 
存在 i， 使 hEH,， 由 HH, 为 G 的 正规 子 群 ， 故 aha-1EH,， 从 
而 gha mi 毛囊。 故 玉 为 如 的 正规 子 群 ， 

9 了 G5, N=B={(1), (12) (34), (13) (24), (14) 
23)}, K={(1), C13) (21)}, 

已 知 六 = BB 是 G 的 子 群 ， 下 证 N 是 避 的 正规 子 群 ， 


1] 2 ES 


Pi 


vo ( 


-1 
)az cnr PY) i) (bid EN 


( ] 234 
| 


iisia 


一 上 
) a3) (20)(, 2 3 ") i) (hiD EN 


1 13 73 ia 


( 12314 
iz la i 


, : 
ery (23){ 2 3 !) i) (dy) EN 


11 1 is i 


(0 2 3 了 
由 此 说 骨 ， Va, YRCN,ana 1CN,. 故 N 为 避 的 正规 子 群 ， 
因为 六 为 4 阶 灾 换 群 ， 胡 其 子 群 是 六 的 正规 子 群 。 但 天 
却 不 是 GG 的 正规 子 群 。 因 为 
(23)C (13) (24I{(23) "t= (12) (34) EK 

10 证 易 证 H 古 如 的 正规 子 群 。 若 G/H 是 循环 群 ，aH 是 
GA/H 的 生成 元 ， 则 G 中 任意 两 元 g1/， gy 必 有 giE ‘aH}y'’=a''H, 
aH) = a" 及 ,于 是 g1=a' 有 hg;=a'hzy 轴 ，j 全 日, 注音 到 
HH 中 的 元 与 局 中 元 可 交换 ，a"' 与 a' 可 交换， 于 是 

Big2= a ‘hia’ hy = a' ‘ha' hi= gg1 
故 妇 是 可 换 群 。 

ll 证 《1) 因 e>eeele-1， 故 eEC。 (有 限 个 换 位 于 
的 乘积 ) 。 (有 限 个 换 位 子 的 滋 积 ) = 有限 个 换 位 子 的 乘积 . 故 
二 对 安 的 乘法 封闭 。 

由 于 kabe 91= papmle 作 是 换 位 子 ， 故 有 限 个 换 位 学 
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航 深 各 的 道 元 仍 基 丰 限 个 欣 位 节 的 乘积 . 即 芷 cGEC, 则 c CC 

上 放 C 是 侣 的 子 秤 (其 实 C 即 由 所 有 换 位 子 牛 成 的 子 群 ). 
下 证 CC 是 G 的 正规 子 群 。YcEC,gEG, 出 gcg"!c-1EC 有 

gceg-lcrlcceD， 即 gcg-iEC。 均 已 为 怠 的 正 需 子 群 。 

C2) YaC, gEG/C, 由 

ICE 8 Cpr C=BE8 Bg CC 
故 
BCrgaC = gCngC 
即 G/CC 是 交换 和 群 。 (注意 CC 是 GJ/C 的 恒 等 元 ) 

(3》 设 aba-1b"! 为 任意 换 术 子 ， 由 G/N 为 可 换 群 ， 故 
aN*bN= =bNaN, RaN*bNa IN:bp iN=N 
aba™ib-1IN=N 

这 就 推出 apa-ib-EN， 从 而 CCN， 
12 证 对 ?用 数学 归纳 法 ， 
当 n= 2 时， 命 蚌 显然 成 立 ， 
假设 对 m< 时 命题 成 立 ， 去 证 当 玫 = mn 时 党 题 也 成 立 ， 
取 aEG， a 二 e。 设 4a 的 阶 为 kk 则 nn， 如果 pk ， 则 


b= of 的 阶 为 p， 于 是 命题 成 立 ， 如 果 p fk, 办 G 是 交 斤 群 , 故 


(是 全 的 正规 子 群 。G/ (a) = G 为 交换 群 ，G 的 阶 数 mn<n， 
且 m\n， 由 于 mk = 天 = BSP 但 p 二， 故 必 有 了 aa。 由 归纳 
假设 各 中 存在 阶 为 p 的 元 c， 由 ec = ef -ee 为 @ 的 恒 等 
元 ) ， 可 知 c*E C0, 因 ({Q@) 为 k 阶 铂 环 群 ， 放 (ec 中 :=e， 邑 
GCC ) =e， 由 了 为 素数 ， 故 c 的 阶 或 者 是 或 者 是 1， 若 c* = 
e, 有 cf=-e 即 5 = e， 而 6 的 阶 为 p， 故 有 p\K, 这 与 p 14k 
六 盾 。 此 艺 盾 表明 ec' 的 阶 为 p ， 即 命题 对 任意 nt 均 成 立 ， 

13 证 充分 性 是 明显 的 ， 只 证 必要 人 性 。 设 G 的 阶 是 一 个 
台数， 在 恕 中 取 一 个 元 品 6 专 ee， 如 果 a 的 阶 小 于 扎 的 阶 ， 那 
么 ，2 生 成 的 循环 群 就 是 台 的 一 个 非 平凡 子 群 ， 如 果 a 的 阶 等 
于 局 的 阶 H#B， 取 的 一 个 真 约 数 大，1<k<n， 令 b=a'， 
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那么 。 上 4b 就 是 忆 中 一 个 阶 小 于 万 的 非 民 等 元 ，( 凤 就是 的 一 
个 非 平凡 子 群 。 


$8 


1 证 显 热 9 是 全 到 自身 的 映射 ，Ya,pEG , 因 避 是 疝 
狐 群 ， 所 以 有 
wab) = (ab =a b= (a wD) 
故 和 是 所 的 自 同 态 映 射 ， 
im = {a [aE GG} ,Kerm = {xE GIx!: = e} 

2 证 必要 性 ， 设 to = 的 )， 节 pl pb = 人 
人 b= glob 1D) =e’， 长 ab EN， 则 a,b 在 NN 的 同一 障 集 中 ， 

充分 性 ， 若 a,b 在 N 的 同一 陪 集中 ， 妈 ap™1CN, 出 g (ab 1) 
= papmb DD) = pa PD T= ee , 故 g (9) = mtb), ha,b 在 富 / 
中 有 有 相同 的 象 ， 

3 证 YhkEHK， 其 中 hEH, kGK,， 

PARK = POPE = mh)e’ = oh) En HKS 
pH) (le! 是 日 的 恒 等 元 ) 。 

YXEP lip Ny 6 Ey CH , 故 存 在 hEH, 司 jp (x) = 
pH, 于 是 ph = ph Dp = 和 ligtx) =e , 故 hlx 
EK， 郧 在 在 KEK， 司 hlx=k, 妇 x=hkEHK,。 故 p(y( 邓 D)) 
CHEK, 从 而 pi (Pp (H) = HK 

显然 当 五 K 时 ， 有 m712 (DD) = 五 ， 

4 证 由 题 设 条 忻 P 是 G 到 G' 的 满 语 态 映射 , 故 中 是 女 
到 GG' 的 同 构 映 射 和 > 9 为 单 射 。 

若 中 为 单 射 ， 邵 pa =m)， 米 有 a=b，。 YXxEgrEe 7 
交趾 (7 二 te) 二 Ee ， 邦 X=e， 台 pi(e’) = fe}, 

反之 ， 荐 pp Le ) = {e}。 Ya,bEG,， 洲 (0 = 由 (的 ， 册 
POPP) = pabl) =e’ ,Kab"iC pile’) = Tely 即 ap-1= e， 
于 是 a=b， 因 此 PP 是 单 射 
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5 证 {1) 由 $3 习题 ?7 已 知 y (HH) 是 6G; 的 子 群 ， 只 
证 9 (8H) 是 G; 的 正规 子 群 . 

Vg Gh EPH) ,MW 在 在 gt€ G1, hE Hi, 使 得 p (8) = 8 ， 
ph) =h'， 于 是 

gh’g tl: paph) pe i pa mp el) = pghg !) 
因 玉 ,是 G1 的 正规 子 群 ， 故 ghg“!1E Hl， 从 而 g’' hg "= plghg ') 
EP ， 需 Pp (Hi) 是 ;的 正规 子 群 . 

(2) YEEG, hEP TH, Motg}, pm! EG ph) 
EHz。 而 

vghe dD) = oe mh pe ) :pa Ph) (WB 1E Hd 
ghg 1 p18H2) , 即 pg (CH2) 基 局 的 正规 子 群 ， 

6 证 设 避 是 单 磅 ，G' 是 的 同 杰 象 ，N 基 同 态 核 ， 
则 NN 是 G 的 正规 子 群 ， 由 GG 是 单 群 ， 故 NN 或 是 恒 等 元 群 ie} 或 
大写 

车 N= tel， 则 G= Cel 关 G  ， 故 如 为 单 群 

若 六 =G， 则 {G = G7G 关 G' ， 故 如 为 恒 等 元 群 . 

7 证 由 同 态 基本 定理 知 ， 群 G 的 任 一 同 态 和 象 必 同 构 于 
其 商 群 ， 而 商 群 完全 由 和 的 正规 子 群 所 类 定 ,已 知 Z1; 为 循 
环 群 ， 它 有 且 只 有 6 个 子 群 《局 34 习 是 12) ,显然 皆 为 正规 子 


2, 4, 6, 8, 10}= (2), Ho= Zi 

由 G : Ziz 和 其 正规 子 群 决定 的 商 群 为 

G/HiI=G= ZnyG/H;= {Hi, 1 + Hy, 2 + His 3 + Hy, 4 + 
Hz, 5 +H2} = (1 +H ZG/Hy= (Hs, 1 + Hy, 2 + Hs, 
3+Hl= Ct +HITZIG/H-: iHi,l+ Hs, 2 + Hi}= C1 
+ HOSZ3, G/Hs= {Hs, 1+Hs}s2;3 G/He= {Zn}{0}. 
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碎 同 构 观 点 看 ， Ziz 的 所 有 同 态 象 即 它 的 所 有 商 群 ， 共 有 
6 个 部 是 循环 群 ， 

乙 知 全 = 共有 6 个 于 群 ( 岂 $ 6 下 次 )， 

Hy= {DD}, Hi {1), (12)},.Hs= {(1), (13)} 

Hs 1{(1), (23)}), Hs ={(1), (123), (132)},Hs = 5 
其 中 只 有 HL,Hs,Hs 为 53 的 正规 子 群 ， 访 5; 的 同 访 象 〔 从 同 构 观 
点 看 ) 各 且 只 有 3 个 为 


向 3 S/Hs = {Hs:, (12)H;} 守 ZH 


8 证 设 na\nm， 二 2 辣 ; 因 人 是 征 环 群 ， 破 G1 有 3 阶 子 
群 是 ， 卫 五 是 正规 子 群 。Gw/H 荐 r 阶 循环 群 ， 而 :也 是 n; 阶 循 
环 群 , 谍 有 9 :G1/H 宇 G3. 另外 ,存在 G1 到 Gi/ 坟 的 自然 同 态 了 ， 
Gi~GAH, 令 y¥ =Pf， 则 有 名 :Gi 一 Gi， 


反之 ， Gi 的 核 为 N. 出 同 态 基 本 定理 知 GAN 
兰 如 rr， 于 是 Gy/ 的 阶 数 为 pz, 即 在 台中 的 指数 为 ha, 故 ma 。 

9 证 YHCGA, 因 互 是 怠 的 子 群 ， 所 以 中 (再 ) 是 安 " 的 子 
群 。 故 巾 :五 (四 是 太 到 A' 的 岗 射 ， 

vVHGEA 人 SH= 9 1H") = {xC 人 Clo EH'Y MH 是 G 的 
子 群 ， 且 堪 忆 及 ， 因 为 YEREK, 有 gg(K)=e' EH 一 SkEHo—S> 
KH， 交 二 是 的 含有 天 的 子 群 ,HEA,qyCH) =H', 从 而 PP 是 
4 到 4 的 满 射 ， 

由 本 节 习 题 3 知 当 昌 二 K 时 ,有 gity (DD)) = 日, 设 二 ,Hi 是 
态 中 两 个 7 型 守 H;, 则 pg (HD) -p(tH2) 如果 gq (H1) = (Hy2)， 
那么 p19 (HD)) = gp 1(9(H2))， 于 是 本 = Hl。 矛盾 。 放 是 
4 到 4 的 双 射 。 

电 本 节 习 题 5 知 车 瑟 蚌 避 芍 正规 千 群 ， 则 yg (2) 是 安 " 的 正 
规 子 群 。 反 之 ， 着 p (H) = H' 是 G! 的 正规 子 群 。 因 为 过 KK， 雍 
Pp m0D) = 8H) = 理 ，、 同 此 H 是 G 的 正规 子 群 。 


外 
10 证 设 昌 为 G/N 的 任 一 于 群 ，G~G/N 为 自然 同 态 ， 


总 人 全 


其 核 为 N。 则 HH 的 完全 原 象 H= wp-!(H) 是 GG 的 子 群 , 有 HSN， 


显然 N 也 是 互 的 正规 子 群 ， 且 wi) {aN|a€EH}= HI/N， 
且 G/N 的 任 一 他 群 均 具有 这 种 形式 . 

ll 证 令 中 为 GG 到 G/N 的 自然 同 态 ， 核 为 N. 因 KN， 
放 9{K) = 天 AN， 由 于 天 是 @G 的 正规 子 群 , 故 p(K) = K/N 是 G/N 
的 正规 子 群 ， 又 DIE =p-1(K/N) = 玫 《 因 关 三 N》 ， 利 用 
$ 8 例 3 的 结论 汕 


(GAN /RAN) SG/ K 


12 证 由 $7 习题 7 知 KN 是 G 的 正规 子 群 ， 且 KN 芝 N， 
在 上 题 中 用 KN 代 起居 ， 即 得 所 求 。 

13 证 邻 

PIN->a’ 
显然 挟 整数 加 群 Z 到 循环 群 (a) 的 满 射 ， 而且 
PmiHj)=a =a = py) 

故 ? 是 Z 到 (的 的 一 个 同 态 有 映射 ， 

设 多 的 核 为 N = gp 1(e})， 当 4 的 阶 为 无 限时 ， 车 a" =e， 只 
有 m= 0. 记 以 N= (0) ;此 时 Z/ 0) = ZZ 二 (a) (此 处 将 Z/ (0D) 看 作 
+) + 当 4a 的 阶 为 RR 时 ， 即 nn 为 使 a' = e 的 最 小 正 整 数 ， 而 且 
a =e， 当 且 仅 当 k=n49， 即 N= (my)。 于 是 Z/(n) 衬 (a)， 即 
2 (ah) 

I4 证 证 明 的 基本 思路 是 ;假如 台 还 有 一 个 防 数 为 的 子 
群 K ,我 们 希望 证 明 K = N ,如 果 能 证 得 KGN ,当然 就 有 天 = N， 
而 车 攻 三 N 时 ， 就 有 MK = NW， 反 之 亦 然 ， 所 以 证 明 的 关键 是 站 
和 何 证 明 NK*… NNN,。 而 证 NE = N 订 以 转化 为 证 明 NKE/N 的 阶 数 
为 1 。 为 此 ， 我 们 考虑 NMKAN， 因 N 是 安 的 正规 予 群 , 所 以 
NK 是 G 的 子 群 旦 含有 NMN .由 8 8 习题 10 知 NK/N 有 意义 有 NK/N 
是 商 群 G/N 的 子 群 由 题 给 条 忻 NN 在 G 中 的 指数 为 m， 即 商 群 
G/N 的 阶 为 mM。 设 NK/N 的 阶 为 1 ， 则 tim，。 由 例题 选 讲 中 本 
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10 的 结论 知 
NE/NEK/KENN 
赤 K/K 人 NN 的 阶 也 为 t ， 但 下 的 阶 为 8 ， 故 A 人 nn、 于 是 八 (mm, 册 ) ， 


国 Gmyn) = 1, 放 t= 1， 轩 NK N， 故 K = NN， 


$9 


证 ” 菩 G + G3 = GGy, 则 Yat+bEG+G qe 
恒 有 有 (at+c) +b=at {c+ 


1 
bE Ga 那么 , 对 于 cEGiNnG;, 
Gs, 其 中 a+CEGL,bE Gs ECGc+bEeG: 由 直 各 元素 表 
法 崔 一 , 知 a+c= a, 从 而 知 c=0， 故 G1 由 G2= {0}。 

及 之， 上 冰 Gtin Gs = {0} 对 了 =02+ 可 全 G1+;。 其 中 


did GbibstG, 于 是 有 gq 一 a1= bi -by, QA1— EEG, bi 一 
bs. Caz, 故 得 Bl- a2= bi 一 bz 全 人 门 如 := 1 从}， 从 而 有 di 二 Gab1 = 


好 GGi 二 GG 中 元 素 表 法 队 一 ， 阁 G+ G2= Gi 中 Gy。 
2 证 如! 与 G2; 的 (外) 直 和 为 
G={0, 0), (0 2), (0, 4), (3, 0), (3, 


2), (3, 4)} 
好 与 全 ;的 〈 内 ) 首 和 为 
O00=0, 0+23=2，0+4=4， 


号 
I 


下 证 中 是 如 到 台 的 同 构 英 射 ， 
若 yp(a, by=p (Caby),Dmarb-= 


而 知 《a ，B)= 《qi 5b). 故 FV 是 单 射 ， 

YxE, 缘 可 表 为 Y-a+b，acG bE€G, 于 是 有 
(a，b)EG, 使 %(a，b)=X， 从 而 知 9 是 满 射 。 且 

pay b+ (a, ba)=p ata, btb)=ata 
tbrbzath+omtb = a dy) +p b2),. 放 P 是 
辣 构 映射 。 于 是 GsG . 

3 证 令 y :1G 一 >G 中 G:7G: 

ahF->(a0t+tG vacG, 


可 证 9 是 G1 到 G, 旬 Gs/ G: 的 同 构 映射 、 
4 证 令 9 :GI 一 GIPG2G，; 
dF +g) t G1=0t Ga 所 售 ; 即 训 证 出 。 
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第 三 章 “ 环 与 域 习题 解答 
$1 


1 证 由 3 1 环 的 性 奈 (2 得 
CC-0(—b}= -DD})=- (a=ab 
2 证 设 民 是 有 1 的 环 ， 妇 是 只 中 所 有 可 赣 元 的 集合 。 
现 证 明 G 对 于 尺 的 胰 法 封闭 , 
Vabteg, 因 存 在 a/:,b :ECR, 有 (00D) =b a !€ RR, 
qb 是 尺 的 可 道 元 ， 故 他 SG， 群 的 共 它 条 件 显然 成 并 。 
3 证 Ya， Pi bz br RR, 证 其 
Qa" (b+bat +ha) = (Carb + (Gb) + r+ Cob,)} 
1) 
(B+ bat er + hay a= thiray + Chara} Tn Choa 
2) 
对 # 用 数学 归纳 法 ， 
当 有 =2 肝 ， 由 分 柄 律 得 tr (61+ 和 6) :Ca 四》 十 (2) 
假设 《1》 式 对 于 nn-1 成 立 ， 则 由 结合 律 、 分 配 律 得 
dr (Chit bst er Fb) ~ arttbi tb bs ) +h,) 
= Ca (brt+ bt + hr 1)) + Carb,) 
= tab + ab +t n+ Carb .)) + 
《ae 
= (ab) + Car ba) 十 和 
C1) 式 得 证 ， 类 似 可 证 《2)》 。 
4 证 天 反 证 法 设 ec R， a 车 0, 候 设 ,] = 0, 则 由 3 1 
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环 的 性 质 1 大 
d*1=a0=0Ea 
与 单位 元 的 性 质 学 慎 。 放 必 有 1=50, 
5 解 例如 ， 偶数 环 就 无 单位 元 . 
6 证 (C12 YX Xa ty YC RB X,Yt Rl Xs, 
€ Ry HH x ty KLE Ri x t+ ya XY2E R2 ,而 
Cx R27 + Yi V2) = Xi FY Xs ER 
CXis KX2) CV V2) 【XYWY 办 
即 民 对 所 规定 的 如 法 和 乘法 封闭 ， 
其 洪 ， 和 YW xn X27 (Yi (21 22) 万 民 , 册 RR，R; 的 加 法 ， 
乘法 结合 律 得 
CRI K2) 十 《ly VIN) + Ry Ha} = CRt + Vis Xa t Ya) 二 《让 
= (XL YD) 十 ZE + 2) + 22) = {x1 十 KL 十 1) 2 二 1 二 2) 7 
= (Kp Xa) 十 《1 二 2 P24 2 = Ksy XI) + Cyis ya) 1 C21 22)) 
(CX1s Kap CY P27) C1 2) = LXir Pi, Xar Va) * (21 22) 
= (x PD Ty 【区 2 Ya) 72) = CX CVI FE), Ka Car 22)) 
三 《Xi X22 CY EI V2 22) = CK Ha) CPs Py) * (Zz1, Z2) ) 
划 RR 的 加 法 和 乘法 都 满足 结合 律 ， 从 而 {R; + } 和 {R; ，} 都 是 
半 群 ， 
设 必 和 和 02 分 别 是 Ri 和 Rs 的 零 元 ， 则 C01,02) 是 RR 的 零 
元 ，Y tx ，x2) RR 有 
《Xiy Xa) F (C019 02) = (Xi + O01 Nit 02) = (xX1, Xo) 
YY (Xi XC 有 展 ， 风 《一 各 ;一 Xz) 人 RR 是 (x ,xs) 的 肖 元 
《Xiy Xa) 十 《一 XU Xa) = (CXL Ks Ka Xa) = (01, 02) 
同时 易 证 R 的 加 法 满足 交换 律 . 于 是 {Ri+} 是 交 搞 
群 ， 
最 后 证 明 敢 法 对 加 法 满足 分 配 律 ，Y x， x (on Ti ， 
zis%2) 亿 及 ,有 
(Xi XI PIs Va) + Eis F2)) = Cry Xa) + CY zis V2 2) 
= {Xl* Vit 21) sXe (V2 22)) = (XPr + XTi Kay2 + X222) 


下 人 5 


= CRV Kay) 十 《X1Z1 N227) = CXL Ka 《1 P22) 十 
(CCX Xa) C2!» 22)) 
类 似 地 可 证 
(Cy ya) 十 改定 《X1 HK2) = CVs ya) Xis X27) + 
{ C21 2Z27* (Xs Ka) ) 
综 上 所 述 ，{RI +,"} 是 环 ， 
《2) 假设 尺 是 交 挽 环 。 VY Xx, YG Ri VY Xa 2€ Ry 
由 于 
CX X20 Cy P23) = CY Ya) 《XI X2) 
而 有 
XY X22) = CVXIs YaX2) 
由 RR 元 素 的 相等 条 忻 得 
NIV $iXry XY = YIN 
即 Ri 和 Rs 莉 是 交换 环 ， 
掺 之， 假设 R; 和 只 都 是 交换 环 ， 易 证 民 是 交换 环 ， 
{3) YX2) ER MM 
(Xi X32) 《ET 632) = (XE1g X22) = (Kis X2) 
(B21y 62) CX1y X2) = (E11 CIK2) 《Xi x2) 
改 e= (eu 62) 是 尺 的 单位 元 ， 
设 0= (ab 80) ER 有 道 元 和 = (a 和,a 2)ER， 则 
C0" Oo } = 0 1 一 《ely ez) 
《9 Gy 2 02) = a "0 = (er ez) 
从 而 
OA = 人 Di 一 Bi dd = 0 2 = 82 
即 a 和 和 gas’ 分 章 是 al 和 as 的 道光 
反之 ,假设 由 和 oa 分别 有 逆 元 a !E Ri 和 92 ' ER;， 则 
《ai yo ) 尺 是 {tq 97) 的 道 元 ; 
《aiy A27 KG sy 02 1 = C01 1 02071) = {81, £2) 
《at gg Las 02) = a tis 02 dz》 = (e162) 


7 证 YhgecR,， Wy fg 人 也 部 是 C0, 1 上 的 实 邦 
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数 ， 即 了 +8g8， 招 ER， 由 误 数 性 质 知 ， 函 数 加 法 和 梁 法 都 满足 
结合 律 、 交 换 律 ， 科 法 对 加 法 满足 分 配 律 。 此 外 ， 零 梧 数 
fo=0 
是 尺 中 的 零 元 。Y 了 ER, 有 人 负 泡 数 - feER， 内 此 RR 关于 瑟 数 加 
法 和 乘法 构成 环 ， 
3 证 YaER, 有 ea=a 此 时 ， 玉 的 元 素 ge-a+e 也 
是 下 的 左 恒 等 元 、 囊 实 上 ,YhER 
(oe— qt+eb=aeb -ahpteb=ab—-abt+bhb=b 
由 于 左 介 等 苑 是 瞧 一 的 ， 则 有 
ae 一 G 二 ee= eae=da 
路 也 是 只 的 右 恒 等 元 ， 从 而 是 恒 等 台 。 
9 证 由 于 a 是 4 的 直 逆 元 ;aa=1 测 aa -ol 也 
起 & 的 左 道 元 ; 
Cag ~l1+taVa=ad gq-at+aa=a-at+aa=1 
因 a 的 左 逆 元 是 唯一 的 ， 故 
ge“ 一 TI+ar =a ,aoa =1 
即 上 也 是 @ 的 右 道 元 ， 从 而 是 a 的 逆 元 ， 
10 证 固 存 在 正 闽 数 nn 使 9"=0, 则 1+ta+a:+.+ 
a 开 玉 是 1-4 的 道 元 。 这 是 因为 : 
(a(t+tataTt Ta -1-a =1, (tata t+ 和 
+9 I)(l-0=1-ae =1 


故 1~- ax 是 可 逆 元 。 


2 


1 证 设 2 是 民 的 吏 逆 元 ， 如 时 对 于 PE 及 有 
站 PP = 他 
两 端 诺 习 a !， 得 b=0, 这 说 朋 4 不 是 零 因子 ， 
2 证 由 Qt=g 得 -og=0,a(9-1)=0, 因 a 汪 0 且 RR 
是 回环 ， 故 a-1=0, 即 e= 1。 
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这 个 结论 不 是 在 任意 环 中 都 成 立 的 . 例如 ,在 Ze 中 3 = 也 
1 

3 解 Rix] 中 ， 零 次 多 项 式 都 是 可 道 元 ， 次 数 大 于 零 
的 多 项 式 都 不 是 可 着 元 ， 所 以 及 fx 不 是 域 . 

4 证 必 可 人 往 . 议 丸 是 整 环 。 Ya bER, 由 于 民 无 实 零 
因 于 ， 则 ab 夺 0， 地 ab 忆 R) 。 从 而 R 是 丸 的 乘法 子 半 拜 ， 

充分 性 。 设 {R ;，} 是 {R; .} 的 子 半 群 ， 则 对 于 及 的 任意 
两 个 非 零 元 a,，b ( 即 a，b€ 及 ) 有 ab€ 尺 ， 即 中 所 0， 从 而 及 
无 真 零 因子 ，R 是 整 环 ， 

3 证 必要 性 ， 设 衣 无 真 左 零 因 -六 如 ax = ay，e 寺 由 
BW ax— ay= 0,atx— y=0, x y= 0,x. vy, 

充分 性 ， 假设 左 消去 律 成 立 。，wWat 下 0 中， 如 果 b 忆 RR 使 
Qh -0， 则 a*b5=a'0, 由 左 消去 律 得 b=0， 这 说 明 a 不 是 真 零 
因子 ,从 而 尺 匹 真 零 因子 .对 于 真 右 零 因 下 各 消去 律 的 情形 ， 
证 明 方 法 类 似 ， 

6 证 由 # 六 1 知 尺 是 n - ! 个 元 素 的 非 空 集合 . 由 题 设 
知 , {R; "} 是 半 群 ， 出 习题 5 知 ， 冬 法 消去 律 成 立 。 再 由 第 二 
章 有 限 群 的 判定 定理 知 { 有 5)} 是 群 ， 从 而 尺 是 除 匡 。 

7 证 上 内需 证 明 S 对 于 乘法 封闭 ， wa,bE5S, 有 四 六 0。 
如 果 cESR 使 

tab)c= 0, gthbe) = 

因 a 不 是 零 因 了 于， 故 bc = 0. 因 上 不 是 零 因 了 于, 故 c=0。 这 说 
阴 ob 不 是 零 因子 ， 妈 abE 5, 从 而 {5 "} 是 半 群 ， 

8 证 用 反 让 法 .假设 p:{R; +} 空 和 R; :，}), 则 wt0) = 
1， 设 po :1-1)=a, 即 mkao)l= 一 1 

当 ga=0, 出 1= 一 1; 省 0 中 Wwiata = pp (0) = 
(1(- 了 1， 于是，at+a=0,a(l+ 1)=0 得 到 1+1=0, 基 
1 = -1 总 之 ,无论 哪 种 情况 ， 均 有 1 = - 

于 是 

PNP = 和 (TD -mL 一 TD po = 1 


《08 


Pp 1=0 (qi=0 CY 1= -1 
m1) — 1=0, wl}=1 
但 在 除 环 中 ， 1 二 0, 故此 结果 与 g (0) - 1 相 矛 盾 . 所 以 在 {R: +} 
与 1 RR;*} 之 间 不 存在 间 构 映射 yp. 

9 证 必要 性 , 设 R 是 际 环 , 则 {R; "j 是 群 .于 是 , Va， 
pER， 当 a 万 0,b 亏 0 时 ， 有 a,bE 及 ,方程 ax=5 在 RR 中 (自然 
社 R 中 ) 有 和 解 。 当 a 地 0,， b=0 肝 ， 方程 ax=0 有 和 解 x=0 ER. 

充分 性 ， 设 Ya (二 0) ,bE R, 方 程 ax=b 在 R 中 有 和 解 . 
Va’, p’ ER, Wa'x=b* 有 和 解 x:=cCR; 方 程 h'y=c 有 和 解 y= 
dt R. 于 是 a'bad=b', 由 于 4b' 寺 0, 所 以 a'b' 志 0, 即 a'b’ EE 上 R, 
这 既 说 明 尽 对 乘法 封闭， 又 说 明 尺 无 真 零 因 子 ， 由 习题 5 ， 消 
去 律 成 立 ， 

其 次 ， 出 及 sf0} 知 ， 存 在 ecE 尺 。 方 程 ax=e 有 解 x= 

EE R, 因为 we - a，ae: = ge。 由 消去 和 健 e? = e， 

YbER, 以 b 磊 滋 上 式 两 端 be!:- be, 再 由 消去 律 得 be = 5。 

最 后 ， YaoER, 方 程 ax= 8, 有 和 解 x-a’ER: Ga7 = e, 

综 上 所 述 , { R;*} 是 群 ， 从 而 是 除 环 . 

10 证 设 及 的 元 素 个 数 为 hn ,ER 不 是 尺 的 可 道 元 ， 则 
RR 中 没有 元 素 * 使 ax= 1, 考 虑 集合 5 = {ar|rER}, 由 于 1E5， 
故 S 是 RR 的 真子 集 ，S 的 元 素 个 数 小 于 nn。 但 形 如 ar 的 乘积 
可 写 出 个 。 因 此 必 存 在 ri:，r2€ R， 六 二 天 使 得 

arl=Ar Atri—t)=0 
其 中 让 一 fz 三 0， 说 明 a 是 左 惟 因子， 

同 理 可 证 & 是 右 零 因 子 。 由 此 ， 当 及 是 有 限 整 环 时 ， RR 无 
真 零 因子 ， 所 以 R 的 每 个 非 零 元 都 必 是 可 逆 元 ， 从 而 { R ;+】 
是 可 换 群 ， 于 是 民 是 域 ， 


$3 


1 证 最 热 S 非 空 Ya BCS a=athi, B= os+bi, 
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assb, EZ, MW 
or—B= {9 — 0) 十 (Di 一 DPC- (ati~ bb) F (qbz + 
ob i 
其 中 一 2 一 bay da bby abst adbh 人 tz, 丰 e-B,oBcs. 
由 定理 1 之 《4) 知 5 是 CC 的 子 环 ， 

利用 定理 2 之 (4) 可 验证 KK 是 C 的 子 域 ， 

2 证 时 然 5 非 空 ，Vw 了 Cx),， B(x) ES, (XxX), g(X)E 
Rix], 因 fx) —- g(x), fOr gtx) C Rix, BT 人 (x) ~ gx) ,f(x*) 
5tx2) 5S, 从 而 S 是 REx] 的 子 环 ， 

3 证 VoBE SCavay da Lois 1 02 ttn 


上 


iL i 四 - 
此 
B= tae Fa [Pe 条， 其 中 如 he 矶 。 


出 
理 一 月 = Eeivs crf Ma td" +E-C i Hd qa: 
arr (1) 


aB= 上 上 Ctl 人 和 加 na 了 ) 


由 于 S$ 是 环 ， 一 Ch， ， 和 ci， ra ix 都 是 5 中 的 元 
素 ， 内 以 (1》 和 (2) 都 是 满足 SLai, a2,…,4,] 的 条 件 的 有 
限 和 ，, 克 有 ce -所 ep SCa, oz "+ 从 耐 全 [al os…y 0r] 基 及 
的 子 环 。 

显然 $CSTOI， as ‘yrds Ai Qs SCAa, ds "no, 设 


5 是 满足 条 件 ， SS 5 ,ore … an 3 的 及 的 任意 子 环 . Ya= 
RE Qi 2 a : + SCa, G2 0) 国 Ctr, nt CZ" "ys 


a € 5S ， 则 cwi gag" GG 5， 从 而 ”aE 人 5. 因此 


SCasy qs ds 3, 
4 证 由 习题 3 知 Z[ 门 = {Zcii*|ci E22). 显然 SZ[， 
男 一 方面 ， 由 习题 ] ，S$ 是 C 的 子 环 , 而 且 Yn€E 2Z 有 P = 
di0 


t+oicS 以 及 i=0+lic5, 依 习题 3 最 后 的 结论 知 袜 [] 
SS。 砂 
S= (Ci, 
类 似 可 证 互 = 8CiD, 
5 证 由 习题 3 向 SESCa,ya21, 有 a a ESCa qj 于 
是 SCLq 人 SCqyy aa， 从 而 SCatfaos] 二 Srat qzj, 
友之 ,由 于 SSESral ， 旦 Soc9ral [gaz], 有 有 
SC SF5amraz]。， 同 时 ， 由 心 ESro 旭 和 ESCarraes]yaESCar] 
[C02] ， 总 由 习题 3 知 ; 8 ro ol c9 Fo [os ， 因 此 
Sia 2 = SCart as. 
6 解 由 高 等 代数 知 ， 于 阶 方 降 和 与 每 个 于 阶 方 隆 天 可 
换 :，4X= XA< >A4 是 纯 量 阵 ，4=KE,，， 故 Ms (CC) 的 中 心 
古 
C= {kE:| kEC} 
7 证 显然 0ECS), CC) 非 空 ， 
Wr, FECts), yxEs,l 
{fF1— FAX= TX— FX= KF — Kry 二 (Fl 一 天) 
Crp) X= FraX) = (Xr2) = OO Fs = (Xr) ry = x (1 Fa) 
期 关 - PPmrzceCts)。 因 此 CS) 是 民 的 子 环 。 
8 证 《1 由 m 轨 =a 妇 ，YxEG 玉 
{OXG — ax)’ = axagxa — axaxa ~ axaax + axax 
= OXA XG — XIXG 一 DXQ2X + IXAX 
= OXAXA — OXAXA — AXOX + XAX = 0 
因 灵 中 无 非 零 苦 零 元 ， 故 
axa — ax= 0 
- 同 理 可 证 
dXxd ~ XO=0 
由 上 述 两 式 推 得 ax = xa， 
(2) 设 $S 是 尺 的 所 有 短 堆 元素 集合 . 由 0E€5 知 5 非 
室 。， Yobts,a"=0,b"=0 则 


《站 一 站 ”一 和 
FDC a" op 
(Cab) "*= a" "hb" "=0 
好 6-b， 提 都 基 民 的 知 零 元 ， 故 0-b，bE9S 5S 蚌 民 移 子 环 ， 
9 证 内 中 1, 故 工 过 S$ 说 明 Sp 非 空 ， Ya BES,: = 


一- 站 
-a B=-- Pay gaz bs bsE Z, ptb ptbz, MWe- B= 3 
了 


a bob, ogg 0 -auas 


by bbs ”~ ob bz bibz 


上 述 两 式 右 端的 分 子 、 分 母 部 是 整数 ， 而 且 ，pitbsy 故 a 8， 
aBES,，S, 是 世 的 子 球 ， 


$4 


1 证 因 民 不 是 等 乘 环 ， 存在 9a,bfSR 使 
bb 直属 
又 因 nn 半 1]， 故 机 , (R) 中 存在 


[| 


于 是 


| 所 和 0 
9 0 0 1) 
而 B4:-0， 因 此 M.(CR) 不 是 交换 环 ， 
2 解 det4=1 是 Z 中 可 遂 元 。 由 年 理 知 上 有 道 阵 ， 其 
*12 


道 阵 是 
4-i= (detA)-'A-1:A-A- 3 -9 1 | 
“3 -1i0 1 
detB -- 2 不 基 Z 中 的 可 道 元 ， 点 BB 在 机;(2Z) 中 无 逆 阵 ， 
3 解 4 在 M,(CR) 中 有 逆 阵 ,必要 而 且 只 要 ma…as 是 玉 
中 揭 可 首 元 ， 必 要 而 且 只 村 每 个 a; 是 可 逆 元 。 
4 证 必要 性 设 妨 是 M, (FE) 中 的 零 因子 , 则 存在 B( 寺 0) 
< ME 使 得 4B =- 0。 假设 4 有 赣 阵 4-1:E M,CF)， 以 有 有! 无 
张 上 式 两 端 得 B=0， 矛 盾 。 被 4 在 M,(F) 中 无 逆 阵 ， 
充分 性 ”假设 A 在 对, (F) 中 无 道 阵 ， 由 本 节 推 论 1 有 
detA=0 
于 是 存在 可 逆 阵 P, 9S M.{F)， 使 得 
/1 \ 
， ] r 个 


PAQ-| ]) =D,, rh 
0 


、 0) 


i0 


右 习 上 式 两 端 得 PAQS = 0， 
用 己 ' 左 匡 上 式 两 端 得 AQS =0， 由 本 上 题 的 第 一 部 分 (必要 性 ) 
利 
O30 
故 A 是 左 零 因子 。 同 理 可 证 有 态 是 右 堆 因子。 从 而 是 零 因子 ， 
这 个 结论 对 一 般 的 有 1 交换 环 尺 不 成 立 。 例 如 ，RR= Z, 在 
Mz(Z) 中 ， 方 阵 


(02) 
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既 无 邀 阵 也 不 是 零 因 子 。 

5 解 (1) 因为 | 瑟 ,+pBEi | = 了 是 及 中 可 道 元 ， 故 世 。 + 
PE, ;在 M,(R) 中 有 着 元 。 

(2) 因 |EE,+ (Pp 一 了 DB,:;:|=p， 故 当 P 是 尺 中 可 道 元 时 ， 
Er+ {p12DE,, 是 MM.(R) 中 前 可 首 元 ， 

《3) 用 E, + PE.'; 左 乘 4 等 于 把 4 的 第 | 行 左 乘 了 加 到 
态 的 第 i 行 。 用 , + pE;; 和 右 球 和 克 等 于 把 及 的 第 主 列 右 针 P 加 
到 4 的 第 7 列 ， 用 已 .+ (p10E,; 左 弱 思 等 于 用 Pp 丰 飞 A 的 第 
i 行 .用 BE+(p-TDE;， 右 乘 4 等 于 用 p 右 习 4 的 第 计 列 ， 

6 ”与 高 等 代数 中 行列 式 的 有 关 结 果 的 证 明 相 同 ， 

7 和 解 本 节 最 后 的 酌 中 ，Mi(2Z;) 的 子 环 


s={(* 9)| 9€E Zi ) 
是 愉 售 四 个 元 素 的 无 单位 元 的 非 交 换 环 。 


1 证 Ye 0) (® en, 人 名]E Mi(R); 有 


ds 0 oo Xi Xa 


fc 0 -人 0 (me Van, 


nz 0 a; 0 di—a 


(* je 0 )= XiG1 Xd2 自 )€EN, 


2 Xa Oz 0 党 2 和 1 十 Xd2 0G 


故 Ns 是 Mi(R) 的 左 理想 ,但 不 是 右 理想 ,例如 ,Y (7 0)EN ， 


0 1Y - . 
0 0) EM2(R) 有 


(0 0)(0 0)- (0 0)em 
同 理 可 证 N: 是 Ma(R) 的 大 理想 ， 但 不 是 左 理想 .Ni Na 都 
不 是 双边 理想 ， 
2 证 设 1 和 J 是 的 左 理 想 ， 
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WV a=tty, =MtWET+J El ET 及 YYrER 有 
q— b= utr 一 (二 13 Ww 一 证 十 (一 Yi 后 十 了 
ra=r{W ti) = ri rncl+t+y 

所 以 T+J 是 尺 的 左 理 想 ， 辣 理 可 还 ， 当 I, J 是 右 (双边 } 理 想 

时 ，F+ 了 是 在 《双边 》 理想 。 

3 解 假设 (a) = ( 妃 ， 当 ce=0, 显 然 有 b=0， 当 as 小 由 

ec (DD) 及 bE (a) 得 

qa=th, b=r/a, rn ri/ER 
于 是 
a=rr'a Br -a=0 
由 于 六 是 整 环 ， 则 
rr 一 -0 即 rr=1 
即 了 是 可 逆 元 .所 以 ， 当 (oj = (B) 时 ， 必 有 a=rb, 其 中 + 是 
RR 中 的 可 道 元 ， 
上 友之， 如 果 a=rb，r 是 可 道 元 ， 易 证 (a) = (b)， 
因此 ，(@) = (@) 的 充分 必要 条 件 是 a= rb，+ 是 可 道 元 。 
4 解 参见 例 !0， 可 求 得 ZCiDAN 的 元 素 个 数 为 形 。 
5 解 x+1 和 x- 1 都 是 FLx) 中 的 元 素 , 因 和 妇 -1 不 能 
整除 x+1 和 Xx-]， 所 以 x+i，x-~-1E€ (x?-1), 即 它们 所 
在 的 类 
XxX+1 友 9，x-10 
但 
x+lox-TI= iD -= 1= 0 
这 说 明 x+ I 和 x 1 都 是 真 零 因 子 ， 故 FCx]/ (x? - 1) 不 是 整 环 ， 
6 证 显然 (1)= 了 。 荔 … 方 面 ， 由 于 
l= (2) x#4+9t (4,9) 
也 可 推 得 (4,9) =Z 。 敦 


《1 = «4,9) 
7 证 本 
l= HX2+0xXE (2,%) 
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所 以 (2, x) =FFxz]-=-( 17 是 主 理 柱 ， 
8 证 (1) 显然 0E4， 故 4 非 窜 。YzyE ArER， 
REN. 有 有 
(x— R= 2 一 0 
(ranR=r( xn) =r0=0 
(XINR= XR) = x = On EN 
战 半 一 了 ，rxy XfF 亡 及 ,从 而 及 是 R 的 理 扔 ， 
《2) 证 明 与 1》 类 似 . 


6 


1 参看 第 一 章 6。 
2 参看 第 一 章 $6， 
3 证 设 
四 :0 十 天 一》 站 一 有 
由 于 每 个 复数 都 有 中 一 的 共 斩 复 数 ， 床 以 是 已 到 C 的 双 射 ， 
而且 Ye=a+bi 有 =o+pbiECc 有 
pn+tB = pt) + (hit+ bd = tat+a) — (b+ bai 
= ta — bi + ta — bad} = (0) + (8) 
PaB) = pao — biba) + ab + azb) i) 
= (qa — ba) ~ Cabs + ab i 
= ta ~— bi) (as — bi) = {am (8) 
故 8 是 复数 域 忆 的 自 同 构 ， 
4 证 假设 存在 
PZrv 2 ZL 3), 
财 由 命题 2 知 
PI)}=1 
于 是 ¥YntZ 和 有 
pm) = 
#6 


设 mptw 2)=x+yw3， 则 

PO =P DX BE) a I) 2) 

= (x+ YP BX yt LXY 3 

由 前 面 证 得 的 结果 知 p(2) =2， 于 是 

x+33242xyw 3 =2, X13y -2+2xy 3 =0 
此 而 必 有 

x +3y—2=0 

i 
但 是 此 方程 组 无 整数 佣 ， 这 个 矛盾 说 了 明 不 存在 球 Z[w ?2 到 环 
Zr 3 J 的 同 构 上 映射 

5 证 建立 尺 到 R*/J' 的 映射 
Vi apa) = ma +1, YaER 


易 证 
VE: R~ RAT 

且 亚 的 术 KerW =I。 由 定理 1 之 (2) 得 
R/TSR’ /I’ 


6 证 Yjtx) (Rix]， 由 带 余 除法 有 
= 人 一 DG Pi ri 有 R 
现 规 定 
Pp: 下 (YX) ri 
易 证 9 是 Rix] 到 有 员 的 满 射 ， 而 且 保 持 加 法 、 乘 法 运算 ， 从 而 
外 :及 [x] 人 一 及 | 
P 的 核 Kerp = (x -a)。 由 定理 1 之 (2) 得 
Rixl/(x— DR 
7 证 设 P 是 QCD 的 任意 一 个 自 同 构 ， 则 出 命题 2 扼 
pf0=0， 六 (=1 
进而 得 条 YaE @ 有 pt =o 设 p 站 =x+yi， 册 
DU) = ODIT= (Rt = x yt xyi 
但 由 了 刚才 证 得 的 结果 知 
qi = 中 (一 = 一 1 
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破 
XY Xi — 1, XYy +it2xyi=0 
此 时 必 有 
Xi~-y+l1=0 
[ 
这 个 方程 组 的 两 组 有 理解 是 
位 -0 人 -0 ,因此 在 之 下 的 象 只 有 两 种 可 能 ， 
y=1, y=~1 
中 人 = 工 或 者 站 六 = 一 1。 对 QL 中 任意 元 下 e+ 下 来 说 ， 当 
p=i 于 有 
Pa+bi =pa + pb pm =aothi 
当 8 人 = 一 i 时 有 
P= tathb =p0) to Dp = 站 二 下 一 有 = 有 一 天 
从 而 得 知 ，8[ 订 的 自 同 袍 共有 两 个 
Pit bi— x30 tbi; pAaTh,—+a hi 
8 证 《1) 显然 $S+I 非 空 ，Ya-=5tamB=5t+a es 
+I:s; ES ar ET 则 因 人 SS, 了 是 环 有 
下 一 月 -: (SI— 6) + (qa) ES+1 
青 办 工 是 理想 而 有 
B= 《St 十 GD (3 十 G2) = 582+ (Sq2 + AB tad) ES+tI 
所 以 SS+1 是 RR 的 于 环 . 
显然 1 是 S+1I 的 理想 ， 
《2》 显然 SNIT 是 5 的 子 环 。YaE SN1,sE€S:; 则 由 aE€ 3S 
知 as sa S$. 又 由 aE1 有 LT 是 理想 知 qs, SEE， 故 g8 saESNl, 
从 而 证 得 SNIT 是 S 的 理想 . 
《3) 建立 3 到 5+ 1 的 映射 
PIs E>sta= sta +l-stl= s, VsES,oEI 
显然 pm 是 满 英 ， 而 且 易 证 VP 保持 加 法 和 乘法 运算 ， 故 
Pos~ ty+ Di 
Pp 的 核 Kerp=SNi。 由 同 态 基本 定理 得 
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S/SNIS + D/AI 


$7 


1 解 (2 是 0[ 的 极 天 理想 ， 

设 N 是 Qrx)] 的 理想 ， 而 且 NN 客 (xx , 则 在 太 中 存在 f(x) = 
00+nx+ 二 QnXx"， 亲 了 (x) E (tx) ， 这 时 必 有 ， oo 专 0。 因为 六 
是 理想 ， 所 以 有 

a {do taxt: + osxX") = 1 + (ao 让 放生 下 

+ (a a x" EN 

另 一 方 而 ， 因 为 

《Ge GXT + Op On KX" EE (xX) TN 
所 以 

[1 二 《60 aDX+ + tag qs) XI — Lag Aa) XT+ 

+ (ar Ja)x" I= iEN 

于 基 有 N= 8[xj， 所 以 ，(x) 是 8[D 的 极 大 理 租 ， 

2 解 人 t+ 是 Zi 的 极 大 理想 。 

只 要 能 证 明 Z[5i/ (1 + 办 是 域 ， 则 由 本 节 定 理 1 ， 即 可 知 
(1+ 站 是 Z[ 订 的 极 天 理 副 ， 

首先 ， 探 讨 一 下 ZCiD/ (+ 站 的 构成 的 情 沈 为 此 先 讨 论 
一 下 (1+ 人 让 中 的 元 崇 的 形式 ， 

设 xtyi&€(l+ 宵 ， 则 

入 十 网 | = (+h) (+, mb 人 ez 
因为 
(otb(l+i = ta-hbt+(lathi 
所 以 有 
x=0—b, y=a+b 
+ _ 
ob 
由 上 和 式 可 知 ， 当 且 仅 当 x 与 了 是 奇偶 性 相同 的 二 整数 时 ， 
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则 x+ 更 E (lti) 

而 对 于 任 一 整数 x 与 ?来 说 , 奇 个 性 或 者 相同 ,或 老 奇 介 性 
相反 。 六 此 可 知 ZI CO + 让 具 含 两 个 元 ， 

而 Z[ 让 /1+ 由 是 有 1 的 安 换 环 ， 所 以 可 向 ZC[D/(1l + 站 
只 能 有 当然 理想 ,于 是 参照 本 疯 学 习 指 导 中 的 例题 选 讲 之 例 ? ， 
可 憩 Zr 切 (1+ 们 是 域 。 由 本 节 定 理 1 得 知 (中 + 站 是 Z[ 门 的 极 
大 理想 ， 

3 解 因为 下 EC 而 pE (02). 所 以 (pp 不 是 整数 环 Z 
的 素 理 起 ， 

4 解 当 p=2 时 , 则 (2p) = (4) 。 参 看 本 节 学 习 指 导 中 补 
充 说 明之 2 ， 可 知 (4〉 是 偶数 环 的 极 大 理想 ， 

设 ps2， 令 入 是 偶数 环 尺 的 理想 ， 而 有 全 ，N (2p) ， 则 由 
整数 环 是 下 理想 环 ， 可 知 俱 数 环 也 是 主 理想 环 ， 所 以 有 ，N = 
《9) 4 R. 

因为 ND (2p)， 所 以 ，2p = gt,tS 2Z, 即 9|2p， 

因为 p 是 素数 .斯 以 有 ; (Pp, 人 中 =1 或 pig， 

但 是 ， 当 plg 时 ， 因 为 ，g€ER， 有 2|4. 而 且 (m 27 = 和 所 
以 ，2pjg， 由 此 得 到 #8 (2p)， 从 而 有 (全 (2p) .与 本 症 (2 站 
相 涵 年 . 

综合 上 述 ， 可 和 若 ， 若 N= (四 二 (25) ， 必 有 : (p=1, 

由 上 土 述 知 引 2p， 而 且 (p,9) =1， 所 以 有 9i2, 而 4 是 情 
数 ， 故 有 ; g : 土 2. 由 此 可 知 ， (四) = RR 所 以 {2p) 当 p 专 2 有 时 
也 是 偶数 环 民 的 极 大 理想 ， 

3 证 设 了 (x) = go0tax+ ax ,g(x) 二 有 十 机关 十 wa 
+ hax” 

如 果 

fx gx = aobot obor gob OX+ rr + abax" "EE (Cx) 

册 必 有 aobo -0。 央 为 Z 是 整 环 ， 所 以 do 二 人 或 Bo=0， 半 00= 
nN WC) x x a taxt 二 GD xE (CX) 


当 bo= 人 9 时， 则 有 8g(0D Go 。 所 入 (是 素 理 想 ， 


42 人 0 


6 证 设 N 为 5, 的 理想 而 且 N 二 Cp)， 则 在 N 中 一 定 在 


在 了 i 01 三 
在 Bi 本 但 hy ED, 
因为 因为 5S， 的 理想 ， 所 以 ht bp- = mEN, 而 县 aiE《p)， 


如 果 aiE (p)， 因为 -。 -ES,， 于 是 由 (p) 是 8， 的 理想 ， 则 有 
加 和 = 名 (p), 与 名 七 (DD 相 铸 盾 ， 

进一步 ， 由 二 Cp» 订 知 ptha, 从 而 名 Gy) = 1, 

于 是 ， 在 Z 中 存在 二 整 妆 5s 和 + 使 ; 

Sot+ ip=1 

因为 a, EN， PE (DEN, 而 有 生 N 是 5， 的 理想 ， 所 以 1E& 
N, 于 是 有 N=5S,， 即 (p) 是 5S, 的 极 大 理想 . 

其 次 证 明 (p}) 是 5, 的 素 理 想 ， 


Lr 2 本 | 让 A 
名 ”如 -ES,、 如果 全 全 = 人 人 人 CD)， 山 
设 DPI b; 广 访 ， 如 轩 bb pb 《py 其 [有 aas 


所 (p) .所 以 在 $, 中 存在 一 ,使 ， QtG2 - 了 。 


因为 ptb， 而 p 为 素数 ， 所 以 (p,b) = 1, 由 于 om 是 将 数 ， 


因此 -加 -是 整数 ， 于 是 必 有 bla、 即 是 政 数 , 设 广 =4， 则 
did: = p4, BP plasa:, 
于 是 由 素数 的 性 项， 必 有 ，; pla 或 plo, 当 plai 时 ， 则 
ot (pW 故 有 -人 LE (p)， 当 plas 时 则 有 证 E (9). 
综合 上 述 可 顷 (p) 蚌 5S, 的 过 理想 
7 证 车 N 是 尺 的 素 理 想 ， 则 对 于 N 在 R 中 的 补 集 N* 
中 的 任 二 元 素 e，B, 必 有 abEN。， 否则 ， 若 ob 所 N, 由 人 是 未 理 


” 南 本 节 定 是 3 直 护 可 得 〈P) 为 于 是 思 ， 
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想 ， 刚 0EN 或 bEN 与 a, bEN’' 相 巴 盾 ， 上 述说 明 ，Ywa bb 
EN 有 apEN， 即 NM 是 乘法 半 群 〈 因 为 环 及 的 乘法 满足 结合 
律 ) ， 

设 N7* 是 乘法 半 群 ， 去 证 六 是 环 尺 的 素 理 想 。 

者 吧 EE N,， 风 上 与 b 必 有 其 一 在 中。 否则 ,， 若 aoEN， 
二 N 则 oaoENbEN， 于 是 由 N' 是 乘法 半 群 , 可知 吧 EN 
溃 abpE NN， 与 aobEN 相 牙 朱 。 所 以 ， 当 N7 是 乘法 半 群 时 ， 六 
基 环 卫 的 染 理 想 ， 

8 解 因为 M2(@) = 人!) 


dL O22 
所 以 Ma(Q) 不 能 是 除 环 。 

其 次 证 明 Ma(Q) 只 有 平凡 〈 当 然 ) 理想 。 设 Ne{0} 是 
MO) 的 理想 ,只 要 证 得 N = M390)， 则 Ma 只 有 平凡 理 态 
即 得 证 

首先 ,容易 推 得 , 若 N 含 (4 0),a 二 0 则 六 必 会 Ma(@) 中 的 
单位 元 ，( ”1 ), 因 为 N 是 理想 .所 以 有 N= Ms(O) ， 

其 次 说 明 , 当 环 及 的 理想 Ns {0} 时 ,在 N 中 必 合 有 元 : (30)， 
立志 位， 

因为 N 失 {0}， 所 以 在 NM 中 存在 元 ，(&a 0) 万 0, 则 必 有 某 


一 0 所 0。， 而 县 进一步 可 以 说 明 ， 在 N 中 一 定 含 有 aisl0 的 


-一 时 11 U12 ) 
ot (er * 


miEQ | 有 真 零 因子 ， 


车 os 所 小 则 (2 11 )@ ]】 _ (sz dQ11 )EN 


好 | 加 3 二 21 71 


沙 : qn 三 0， 则 (9 Lb Qi2 = (ee O22 JEN 


Hz! (22 Wil (12 


# or0, MO oa a )0 0)- (toa)en 
上 述说 明 ， 在 痢 中 存在 元 
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il qr) 
1 三 人 
(2 di2 i 


而 (Oo 9)= (人 9) ， 于 是 由 前 述 可 知 


N= M2(0). 

注 ， 此 题 说 明 ， 只 有 平凡 理想 的 环 只 来 必 一 定 是 除 环 。 但 
是 ， 巾 本章 学 习 指 导 的 例题 选 讲 之 例 7， 可 以 看 出 ， 如 果 环 民 
没有 真 零 因子 时 ， 则 民 必 是 除 环 ， 


§8 

1 和 解 ” 由 商 域 的 构成 可 向 、2E 让 的 商 域 为 8[i) = {a+ 

bila, bteQ). 

2 解 RCx] 的 窗 域 为 {各 (2) ? 60), 80%) E RCxY, g(x) 
so}. 
| 3 解 Sp 的 商 域 = &， 

4 证 设 8 为 域 F 的 商 域 ， 风 YxE9， 有 x= 字 0b( 压 


向 .- 
0) EF， 因 为 F 是 域 ， 所 以 主 “， 由 此 本 知 . F=8， 


$9 


1 解 (1) fe= 3xit 5xIt 4x,f-g= 3x + 
+ 2 5: 
(2) deg{(fjs)} = 4, 
2 解 用 肥 证 法 , 若 x' 不 是 及 上 的 未 定 元 ， 则 在 只 中 
存在 不 全 为 0 的 元 ; go gi ya tars0) 使 
ao+ox + 十 a(x =0， 从 而 有 
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Bo 十 人 Xe 二 人 sx 一 入 
上 式 说 明 x 不 是 丸 上 的 未 定 元 ， 与 题 设 x 为 及 上 的 未 定 元 
相 牙 秆 。 所 以 ，x' 是 尺 上 的 未 定 元 ， 
3 解 显然 民 [x 幻 是 民 Cx] 的 真子 环 。 而 
pp: 下) 一 一 > 了 了 Kx) 
是 REx2 到 RCx5o 的 辣 构 喘 射 《验证 从 略 ) 。 即 R[x) 全 REX， 
4 甫 疫 不 是 整 环 ] 的 商 域 上 的 未 宕 元 ， 则 在 台中 


存在 不全 为 0 的 元 ， 鱼 ，- 生 -er (二 0) 便 : 如 + 和 x+ 
自 1 1 


+ X= 0 其 中 a.,b; EIT 6b, 二 0. 用 bobi…b, 条 上 上 式 ， 


得 到 
ab br) t (bom ba Dirt ~ hob x = 

显然 boby…as 志 4， 所 以 x 不 是 TT 上 的 未 定 元 , 与 题 设 巴 
逢 。 故 x 也 是 了 的 商城 OO 上 的 未 定 元 ， 

5 解 (1) 因为 只 [etyez] 是 由 形 如 工 Giie es 的 
元 组 成 ; Regs，a1] 是 由 形 如 工 a，，ea ai 的 元 组 成 。 击 
RC ez] 和民 Case 部 是 变换 环 ， 所 忆 有 RRCeiyez] = RE; 601 

(C2) 设 提 +axi 二 十 Ganx7=T0 《站 

因为 Gi = giX 由 xy Xx 人 
Xn 是 无 关 末 定 元 ，《(*》 臣 成 立 类 须 q, =0, (k=0,1, ,1m)， 
由 x, 是 R 上 的 未 定 苑 ， 

6 解 由 本 节 定 理 3 可知， 

? fx Nas sR) > ff OY, Y2, “rn) 
是 R[x xy，…Xo 到 有 Co 4，… >] 的 满 同 态 . 再 由 ys ?ay…， 
y' 是 民 上 的 无 关 未 定 元 ;可知 1 是 单 射 . 训 以 Rixy, xa "…，X 4] 衬 
RELY Yr yn 。 


§10 
2 解 由 题 设 c: 是 fo 的 加重 根 所 以 有 
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CC = (一 CD 

又 因 cs 是 fx) 的 xs 重 根 ， 所 以 

fei = {01 — C1) GeGrfci) = 

而 cl 二 cz， 所 以 cs- ci 二 0。， 于 是 由 上 式 有 (cz) =0， 即 
02 是 (Xx) 的 根 。 由 于 ce: 起 了 lx) 的 ja 重 报 ， 所 以 进一步 可 知 
cz 是 gtx) 的 Ka 重 根 。 帮 有:， 和 (x) = (x 一 c2) "gz(X)， 

于 是 ， 了 x) = (x 一 CD) (x 一 c2) 923(x) 。 继 然 作 下 去 ， 女 
得 :了 (x) = tx 一 ctx 一 en) tx-0)* rq,(x), 闻 {x-c0) 
(x— Car (x0) | F(x), 

3 解 1 为 x? 一 1 的 7 重 根 . 

4 仿 数 域 F 上 多 项 式 环 的 证 法 ， 对 多 项 式 的 次 数 作 数 学 
归纳 法 。 

5 和 解 由 本 节 定 理 2 知 

jlx) = {bx+ce)qtx) +r, rel 
故 有 
1t-—-b c= (b(t-b ce} +og(—b ic}+r=r 

7 解 经 验算 知 姑 +1 在 Za 中 没有 根 , 而 x?+1 的 次 

数 为 2， 所 以 x?+ 1 是 Z[x) 的 不 可 约 多 项 式 ,而 在 ZsCx] 中 ， 
好 +1= 和 -4= (xX 一 2) (x+2)。 所 以 x*+1 是 2sfx 中 的 可 
约 多 项 式 ， 

8 解 因为 定理 6 中 的 dx) 是 fx)》 与 g(x) 的 公 因子 ， 
dtx) | 了 (x), g(x)， 而 且 

(Gx)) = {FNRI UK) + gx yx |x), Vv Cx) EG FCx]} 

及 以 有 ; J) Uo (x) + g(x) yo tx) = d(x) 

由 上 式 可 知 ， 著 lx》 是 了 2) 与 g(x) 的 任 一 公 因 子 ， 则 有 
do |acx)。 所 以 ，d (Cx) 是 了 0%) 与 g (x) 的 最 大 公 因 子 ， 

9 解 者 了 (x) 与 g(x) 中 有 -一 个 是 0 多项式， 不 妨 设 f(x) 
=0， 则 gtx) 即 为 1(x) 与 1(x) 的 最 大 公 因 子 . 阁 j(x) 与 g(x) 都 
不 是 0 多 项 式 时 ， 则 jx) 与 g(x) 的 尾 一 公 因 于 d(x) 不 能 是 
0 多 项 式 ， 由 于 dega (x) 志 degj (x) (f(x) 二 0)， 所 以 在 了 (x) 与 
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g(x} 的 公 因 子 中 ， 存 在 次 数 最 大 的 公 内 了 于， 设 为 8) ， 则 册 
上 题 可 知 此 从 因子 d(x) 即 为 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 了 于. 综 上 
所 述 ， 可 知 对 于 FC 中 任 二 多 项 式 f(x) 和 g(x)， 一 定 有 最 大 
公 因 子 存在 ， 鞋 于， 任意 两 个 最 大 公 因 子 只 相 效 一 个 单位 《可 
逆 元 ) 是 显然 的 。 

10 证 设 丰 是 Fz 的 理想 ,而 且 站 二 (px 。 因 为 FEx] 
是 主 理想 环 ， 所 以 机 = (49(X))，9{X) EC FLxj, 

由 NN 二 (p(x)， 可 知 9(X) E (p(x))， 于 是 p(x)+4lx) 。 由 
题 设 ptx) 是 不 丁 约 多 项 式 ， 育 以 1 是 p(x) 与 9(x) 的 最 大 公 
困 放 。 于 是 由 本 节 定 理 6， 存 在 a{X)，VY(x) EFIx] 使 得 : 

PO + 9 V(X) = 1, 

因为 (pt) CN = (g(x)) 所 以 pOxUCc) + g(x v(x) EN, 
邑 1 EN 敬 有 N= FLxDj, 即 (ptx0)) 基 FLx] 的 极 太 理想 。 


$11 


1 解 仿 例 4 (本 节 ) 可 以 证 明 ， 

《1) gg 是 [vw 2 2 的 单位 :可 道 元 ) 所 >lal?= 1 

《2) 若 1laj?=25， 则 4 是 ZL 20 的 素 元 ! 

《3) 车 la|?=11， 则 a 是 ZL 2) 的 索 元 . 

于 是 可 知 ，&[\ 2 ] 中 只 存 土 1 是 单位 ， 而 5 是 素 元 。 因 
7= (3 2)(3-w 2)，3+w2 和 3- > 都 是 素 元 ,而 且 每 
一 个 都 不 是 7 的 相伴 元 ， 所 以 ?7 不 是 素 元 。 

2 解 对 Zr 中 的 元 e=a+ 主 1 规定 ， 

Bte) = |cj= 坚 +z2， 显 然 So 是 非 负 整 数 . 仿照 本 章 学 
可 指导 例题 选 讲 之 例 10， 容 易 扒 出 Z [是 欧 氏 环 , 念 例 4 (本 
节 ) 可 以 证 明 ， 

(1》 2 是 肥 门 的 单位 《可 道 元 ) 寺 访 la|:= 1， 由 此 可 
诸 ，2Z[ 如 中 的 单位 只 有 土 1 和 i 

(2) 车 Ia]?=5， 则 @ 是 Zi 订 的 妹 元 ， 
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予 是 由 5 = (2+ 星 (2 一 六 可 知 5 不 是 Z[ 订 的 案 元 ， 而 且 2+ 
和 2 -都 是 Zi 的 素 苞 ， 

《3) 进一步 再 证 明 ZUi] 中 适合 条 件 ; 1&1*= 3 的 元 是 素 
元 ， 由 些 即 可 九 定 3 是 素 元 、 

3 (1) Ziw -5 7 中 的 元 4 是 单 位 亏 这 [el?=1， 

C2) ZLw -5 3 中 满足 条 件 ，[ej2= 9 的 元 gq 是 素 元 ， 

《3) 央 为 9=3.3= (2+tvw -5)(2-w-5), 其 中 3 
和 2+ -5 ，2-w -5 者 是 素 元 ， 而 且 3 不 是 2+w~5 和 
2 - -5 的 相伴 元 。 所 以 Zr -5 J 不 是 唯一 分 解 环 ， 

4 证 设 放 是 欧 氏 环 只 的 理想 ， 且 N 志 40} 

令 4=16(00jxEeNxs0 则 4 是 非 负 轻 数 集 , 而 且 4 关 由 
于 是 在 4 中 有 最 小 数 , 设 为 5(no) ，mroE N。 

下 面 往 证 N= (nw) ,因为 及 是 歌 氏 环 ， 所以， YaEN 在 及 
中 存在 4 和 使 ，a= nog+Pm 其 中 r=0 或 8C)< SCno， 

如 果 * 半 0。 因 为 N 是 民 的 理想 ， 所 以 a-mgEN, 即 rEN， 
于 是 由 上 述 非 负 整数 集 上 4 的 定义 ，6 (r) E4。 这 与 5 Go 的 
最 小 性 相 了 矛盾 .所 以 = 10。 

平 是， 由 上 述 可 知 ，Y aEN 总 有 4E 玉 使 

= og 

闻 N 守 (mo)， 但 WoEN， 故 有 N= (no)， 

5 解 设 F 为 域 ，Yxt 二 0) EF 定义 68(x) = 加 。( 确 定 
的 正 整数 ) ， 

因为 ，Yabfs0EFE 有 ab-'EF， 即 在 F 中 有 4 能 得 
op :=9g, 即 a=bg .所 以 是 欧 氏 环 。 

6 证 若 g 与 都 为 0 时 ， 则 5 与 的 景 大公 因子 是 
0 。 所 以 有 

:D+b*0= 人 0 

下 面 对 & 与 5 不 全 为 0 的 情形 证 明 命 题 成 立 。 

令 tq, 中 是 a 积 4 所 生成 的 理 她 (了 的 ) 。 则 因 了 大 主 理 
想 环 ， 甩 以 有 ，(q,b) = (td) ， 出 1 显然 山寺 0. 于 是 有 Ho vo 
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ET 使 得 
do = aito + bYo 《本 
设 d 是 0 与 b 的 最 大 公 因 子 ， 因 4a 与 8 不 全 为 40， 所 以 
a@ 志 0， 击 且 3ja,b。 于 是 由 x) 式 可 知 ; ddo。 
另 一 方面 ， 因 (do) = (0, 如) ,所 以 有 
a= doa b= dob, arsbiEl 
即 ao 是 4 与 6b 欧 公 因子 , 而 4d 是 4 与 b 的 最 太公 因子 ， 所 以 
dold。 故 有 do=de，E 是 了 的 单位 、 于 是 由 (4) 式 有 
quo + bvo= de 
从 而 有 
Huoe ' + bve :=d 


取 w=Ws !，V= ms !， 则 有 au+ by=4d, 
7 证 首先 ,由 3， 的 性 质 可 知 ,S， 的 元 是 S， 的 单位 


《本 道江) < 六 0。 
其 次 ， 设 六 s 140 是 3S， 的 理想 ， 如 果 在 六 中 存在 S， 的 单 
位 e 时 ， 则 ees=1leN 于 是 N= (1). 


若 N 中 的 任意 元 元 都 不 是 S， 的 单位 〈 可 北 元 ) ， 则 pla， 
Y EN。 于 是 有 字 =p" 中 -Pp}a 


由 上 述 可 知 ， 当 理想 NN 的 每 个 施 都 不 是 5S, 的 单位 (可 道 
元 ) 时 ， 则 NS(p)、。 显然 N 是 {的 理想 ， 所 以 由 (p) 的 构成 
可 知 N 是 主 理想 .于 是 知 5, 是 主 理 想 环 ， 所 以 I 是 唯一 分 解 
环 。 
& 证 设 胡 三 向 十 国生 十 二 生生 
BX) = bo+ bxt+ +h ax” 
是 两 个 本 原 多 项 式 ， 去 证 了 (x)8(x) 也 是 本 原 多 项 式 。 
假定 f(gtx) 不 是 本 原 多 项 式 ， 设 
TOXIECX) = Co CR rt” "XxX't™ 


a 


由 co cl enn 的 最 大 从 因子 不 是 单位 〈 可 道 元 )， 因 
为 了 是 叭 一 分 解 环 ， 所 以 存在 素 元 pET， 使 得 ，p|c，1= 
了， 二 

但 因 f(x) 和 gix) 都 是 本 原 多 项 式 ， 所 以 了 不 能 轿 除 所 有 
d,s 也 不 能 整除 所 有 b;. 

设 a, 是 a, 中 不 能 被 p 整除 的 足 码 最 小 者 , 即 plao, ,a1-1， 
但 pa, 。 再 设 b; 中 不 能 被 bp 整除 的 足 码 最 小 的 是 4,， 邯 p|bo， 
bi bb ,人 ptb .但 是 

Cris=a0p,. .+qb, .++a bn+tarb, +a..b,., 
+…+arr:po 和 ca poa DB 都 能 被 
了 整除 ， 所 以 pop ， 因 工 是 内 一 分 解 环 ， 所 以 由 本 节 定 理 
1 的 推论 知 ，pla, 或 pib;. 与 sta; 和 ptb, 相 蒜 砂 ， 所 以 
jx)g (x) 是 本 原 多 项 式 ， 
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第 四 章 ” 模 习题 解 省 
1 


2, 证 VX*X,，yYEM,obCR 有 : 
《1 7) xt ym=axt) =axtay= xat Ya 
C22 x ath = (otbx=axt+bhx=x*aqatxh 
C3 x (ab) = (ab}x= (ba) x= bgx) = p(x"0) 
二 《xy "bh 
于 是 加 群 以 关于 运算 “过 构成 交换 环 尺 上 上 的 右 模 。 


3. 证 ”由 于 RR 是 非 交 席 的 , 则 存在 a,bER, 使 ab 不 ba， 
对 xEM，x 所 B 考 究 
Xe Lab) 5. (ab) x 
而 
fx) b= Caox) :b= btax) = (ha}x 
她 困 几 关于 “，” 构 成 RK 上 的 右 模 ， 出 
Xx* (ob) = xa) :bh 
于 是 推 得 
(op ~ ba) x= 8 
由 于 上 是 除 环 ，ab - ba 专 0 ， 和 (8 - ba) -1! 窒 在 ， 又 由 RR 是 除 环 
知 1x= 9 ， 与 M 是 单 式 模 矛 盾 ， 故 M 关于 运算 #，” 不 能 构成 
环 R 上 碳 模 。 
4 证 YxyEMH，nER， 有 
C1) xyra=pla (x+ty =pmxt+tp(my 
=Xxra+ ya 
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CO) xrat+h) = pot x= pm x+ pbx 
-we 十 万 
C3) x: Cap) = mab)x= mbm Ix= Tb Cpa x 
= mLXa) = [xg:b 
于 是 M 关 于 运算 “。，” 构 成 环 R 上 的 右 模 ， 
5 证 xyERM apC SRS 有 
C1) ortx+ =p (xty) =x+ pay 
一 OX 二 + 
(C2) (+x=pm tat+bx= Cp{a) + wpb) x 
D+tmp r= oxth'x 
{3) tab)y*x= pab)x = pla ph) x 
=Pma) pb) x = 0 (hex) 
于 是 M 关 于 运算 “站.” 和 枸 成 5 上 芍 左 模 , 
6 证 设 M 是 加 群 ， 已 知 关于 运算 


A 


[xt n>>0 
hx= .0 用 三 站 

1 A 一 一 人 

~ 二 Hi< 个 


构成 Z 一 横 。 如 果 还 存在 运算 “.”， 使 M 在 “ ”下 构成 之 
一 模 。 那么 ， 当 >0 时， 有 


一 一 “一 
fax ++]1+… 二 1}: 


三 ]rE 守 二 
当 # 之 0 时 ， 有 n= 一 性， 网 二 0 。 于 是 
MtX= Cx 一 《MX = — RX) = CC— mx 
= x 
当 ?# = 0 时， 显然 有 
nx x = 0 X= nx 
所 以 倍 滋 运算 是 唯 -- 的 ， 
7 证 如 果 存 在 倍 滋 运算 “。?” 使 M 在 如 上 成 单 式 模 。 
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那么 对 nE Zi-Q， 据 5 题 有 有 
Rx=NX=H VEEM 


而 对 -一 Oos0)7， 则 有 


由 pmC OQ， 人 是 域 ， 于 是 得 到 


_l sx i, 
上 


对 任意 a=- "CE Qun ne Z, ms0)， 有 


(i ) 
QSX= -X= no) 
Ht Hr 


= (me jx 


从 而 知 运 算 “。” 与 运算 “、 ”是 相等 的 ，M 在 工 工 成 单 式 模 
的 倍 磁 运算 只 能 是 唯一 的 . 

8 解 不 能 否则， 若 凡 在 倍 素 “2” 下 ， 构 成 马上 的 
单 式 模 ， 那 么 ， 取 x EM,x* 诗 8， 由 导 的 有 腿 性 ， 知 x* 的 阶 数 1 
是 有 限 的 非 负 整数 ， 据 7 题 有 

nex= nx%— 6 


于 是 
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,9 | 
本 


巴 盾 。 


$2 
1 证 (C3) VY x= 了》 qaix,EM， 有 


x Daix, = Dai DX, = ai (1x,) 


1x， CN ，1,3.-,+， 于 是 知 N 是 M 的 一 个 生成 集 ， 
2 解 用 “-” 记 售 乘 的 形式 乘法 ， 布 
M, = {a2|laC 2Z} 
M,={b:3IbE Z} 
M;= {qa:2+b"3|a,bE Z} 
当 1*2> 2，1*3=3 时 ， 有 
M,= {2), M;= (3), M;= ZZ 
3 证 YXxEZ, 对 于 yE Z， 静 存在 零 次 多 项 式 f( 4)= 
x ZLA1, 使 
X= (AY Y= 了 
于 是 知 : ZZ = 工 197) 。 
4 解 S= {faxtby|a,bER} 
SI={i(axtby, axtb,y la bd.b, ER 
于 是 知 5' 在 R 上 的 生成 集 为 ; 
{x 0), Cy 0), (0.x), (0 ,y}} 
5 解 ” 设 S 是 RR- 模 M 的 -一 个 有 限 生成 集 ， 如果 5S 不 是 最 
小 生成 集 ， 则 必 含 有 下 子 集 S1， 使 S1 也 是 生成 集 ; 如果 S51 仍 不 
是 最 小 的 ， 财 S 必 会 在 直子 桌 $:，S: 是 模 M 在 民 上 的 生成 集 ; 如 
此 下 去 ， 得 出 模 M 在 RR 上 的 生成 集 序 列 


Mi PE sl 
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由 S$ 是 有 限 的 ， 可知 序列 的 长 也 是 尖 限 的 ， 


SOSILY DS, 


St 就 是 最 小 生 成 储 。 


5 


1 解 不 一 定 。 当 R 是 除 环 时 则 一 定 能 ， 
2 证 反 证 .如 果 U = Ti 1 不 是 RR- 模 M 的 最 小 生成 
集 。 则 必 存 在 0 的 真子 集 V， 使 VY 是 M 在 R 上 的 生成 集 ， 不妨 设 


VY= {ux,}-!, 于 是 存在 a, ER, ;42:0_s; 司 刀 , = 2 diKis 
从 而 有 


i 二 Nz+ i a Wi (1n:=6 

D 是 一 个 线性 相关 组 ， 这 与 莹 是 自由 基 了 矛盾 。 
3 证 (C1) 当 i=1 时 ，Yx=auw, y=bueRu， 有 

Xt+ y= {0 二 + 总 tu 扬 Ru， 于 是 知 ， Ru 大 加 和 群 ， YW rER，x= 
tiE RU 有 

X= F(a) = (FMD WE Ru 
不 难 验 证 ， Rutt 是 RR 上 的 模 

Hi = lH RAH 
且 人 WxE Ru 部 可 表 为 x = aui，2ER 的 形式 ， 于 是 各 tw 是 RR 在 
R 上 的 一 个 生成 集 。 又 当 ari = 6 时 ， 则 有 

CHI 十 0H2 十 十 四 村， 二 自 
由 于 忆 基 线性 无 关 的 ， 故 ga= 0， 于 是 知 志 在 尺 上 是 线性 无 闫 
的 ， 从 而 得 知 ， Rw 是 自由 模 。U = {tt} 是 Ru 的 尺 一 自由 基 ， 
秩 数 是 1. 


C2) 取 W={e.}i-., ee,= 000 1 0%0),i=1,2,,n 
则 有 
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iH Ht 2 1 :所 
1 = Da 13"*U2r | | £2 
: : sr 上 | 
a 41 Cn2"*"Orn 7 SN 
由 己基 及 ”的 一 个 自由 基 ， 可 知 4A = (a, 站 是 可 递 阵 ， 了 于 是 存在 


B= 人 bi DiiER, 合 ADB= 王 于 是 得 ; 


anbutawubat""+a, pi 1 
如 果 a, ;都 是非 单位 ， ml1- Pas EN， 这 与 W 是 真理 想 


了 矛盾， 故 Gr， 中 至 少 有 1 个 是 单位 ， 

C3) 由 a;1G=1,2,…,h》 中 至 少 有 一 个 是 单位 ， 故 出 
atyvtliz…，4 生 成 的 理想 

SOs dz 

《4) 不 妨 设 a, ;, 是 单位 ,N 是 真理 想 ， 则 a, ; EN， 于 是 
站 所 站 ， 由 六 含有 所 有 非 单位 ， 知 六 是 极 大 理想 ， 故 R/N 是 
域 ， 从 而 非 零 的 4 ,; 是 可 道 元 ， 

4 解 (C1) 是 ,因为 如 果 义 = {x;}i.， 是 RR 上 的 线性 无 
关 组 ， 则 对 任 一 组 不 全 为 零 ai ECR, Ci= 1,2,…,n) 轩 有 


六 所 日 
E -1 


由 ZCR， 知 对 任 一 组 Z 中 不 全 为 零 的 标量 b; (i= 1,2,…,n)、 
必 是 民 申 的 标量 组 ， 故 有 


2 bix 0 
于 是 岂 定 下 是 Z 上 的 线性 无 关 组 ， 
《2) 不 是 ， 如 对 X= (1 0.0), x= 0.0)ER'™"，, 
有 1,iER， 使 
ixi+ ixs=0 


故 (x 入) 是 及 上 的 线性 相关 组 ， 而 Ya,bE Z， 车 
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axi+ bxa-. (tat bi O00 ~0 
风 右 
a+ bi=0 
故 5 = 0,b = 0， 于 是 知 {x1,Xz} 是 2 上 线性 无 关 组 ， 
(3) 是 日 由 的 ， 秩 数 是 24。 因 为 对 


xX thi, qtbadt +qas th EM 


则 有 
和 = ND 06, + 2 b, (iei) 
_ _ 
-一 四 ” 
e,= 人们 ， ,0,1,.0， ,0 
于 是 知 


{er} Uf{ie,}?., 
是 R" 在 Z 上 的 生成 集 ， 且 车 
Doe, + Db, die «6 
则 


(0+ bt, gt batt +a,+b.i) = 
故 得 8,+b,i=00=1,2,…,D)。 于 是 断定 : a; =0,b,=0， 
(j = 1 这 ,和 ,从 而 知 
人 Ui{iei}?.s 
是 R'" 在 之 上 的 自由 基 。Z 一 自由 模 R'" 的 秩 数 为 2n， 
5 证 《1) 设 U0U={u;}'， 是 模 Mi 的 RR 一 自由 基 ， 


集 


U' = {uO0) ly, EU} 
对 = (x ,X22 CM, 则 有 x Mi， Xi Mi, 于 是 有 
xi= dM, Xs- Sibyy, 


和 一 外 r=1 
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从 面 得 
«= (Dau,, > ) 
= (Daw, oO)+(0 Yb, ) 
_ Ta, tn, 0) + bo0 v,) 
履 知 。 57 UV’ 是 M 在 R 上 的 一 个 生成 集 ， 又 营 
Tas 0) + 5 6,00 Vv,) = 
则 有 
(Da 0)+ (0 bv ) -3 


j=l 


(Ea Yip,y, ) =8 


rel 


于 是 得 
Sj adi = EM, 》 bv,= 0EM: 


故 知 站 | 二 和 b;=0(1=1, 2 7= 1， 2 "yg nz), 从 
而 断定 UUV' 是 M 的 RR 一 自由 基 ，M 是 R 上 的 Ww +f 秩 自 由 
模 ， 

6 解 洛 M 是 RR 上 的 自由 模 ， 则 MM 不 一 定 是 上 的 模 . 
如 = Mt(2), 则 


R= 人 a)| vote ! 


是 日 的 子 环 。 取 M = (R, +) 别克 是 及 -一 模 ， 但 M 不 是 8 一 模 ， 
因为 如 取 标 量 


(ap js 
及 模 元 素 
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(0 1)EM 


(00)(01)-(0 0)em 
迟 习 不 封闭 ，M 不 是 9 一 模 ， 
如 果 尺 是 局 的 理想 ， 则 M 是 日 上 的 模 。 事 实 上 上。 令 ; 吕 = 
{4i}?- .是 M 的 R 一 自由 基 ， 则 


出 有 


w= {Taw | a， ER| 


此 时 ， 对 dE YM, X= aitE 则 看 


dx = 4 a i= (ga) 


由 于 尺 是 日 的 理想 ， 可 敌 ga; RQ 1,2, 1) ,于 是 向 9x 忆 EH 


Y49EQ，xE M 都 成 立 ， 以 此 来 定义 日 张 M 的 倍 彝 运算 ， 易 证 
对 是 台 一 模 。 
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1 解 Zs 一 自由 基 只 有 两 个 ;: U={1}, V={5}, 
到 V 的 演化 阵 A= 5 ,VV 到 局 的 演化 阵 为 4-!= 5。 [3]5= 
3, Car=3, [2lr=2, C2Jy= 4, 


i 


四 
是 


3 证 已 知 {fe, = (C0010..0)}?-: 是 模 Z'" 的 一 个 
Z 一 自由 基 ， 且 有 


起 9388 


于 是 知 ! 局 是 Z"* 的 Z 一 自由 基 志 这 4 在 2Z 上 可 道 才 detA = 
士 1。 
4 提示 《1) 先 找 出 一 个 自由 基 上 ， 再 在 RR 上 作 一 个 
可 逆 了 泗 C， 用 C 去 演化 品 可 得 到 另 一 个 RR 一 自由 基 Y，。 
(C2) 因为 
Matr (ft, H)) = Matvly + Matrop 
+ Matr Cp) + Mat (人 用 


这 里 
1 0 0 
Matyly= 0 1 "| 
0 0 1， 
| 1 0 i 
Maty(y)= 0 ] 0| 
_ .0 0 1 
“i 0 0 
Matu(¥) =C .0 -i 0 CC 
,0 0 1 


Matr Cm) = Matr Cp) Mato cop) 
将 这 些 都 求 出 ， 再 代入 Matu (fp， 划 ) 中 即 可 。 
6 解 《1) 设 I={fa :是 寞 对 的 尺 一 日 由 基 ， 
令 pp,1EEndrCM) ,而且 者 


,1,0000...0 
， re 业 昌 | 
0000..0 
Mat (wm ) 9m010m0 0 
县 : 二 = :Ei 
oP 0 | 
0…000…0| 
1 | 


册 
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中 = {wp,;E Ende(M) |i,j= 1, 
是 模 Endz (MH) 的 民 一 自由 基 ， 事 实 上 上， 对 于 


PEEnd, A) 
有 
Mati (wm) = A= (a;,)» - 之 ， .TEs 
1] 1-. 1 
= 2 0, ,Matotp，) 
FE 
于 是 
p= aiipiy aER 
六 号 于 mw 
而 且 当 
之 aoivpii=0 (变换 ) 
二 
时 ， 则 有 有 
iadtMatogp; ; = Matun0 
让 号 
于 是 
Bit Al's 和 
人 31。 全 3 i 0 0.0 
| 


| 四 
| Us 人 2 0 和 


8 ;=0 i, j=1, 2, .…, nh), 以 而 新 言 : 


0 


bp 
一 


“Rt} 


的 一 个 民 一 自由 基 ，Ends (M) 是 R 上 nm? 秩 自由 模 ， 


$5 


1 证 由 {x };+! 是 线性 相关 的 ， 可 和 郑 存 在 人 1 区 2 


das 和 wn 1 人 于 ， 不 全 为 零 ， 司 


业 4 丫 


EY 


和 时 十 工 


SaixX, =# 
于 是 可 断定 aw;, 三 0， 否则 将 有 
Vax, = 中 


此 时 由 于 {x;}7=! 是 线 姓 无 关 的 ， 将 有 ai = 0, = 1，2,"*' ,ms 
这 与 qi， Gy *"» Ur an+! 不 全 为 零 巴 盾 ， 于 是 得 


其 m+ 1 一 DC a 7aiXi 
上 一 


2 证 设 x1， Na Xx: 是 线性 相关 的 ， 去 证 x1'， Xe " 
"Xn" 也 线性 丰 关 。 反 证 :如 果 z，xa xm 线 性 无 关 ， 考 查 
问 量 组 xi， Mis i Nm 当 


Vax = 由 


时 ， 有 
™ md 一 
》 qiXi = Dax: + a {Xn — bx) 
Pol [于 


= (ai 一 arb)X 二 2 qxX, = 
F 一 此 


于 是 qa-anb=0,9; =0 人 =2，…，m)， 由 ae<= 人 ， 易 知 qi= 
0， 帮 x1，X2，"…，%。 线 性 无 关 。 矛盾 ， 

青 说 x ，x;，…，xs 线性 相关 ， 往 证 ”x1，x2，…，%s 世 
线性 相关 。 反 证 ， 如 果 x1，xXs，-…，x%。 线性 无 关 ， 考 查 向 量 组 
Xi XI, "rr Xo 当 


Saix = 


i1=1 


时 ， 有 


旦 一 1 


bai 一 Xi + es CX + bxi) 
工 一 了 


| 


= {ear t+ aab) xi 十 YaiX; = 


[| 


t41 


于 是 得 


H+asb>= 人 0 } 
I = 人 0 


t= 2，3，…，f， 解 得 0= 和 = 和 =a=0， 破 Xi Xi 
Xx“ 是 线性 无 关 的 ， 忒 盾 ， 

3 证 据 2 题 可 知 | xX，Xw，""，X%， 线性 无 关 ， 必 要 和 且 
具 要 x;，x;，xX4，…*，x= 线 性 无 美 ; 而 和 ，X;，X， 钱 
性 无 关 必 要 且 只 要 Xi，x;，X3，X Xs 线性 无 关 。，,…:，… 如 
坟 下 去 ， 最 后 得 ，Xi，X:…，Xwn-:，X" 线性 无 关 必 要 目 只 要 
xi1，Xa，…，Xn-1，， Xun 线性 无 关 ， 从 而 得 筑 ，2，Xa， 
线性 无 关 必 避 且 只 要 x ，x:，…，x。 线 性 无 关 ， 

4 证 设 xi za，…，xXo- 是 天 上 维 向 贰 空间 Y 的 
n+ 1 个 问 量 ， 涉 妨 设 x 二 8， 令 口 = Le,}!-， 是 VY 的 一 个 KK 一 
基 ， 对 8 进行 妇 纳 ， 

当 #= 1 时 ， 有 Xi = ab X= 8 由 于 Xi 三 9, 敌 a1 志 0， 
于 是 有 8&1= aixi， 从 而 得 

Xi= (qs Ol XI 
x:，Xz 是 线性 相关 组 ， 命 题 成 立 ， 
假如 za- 1(a>>1) 时 命题 成 立 。 那 么 若 
党 1 一 站 11Et 十 站 13B2 TF + re 


R23= de + O262 + :+ dine. 


二 
是 线性 无 淆 的 ， 出 xl 堪 彰 ， 知 ai; 不 能 全 是 零 ， 不 妨 设 ai， 三 站， 
于 是 得 阿 量 组 


NI 二 1 
XN, = j= 2, 3, *'", H+1 
殷 是 线性 无 关 的 ， 但 由 于 
bE 飞人 (vo, €| ) 
| [| 


td 


一 ] 
一 为 ， CA, , — ,Adi ei 
: - 


于 是 可 敌 ，x ;=2，3，…，h+1) 这 + 个 向 量 都 属 十 除 环 K 
上 以 U0 = {e;} “! 为 玉 一 基 的 x -1 维 向 量 空间 V'， 据 归纳 假设 ， 
{Xx} 这 个 向 量 一 定 是 线性 相关 的 ， 从 而 可 知 : Xi ，xa， 
Xs 也 十 线性 相关 的 ， 于 是 断言 : XX2， ‘Xa 也 是 线 
性 相关 的 ，。 

5 证 如 果 向 量 组 x1，xz，…，x4 是 线 狂 相关 的 ， 
那 必 在 下 中 存在 不 全 为 0 的 WH，b2，…，bs， 和 使 


Sb,x, -8 
于 十 有 
wx = y+. (> Qari ) 
= 民工 ba )e, = 
故 得 


并 pa =0 j=1, 2, ya 
从 而 知人 如 ， 上 ，…，pb 由 是 关上 方程 组 

yea; =0 j=1, 2 
的 非 零 解 ， 反之， 车 方程 组 

Déiaii=0 j=1, 2, **, 1 


让 碎 寺 有 非 零 解 (bb,， ba, '*, 已 si 则 有 


二 


看 一 工 代 pass ) es- 0.(5 aije, ) 


i=l i Ff 
是 

= obix; 
Et=| 


从 而 知 : Nl: Xs ‘'', Xs 是 FY 的 一 个 线性 相关 组 ， 
8 解 在 K 上 nn 维 向 量 空间 VV 中， 考查 疝 量 组 


X= gje,, += 1, 2, "sm 


上 一 了 


出 mm 一 m 知道 这 是 尼 上 线性 相关 组 ， 于 是 存在 不 全 为 零 的 bi， 
b, “yg b. EK, 使 


Sbix; 二 自 


+ =l 


从 而 有 
vb. (5 Qi 8; )= ( - ba,; )e, = 日 


7 一 上 


故 得 

yp;a; = 0， j=1, 2, ,hn 
即 线性 方程 组 

Dé,01=0, j=1, 2, + h 


在 玉 上 存在 非 零 解 (b/，bz，…，b,) 
7 解 在 V 的 向 量 组 
{fs fas ft, el, E21 sen) 
中 ， 《不妨 设 r<n)， el，ez:，…e， 部 分 至 少 有 一 个 e， 不 能 
被 JI，fi，…， 1 ;线性 表 出 。 《否则 都 能 被 方 ， 产 ，-…，j 线 
性 瑚 出 则 F= {f;} 7-, 是 WV 的 KK 一 基 ， 著 盾 ) 于 是 得 出 -- 个 线 
性 无 关 部 分 组 
{fs ff ei } 
当 r +1<n 时 ， 可 在 其 余 的 e， j= 1，.…， 1, tl, ,nh 
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中 选 出 ei ， 不 能 被 和 ， 了 2，…， frsei 线性 表 出 ,… 如 此 下 去 ，. 
可 在 
{fi, fa, fr, ely ec， …， En} 
中 选 出 一 个 “ 极 大 ”线性 无 关 组 
{Fs 2, fs Ei Ciys ei,} 
r+ 有 =n, 进而 可 断言 它 是 一 个 KK 一 基 
9 证 (1) Yx，yEBM， 则 


X= ya: ai€EB, x EM 


y= 9 by bEB, y,EM 
了 一 


于 是 得 


x— y= Paxi— biyi= pcr 
i =1 k=1 


i1=! 


其 中 
- = k= 人 i j=1, 2, "nr 
候 二 
—b, EK=m+j j=1, 2, ,nn 
-人 k=i i=1], 2, ,1h 
2 = 
Vi kK=m+i j=1, 2, ,1 


所 以 csE 了 3B，2E M 故 xyE BM，BM 是 M 的 子 群 ， 
C2) 易 证 加 群 M/BM 是 R/B 上 的 模 。 进 而 和 欲 证 是 向 量 内 
间 ， 只 要 证 此 模 是 除 环 RRAB 上 的 有 限 生 成 横 就 可 以 了 。 设 5 = 
fail7- 是 尺 - 一 模 M 的 有 限 生 成 集 ， 则 M/BM 中 有 限 集 苹 = 
{#1=#i +BM}".， 也 是 模 M/BM 的 一 个 生成 集 ， 事实 上 ， 
vxEM/BM 有 
X=X+BM= (ou; + BM) 


t=1 
=Y au= YY Ci 
1 一 i=l 


LI 


因此 知 ， 避 是 M/BM 在 R/B 上 的 有 限 生成 集 ， 故 模 M/ BM 是 除 
环 R/B 上 向 量 空 间 。 

C3) 设 0U=tr 1 是 模 M 在 RR 上 的 最 小 生成 集 。 则 
了 = Cw, 也 是 模 M/BM 在 R/B 上 的 量 小 生成 集 。 否则 必 有 
一 个 式 ,, ,1+ 能 被 其 余 向 量 织 性 袁 出 ， 不 妨 设 为 4 ,， 于 
是 有 


H+:+ BM= 元 (a, + B) tu, + BM) 
于 是 得 
性 ，=-: 二 二 全， 四 和 刀 胡 
其 中 四 可 表 为 2 DR 68, 总 B， 从 而 得 
《1 — bu, = ;3 (qa, +b,) 
1 -b,EB, 在 中 可 道 ， 于 是 得 
Hs = y (| 一声 ta; + hb, rk: 
这 与 芒 是 模 对 的 最 小 生成 集 弟 盾 。 故 忆 是 向 量 室 间 M/BNM 的 
只 /下 一 基 。 
§6 
1 解 设 L 是 K 上 #5 维 河 晤 空间 V 的 一 维 子 空间 ， 则 在 
在 工 的 玉 一 - 基 {xX}, 使 
L= Kx= {kx{|ktK} 


| 如 果 六 是 工 的 子 模 ， 且 N48}， 由 有 >y 不， y= 由 y 疡 工本 
六 4 站 


a 
上 AR 


智 ，y= 0x，0E 天 6 二 0 于 是 得 ;xz=ar37EN， 胡 冰 = 人。 从 而 
源 二 ， 工 没有 真子 模 ， 是 KK 上 的 蕴 模 ， 
在 ~“ 般 环 上 ， 结 论 不 一 定 成 立 如 考察 Zz 一 模 Z2”， 季 
x= 0)EZ 2 在 立 上 生成 1]1 秩 日 由 子 模 : 
L= {axlaE Z}= {{a 0010EZ1 
再 取 y= (2 们 ER ,在 Z 上 生成 1 秩 自 由 子 模 
N= {bylbptE Z}= {2a, 0 lat 2Z} 
此 时 NL， 工 不 是 单 模 ， 

2 证 设 L(x),， L(Y) 是 除 环 玉 上 nn 维 向 量 空间 中 二 个 
一 维 子 窗 间 ， 且 工人 (%) 志 L(y) 。 于 是 可 知 x* 和 3 是 KK 上 的 线性 
无 关 向 量 ， 如 果 

zt LX) L(Y) 
刚 由 2zEIL(N) 可 其 2= ax，aSK; 由 2zSL(Y) 可 知 : z= 了 by, 
bE K， 于 是 得 ax =by， 但 因 半 和 了 是 线 尼 无 关 的 ， 故 可 斯 言 ， 
a=b=0 于 是 期 ,z=8,L(x) 与 L(Y) 交点 只 能 是 零 向 举 ， 

3 证 对 于 R 一 模 M， 有 ; 

M= LMODN 
其 中 ，1M= fl1xjxcM) 是 及 上 揭 单 式 寞 ， 是 对 的 子 模 ， N 是 
有 民工 的 零 模 ， 是 对 的 又 一 个 子 模 。 由 于 对 是 单 模 。 故 只 能 是 对 
= 1M 或 者 M=N。 当 M = AN 时， 有 


M = RM= {rxi lr ER, x EM, VnEN ={0) 


于 是 加 群 亲 的 性 一 真 于 群 都 是 M 的 子 模 ， 从 而 由 模 计 的 单 性 可 
断言 加 群 半 也 是 交换 单 群 。 于 是 可 知 MM 只 能 含有 质数 个 模 元 
素 . 

当 M=1M 时 ， 是 单 式 模 ,M= RM, 于 是 夺 只 能 是 循环 宰 ， 
此 时 ， 任 一 非 零 元 漠 可 必 林 的 生成 元 。 否 则 x 志 0，xEM 又 不 
是 对 的 生成 元 ， 那 么 Rx 事 克成 为 对 的 真子 模 ， 译 盾 ， 

4 证 设 x,yEN, 则 Yb€B 有 bx=90, py=6 于 是 btx- 放 
=bx-by=b， 的 X-?EN 又 对 于 fx， YrER，xEN， 有 


#7 


blrx) = tbr)x=8 ( 因 B 是 右 理 粮 ，brEB) ,从 而 得 知 N 是 计 
的 子 模 ， 

5 证 入 xX， YEN， YaCC， 有 ax=8,ny=8, 于 是 af 
一 了 =gqx-ay=9， 故 得 x 一 yEN, 对 rx， YrER, xEN, 
有 aetrx) = (ar)x= (ra)x=rtax) =9， 故 得 rxEN， 从 而 得 
知 ， 玫 是 对 的 字模。 

设 a，bpEB， 则 WxEM 有 ax=9，bx=9 于 是 有 {a 一 让 x= 
ax—bx=8 战 a 一 bEB. 又 对 VrER, beEB 有 GDxX=r{bx) =0, 
故 rb€ BB， 于 是 知 :，8 是 及 的 左 理想 ， 

6 证 设 品 = {wi}?, 是 5 的 K 一 基 , 于 是 知 和 pty， 
zj 是 VY 的 mw 个 线 福 无 关 向 量 。 从 而 知 ， 存在 nn 一 m 个 向 量 ， 
HE 使 U = fw 上 -是 VY 的 一 个 下 一 基 ， 
YXxEY/S 


多 二 pad = ya, 
1-1 


对 于 4#,， 著 1 所 im， 有 ;E55, 于 是 妇 ;= 9， 
故 得 
FE 


从 而 知 : Ur= {wi} 是 VIS 的 一 个 生成 货 。 娘 外 ， 如 时 
yy aai= 日 


i 一 由 十 1? 


则 有 2 ga,u; ES， 于 是 存在 D， 刀 2，…，b。 使 


四 二 机 于 


bE 


2 aM, = Db 
1 二 了 


i 一 加 十 | 


由 VU = fu] -1 是 V 的 K 一 基 ， 鼓 其 ai = 0(f=im+1，…，n)， 
于 是 断定 ， 避 = {4i}?-o4! 是 V/5S 的 一 个 K 一 基 ，V/S 是 4-m 维 


世间 县 


~ 


培 量 室 间 。 
10 证 子 模 六 的 商 模 

Z/N={0, 1, … pr-1)} 
是 Z 上 7p' 元 循环 模 ， 生 成 元 是 1 ， 于 是 可 顷 ，Z/N 在 Z 上 的 子 
模 定 是 元 数 为 p' 约 数 的 循环 模 ， 如 果 Z/N 存在 两 个 真子 模 太 
和 B， 的 元 数 为 p*，B 的 元 数 为 p'，i, ji 是 小 于 EK 的 非 贷 蓝 
数 、 旦 使 

Z/N= ADB 
那么 必 有 P =p'p’'， 于 是 知 

A=L(P') 

B=L(pD') 

如 i<j， 则 p' EZ, 于 是 p'- ip' =p’， 故 策 ，AESB， 
这 与 Z/N = 4 中 8 矛盾 。 如 i 半 ] 将 有 有 4 二 BB， 这 也 与 Z/N = 由 
矛盾 。 故 不 存在 Z/N 的 真子 模 4，3B， 使 ZN = ABB， 

11 证 《1T)》 如 果 MM 天 {86}， 则 M 在 R 上 必 存 在 最 小 生成 
集 U= {ww;) 了 1， 因为 二 全 夺 = AM， 故 有 


Wi= aki;, a,EA, i=1, 2, "sh 
于 十 得 
{1 — 0mw = pal 


由 于 4: 巳 4，44 是 真理 想 ， 故 百 断 定 ai: EE B， 于 是 可 知 : 1 一 &， 
EB (次 则 1-o=bpEB， 则 1=o+rbEB， 这 与 日 是 真理 起 
了 矛盾) {1 一 42 ER， 从 而 推 得 


Hi = 2 (1 -a a 
这 与 立 是 最 小 生成 沁 夭 拓 ， 故 对 = {99}， 
(2) 令 U= ti 是 M 的 有 限 生成 集 、 六 关于 M 的 商 模 
为 


49 


M/N= (AM + N)/N 


- {Fan, tn )+Nla, Eh, u, EU, nEN| 


={ at, +N) la, EA EU}= A(M/N) 


所 (1) 可知 M/N={0}， 故 得 ，M =N， 


$7 


1 证 没 P 是 MM 上 的 R 一 自 同 让 ，YxEM， 则 有 x= 
xl1， 车 视 xE 民 ，1EM， 那 双 
PN) = xp(1) | 
于 是 知 p 被 g(1) 的 值 所 崔 一 确定 ， 当 (1) = aE 人 时 ， 记 为 
Ps， 则 
Endr (M) = {p19 C1) =a, Ya 对 } 
是 导 上 的 尺 一 里 同 态 环 ， 令 
天 R—yEndr (tM), at—> ow, 
易 证 ， 在 1 下，、R 守 Ends (M).、 
2 证 令 11; M/H 一 >M’'/H 
x = 文士 开放 x =H(x)+H’ 
易 证 ， 在 下 ，M/H 它 M'/H’. 
3 C1) plathx)= 0 + bpix) 
= [Ota) + oh) px) 
C2 pilitabyx) = 0 {aby (x) 
= (O00 oH) px) 
C3 Fox) =o il) ) gix) 
= op (x) 


4 证 由 于 fxzrz (bi bz pb 知 x= jb,n, 于 是 


a5 


~ 


有 ， 


从 而 得 ， 


wrEeR, 


p(x) -vo(Tbix, )= ob pu.) 


= 并 oo (并 0, 4 ) 


= 到 | obi)n, ja， 
1 


了 一 1 上 


cys = (To ya Toh}as 


YS oiya, 1 


| 到 上 
Ru 01 dn 


= (gh) ob obo) MY O22 Ma 


$i 


= 【了 
解 已 知 Y= Ya jis 于 是 得 


CO I = LY IpA = {C1C21 1 Cin) 


CoO I = CPO oC = Bei me Pin "ACT! 


: yp 在 V 上 欧 降 B=C”AC-!， 其 中 CC" = {gtc, 17)), 


证 (1) Yx，yEM 有 
(ph) x+ = p+ I + py)) 
= {pyp) (x) + (pp) Cy) 
xcM 有 
(pp) (rx) = BN = r(x) ) 
= OT ) Py) = (oD (Fr) (pp) CO) 


于 是 知 : gy 是 关于 RR 自 同 构 g7 的 RR 一 半 上 自 辣 态 ， 
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《2 7 cpu, = ppt)) 二 ?Eb. re; ) 


= otb, ;Pm ) = ol,, ){ Daws) 


—] =1 


= (Pot dai 


P| r=l 


于 是 得 


obi)a 2 ob ana. Sob }ain | 
四 -1 1-1 


Mat (py) = | To (br)a, 1 并 vt 人 (ba 
LU 一 ! 1=! 


i=1 


| . 
， 时 nL 
Tob on Eo, Da othbr i, 


fi- i=l 
= BA 
?7 证 1) 念 
p: M——>M, Xi—> X=x+BM, 


g; R—-yRri—>r =r+8B 
由 是 M 到 对 的 关于 的 态 射 ， 如 果 忆 = {4,} 是 M 在 上 


的 生成 集 ， 那 么 VX EM; 则 有 xE 导 使 p(X) =x+ BM= X， 于 
是 


ER ) = ola pu,) 
i 
所 以 末 = {ww,}'.， 是 必 在 R 上 的 生成 集 
如 果 可 ={w;}!.， 是 要 在 及 上 的 生成 集 ， 设 uw 是 区 ;在 9 


下 的 诛 象 之 一 ， 作 并 的 子 模 
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和 
~、 ET 


N= {oulo en 1th2n) 
| 


且 有 

PN = {po | vxEN}= M 
于 是 

M=N+Ker(y)=N+BM 
据 $ 6 习题 11 可 得 村 = 六， 于 是 可 = {wi}i-， 是 M 在 R 上 的 生成 
集 ， 

(2) 设 U= {uw} ?i 是 M 在 R 上 的 最 小 生成 集 , 则 pC0D = 

{p07} "= fi = 如 是 M 在 R 上 的 生成 集 , 也 是 最 小 生成 
上 党。 否则 尽 中 诗 少 有 一 个 向 量 可 被 其 余 向 量 线性 表 出 ， 不 妨 说 


HW 三 Yaiu, = S_ oa pi) 
i 二 二 了 


= Dylan,) -of 二 on )= wu) 


于 是 
PH 一 Dan, ) = 0 
故 有 
11 — yi aims € Ker(g) = BM = {Tow Ip:€ a} 
从 而 有 
UVI 一 并 oa = bin, whitB 
进而 得 


(1 —~b)u = (a +h,)u, 


由 加 EB，B 是 真理 想 ， 可 知 1-BEB，1-b 在 R 中 训 道 。 鼓 
Wi = 2 【一 如 l(a, +hiD ui 
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这 与 己 是 最 小 生成 混和 矛盾 ， 

由 也 是 应 量 空间 的 最 小 生成 党 ， 故 可 断言 它 是 一 个 R 一 
基 。 

如 果 口 = 和 ,凡是 及 寺 疝 量 空间 对 的 妇 一 基 ， 设 u, 是 
!& ,在 % 下 跟 象 之 一 ，U = 人- 是 M 在 R 上 的 生成 集 ,， {ww;}).， 
必 是 最 小 生成 泥 。 和 否则 ,不 妨 设 局 "一口 , 是 对 的 一 个 生成 泥 ， 这 
时 已 避 也 是 对 的 生成 集 ， 这 与 如是 尺 一 基 矛 盾 。 

(3)》 设 =fe) ?iV= {Vv,}?.， 是 导 在 R 上 的 两 个 最 
小 生成 集 ， 于 是 口 = {wi} .VV= 1 是 及 上 上 向量 空间 M 的 
两 个 RR 一 基 ， 由 及 一 向 量 空 间 六 的 维 数 是 唯一 确定 的 ， 故 得 : 
m=n， 于 是 断言 ， 民 一 模 M 的 最 小 生成 集 ， 含 有 相同 个 数 的 
模 元 素 。 
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第 五 章 ” 扩 域 习题 解答 


Si1 


+ 证 设 FE 的 元 素 个 数 为 g， 
pr a >a, YatE 
考虑 和 的 象 im = {a laoE El}SE, Va,， bEE,， gdb， 有 
G 一 有 关 0， (a 一 7? 关 0 (因为 为 域 ) a -~-b' 关 0, 
a br’, 
和 由 上 述 可 短 ， FP 是 单 射 ， 而 且 ，img 也 是 由 4 个 元 素 组 成 的 集 
合 ， 于 是 imp=E， 即 是 满 射 。 认 此 PP 是 E 到 的 双 射 
另外 ，YWa，bEE， 有 
wath= (0th =o +h’ ia) +oyb) 
yab) = (ab) = ab =- pa) opp) 
综 上 所 述 ， 知 站 是 域 E 的 一 个 自 同 掏 ， 
2 证 (1) 由 推论 3 和希 ， 已 的 特征 数 必 是 4 的 素 约 数 ， 调 | 
4 的 素 约 数 只 有 2 ， 故 瑟 的 特征 数 为 2 . 
《2》 因 Ze 是 由 ，1 组 成 的 ， 故 YaEEB， 当 eEZp 时 ， 
有 os 拉 0，1。 由 于 {E，“，)} 是 3 阶 有 限 群 ， 所 以 oz 关 1， 从 而 
da 丰 Q!, 
曼 然 as0，1， 因 此 ， 下 = {0，1，a， dO!}， 考 不 EE 中 
的 元 索 02 和 a+1。 首 先 ， 显 抢 G@ 0，1、a， 网 本 =at。 
其 次 ，a+ 1 拓 0，i，a。 事实 上 ， 如 果 a+1=0， 则 因 己 
的 特征 数 为 2， 而 有 a= -1=1 矛盾 , 战 e+1ls0。 此 外 是 
然 a+1l 二 1，a。 央 此 a+1=o: 于 是 到 =arl=a+l 即 a 
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满足 题 设 方程 
3 证 庶 互 是 已 所 含 的 最 小 域 。 因 王 的 特征 数 为 冲 ， 故 
由 定理 2 知 
EZp 
从 而 瑟 是 由 ?了 个 元 素 组 成 的 中 的 子 域 。 另 一 方面 
X 一 和 二 站 
是 ?次 方程 ， 它 在 域 F 中 的 根 不 会 超过 p 个 ， 而 了 的 每 个 元 到 
都 基 它 的 根 ， 所 以 互 的 元 素 个 数 不 大 于 p 。 由 于 .上 面 证 得 ， 开 
的 子 域 已 具有 了 zP 个 元 素 , 故 了 必 是 P 个 元 素 的 城 ， 而 且 忆 = 百 . 因 
此 
FZp 
4 解 Z: 的 特征 数 为 p，Zs 上 的 有 理 分 式 域 Z 6x) 就 
是 特征 数 为 p 的 无 限 域 ， 
5 解 训 f(x) = ax? +bxi+cx+， 它 是 Z， 下 三 次 多 
项 式 的 一 般 形式 。 由 于 之 := {0，1}。 而且 f(x) 的 首 项 系数 a 
只 能 取 a=1， 其 它 系 数 b，c，d 各 有 两 种 取 法 ， 所 以 Zz 上 共有 
下 述 23= 8 个 三 次 多 项 式 ; 
和 1 
XA 二， 十 守 十 区 十 1 
显然 Z; 上 的 三 次 多 项 式 flx) 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 
fx) 在 Z: 中 无 根 。 腹 ZZ; 的 两 个 元 素 0, 1 逐个 代入 上 述 8 个 多 
项 式 ， 得 知 在 Z: 中 无 根 的 只 有 
XI 十 ?十 3， 十 区 十 1 


它们 是 Z; 上 全 部 三 次 不 可 约 多 项 式 ， 


S 7 


1 解 因为 5，w7，Dib i+3 分 别 是 有 理 系 数 多 项 
式 Xt— 9, 203 一 了 ， Xx:+1, 和 ~-6x+10 的 恨 , 所 以 它们 是 人 上 的 
代数 元 。 
二 5 各 


xz 和 e+3 是 Q@ 上 的 超越 元 事实 上 ， 假 设 x 是 Q 上 的 代数 
元 ， 则 存在 有 理 系数 多 项 式 
fx) 二 人 + ON" + 
限 天 为 根 : 


fa = qn RT dn RD +o 


这 说 明 克 是 有 理 系 数 多 项 式 
gx) = AX an x +t to 

的 根 ， 与 是 Q 上 .的 超越 元 相 耶 胃 。 故 世 是 超越 元 。 

假设 e + 3 是 @ 上 的 代数 元 ， 则 存在 有 理 系 数 多 项 式 

入 (xD = aX tax" "lt :+d 

以 Ee + 3 为 根 ， 
hire+3)=a, et) +A-(eT 3)" 1 十 -十 加 pg 

= a. (Ce" 十 三 3 T+ 3") 


+ qariter t+Cl_ de ?++ 3* 1) 


+ ao 
= Ge7r + (CaCI ta De 1+ (qC:3:+ 
GriCn_13 + as e+ 
+ (qa3" + as-13" 1+ +o 
= 几 
这 说 明 e 是 有 理 系 数 多 项 式 
KX) 一 在 和 ”十 《Ge + ox" tt (arC:3? 
+ oni 13 二 Qn XT + +h(3) 
的 根 ， 与 e 是 8 上 的 超越 元 相 了 矛盾 。 故 e + 3 是 超越 元 ， 
2 证 在 1 题 的 证 明 的 后 一 部 分 ， 把 和 e 都 换 成 e， 
便 得 到 本 题 充 分 性 的 证 明 、 现 证 明 必 要 性 ， 
设立 是 Q 上 的 代数 元 ，Q@ 上 的 多 项 式 
PX = KX ON lh +a, 


以 & 为 根 ， 设 中 的 全 部 根 是 ec = C，az，…，&r， 由 高 租 代 
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数 知 ， 每 个 a ,都 是 w:，aua，…，a 的 初等 对 称 多 项 式 。 考 虑 下 
述 两 个 多 项 式 : 
fx) 二 (和 一 和 人 (一 全) 
= Xx" + bx li +b, 
fatx) = (xX— (H+ Xo rd) 0 (x (a, + 3)) 
= xX" 十 
fi ,fa 的 根 分 判 是 ww，82,*', 832 和 GT 3 G2 十 3 pet 十 3。 
六 (0, fzt 必 的 每 个 系数 b 和 cj 分别 是 al eye 和 a1+3， 
az+3 y+ 3 的 初等 对 称 多 项 式 ， 也 都 是 oi aa er 在 上 
的 对 称 多 项 式 ， 由 对 称 多 项 式 基 本 定理 ，b; 和 ci 都 可 表 成 gu 
19 4, 的 初等 对 称 多 项 式 al， 4 py 4, 在 怠 上 的 多 项 式 ; 
b,=gi(ay G2 0 C=0, (dr G2y "7, Qn) 
由 于 每 个 a, 者 是 有 理 数 ， 所 以 b, 和 ec; 也 都 是 有 理 数 ， 即 ff (3) 
和 f(x) 都 是 外 上 的 多 项 式 ， 它 们 分 别 雇 如 = 归 和 +3=e+ 
3 为 根 ， 因 此 az 和 e+ 3 都 是 上 的 代数 元 ， 必 要 性 得 证 ， 
3 证 褒 4 是 3 的 任 一 有 限 子 集 ， 则 F(4) 是 FS) 的 子 
域 ， 设 
王 = {F(4)14 三 3S，4 是 有 限 集合 }，P; = UF(A) 


显然 ” F' 生 FF(5), 男 一 方面 ，waEF(S)。 兴 


fy fy 1 
站 二 EES, qlary Qs "ey 
和 


但 geEF(elyaz…，avy)EE， 故 aeER'， 即 F(S)EE ,因此 
F' =F(S)， 于 是 F' 是 一 个 域 ， 
4 证 设 f(x) EFLxl 是 & 的 最 小 多 项 式 ， 由 命题 2 知 
jx) [op Cx) 
国 p (0) 是 不 可 的 多 项 式 ， 故 fx) 与 (x) 的 次 数 相 等 ， 于 是 
fx Cox , CeEF 
但 fx ，wp (的 首 项 系数 者 是 1 ， 所 以 c= 1， 即 j (x) = q(x)， 


人 6 名 


P(x) 是 & 的 最 小 多 项 式 ， 

5 解 C= 及 们 ， 而 w(x) =xi+ 1 是 以 二 为 根 的 实 系 数 
多 项 式 ， 且 mp( 人 2 在 用 上 不 可 约 ， 枚 p (x) =x?+1 是 在 及 上 的 
最 小 多 项 式 ， 

1 = 下 一 3 是 羽 必 3 为 根 的 有 理 系 数 多 项 式 ， 用 艾 酸 斯 
坦 因 判别 法 可 以 判定 (xX) 是 QQ@ 上 不 可 约 多 项 式 ， 旋 ft) = 
一 3 是 六 3 在 QQ 上 的 最 小 多 项 式 ， 


3 


1 证 由 于 
4(90 = FI 过 ，)Go = FCo = 


所 以 2 是 4 的 单纯 扩张 。 现 证 明 添加 元 x 是 4-F( 入 -) 上 
的 代数 元 ， 
令 ?= 二 GE4， 显然?EE， 则 在 2=F(x) 中 有 
yxX+t DD=X, Jr 
这 说 明 x 是 4 上 的 三 次 多 项 式 
PD = yy 
的 根 。 故 x 是 4 上 的 代数 元 ， 从 而 王 = A(x) 是 A 的 单纯 代数 扩 
张 。 
2 ”和解 (参看 第 五 章 § 3 学 习 指导 (二 ) 中 的 3) 5 在 0 
上 的 最 小 多 项 式 为 g(x) =x* -2， 设 
fa2) _ 1+8&9 


5- 


BB 2) +A DHS 
则 fx 二 x 二 1，g(x) =x?+xX+1。 甩 带 余 除 法 求 得 wz) = 
X~1，vtfxy = 一 11， 使 
区 (XIE TD FE r(x) = 


于 是 
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~ 
a 


(gM 9) Ii=ud/ 2)=B 2 -1 


a=f(8 2) {88 2))7 
= (2 +1) (2 —1) 
= {2)-1 
3 解 因 g(x) =x+x+ 1 的 判别 式 bac=1-4x1x 
1= 一 3 一 0， 歼 gx) 在 及 上 不 可 约 。 所 以 glx) 是 & 在 及 上 的 最 
小 多 项 式 ， 其 次 数 为 2， 则 
Ria)= {ce+dle, dE BR} 
由 于 gC 在 Ela) 中 有 根 &， 放 8g( 习 在 及 (x) 上 有 因 式 
x 一， 以 x 一 0 除 g (x) 得 商 式 xt&a+1， 所 以 gtX) 在 Ro) 上 可 分 
解 碱 两 个 一 次 多 项 式 之 积 ， 
gCX) = (x—- a {xtat1) 
4 解 (1 }) 假 设 y* 一 x 在 K 上 可 约 ， 则 存在 K 上 m<p 次 
不 且 约 多 项 式 p(y) ， 使 得 p(y) 1y 7 一 x， 于 是 存在 下 的 单纯 代 
狼 扩 张 K tay， 使 # 在 K 上 的 最 小 多 项 式 为 p(y) 。 由 于 pt) i 
?一 sx， 前 & 是 y' ~ x 的 根 ， 
A CXx=0, dA’ = p= x 。 
从 而 在 Eta) 上 ， 
Vy XY a= y= Cy — KF )? 
因此 
Py) = (一 x }" 
但 p(y) 是 玉 上 的 多 项 式 ， 其 常数 项 (- DrxF 应 属于 = 
F(x) 。 凋 为 m 之 pp， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因 此 y ?~-x 在 KK 上 不 
可 欧 . 
(2 ) 由 于 洒 加 元 8 网 最 小 多 项 式 入 -x 的 次 数 为 p， 所 以 


Pr1 


K(0) =1 2 h.0' Ih, EK } 


《因为 KK=F(x)) ;其 中 , ,= fx), g(x) EFL, 


;Cx) > 
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i (区) 大， 
由 于 9 是 ”一 % 的 根 ， 所 以 


gr —-x=0, x=8r 


于 是 YaeK(9) 有 
pi F 
= ho- Tf 
- 末 fi (0 ) gc Fg) 
8. 人) 
即 
K (0) CSF(0) 
另 一 方面 ， 显 然 有 FE(9) 三 乓 (9) 。 因 时 
K(0) = F (0) 


《3) 因为 x=9r， 同 时 K(9) 的 特征 数 为 p， 所 以 在 
K(B6) 上 有 
yr x= y -Or= (y-0)r 
这 就 是 ?? - x 在 K(9) 上 的 标准 分 解 式 ， 


§ 4 


1 证 因 a 在 F 上 的 最 小 多 项 式 的 次 数 为 mw， 故 F(a) 
是 下 的 mm 次 扩张 ， F(a) 三 K, 由 于 天 是 FF 的 如 次 有 限 扩 张 , 则 由 
定理 3 有 

K=F(la, 2, ‘"y Gs) 
其 中 &; 是 F 上 的 代数 元 ， 显然 

Fla} ai Cg， 人 5 二 下 
即 天 也 是 F(a) 的 有 限 扩张 ， 令 (ver-) = mm ， 直 定理 1 知 


mm 一 天 


大 mjn， 
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2 证 国 E 是 F 的 有 限 扩张 由 定理 2 知 ， 上 BB 是 F 的 代 
数 扩张 ， 故 xE E 是 F 上 的 代数 元 ， 于 是 Fta) 是 FF 的 单纯 代数 
扩张 ， 而 (F(@)/F) = 六 等 于 e 在 F 上 的 最 小 多 项 式 次 数 。 由 
1 题 得 m |n. 

3 解 由 于 

QU, 2) = QD 2) 
而 且 ， 芋 在 人 @ 上 的 最 小 多 项 式 为 x?+1， 则 
(QO)= 2 
v2 在 名 (上 的 最 小 多 项 式 为 x* -2， 则 
(QD 2)/00) =2 
发 册 定理 1 得 
(QU, 2D = (BGA 3) GD 
=2x2= 4 

a 证 设 o， pz， …，a,， 是 KK 在 Zo。 上 的 基 腐 ， 于 是 K 

中 任 一 元 素 8 可 被 m，o，…，az。， 在 2 上 唯 -- 地 线性 表 出 ， 
= ta 了 ,人 加 

这 里 每 个 a; 都 有 Pp 种 取 法 ， 记 以 恰好 可 做 出 p" 组 天 示 系 数 ， 于 

是 KK 是 p" 个 元 素 组 成 的 有 限 域 ， 

5 证 因为 4 是 KK 上 的 代数 元 ， 所 以 六 (o) 是 天 的 单纯 
代数 扩张 ， 从 而 是 KK 的 有 限 扩张 ,而 KK 是 F 的 有 限 扩张 ， 由 定 
理 1 知 ，K(g) 是 PP 的 有 限 扩张 。 再 由 定理 2 知 ，K(a) 中 的 元 
素 & 是 F 上 的 代数 元 ， 


§ 5 


1 解 求 得 fx = 知 -5x+9x-9 的 根 为 
Ni=3, = + 2 X= -二 
则 ft) 在 8 上 的 分 裂 域 为 
Q(x Xa KI) = 0) 
2 证 由于 ge 是 px = x 一 a 的 根 ， 则 gp?，aw， ow 是 
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钊 (3 的 全 部 根 ， 其 中 台 是 三 次 本 原单 位 根 ， 
~ lta 
2 
假设 Qi) 是 q(x) 的 分 裂 域 ， 则 aoEeco ， 从 而 
站 世人 Ce) 
于 是 有 
QCOWm) EO a) 
由 定理 1 ，(98(6) /0) 应 该 是 (0 C0) /0) 的 约 数 .但 是 在 @ 上 
的 最 小 多 项 式 为 x* +x+ 1， 则 
(QW) OQ) = 2 
而 @ 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 为 q(x) =x*-a， 有 
《总 to) 人) = 3 
Qt)7 不 是 (9@(o7Q@) 的 约 数 , 这 个 矛盾 说 明日 () 不 是 (x) 
在 Q 上 的 分 裂 域 . 
3 证 设 p(x) = p(x)g2(X) pn(X) 。 显 然 p(x) 是 FF 上 
的 多 项 式 ， 由 定理 1 ， 存 在 w(x) 在 F 上 的 分 异域 。 因 为 K 
包含 p(x) 网 全 部 根 ， 所 以 下 包含 每 个 yp, (x) 的 全 部 根 。 在 天 
中 取 Ppi (xX) 的 根 &;，i=1,2,'…, 机 ,显然 每 个 a, 都 是 F 上 的 代数 
元 ,于 是 在 以 中 ， 将 下 的 子 集 {al，o，…，an} 添 加 到 上 ， 
得 到 的 有 限 扩 张 Riai，aa，…，a) 由 于 每 个 p; (xc 都 是 首 
项 系数 为 硅 的 不 可 的 多 项 式 ， 所 以 a， 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 为 
人 ,Xs 
4 证 对 多 项 式 1 (Xx) 的 次 数 用 数学 归纳 法 ， 
当 n=1， 臣 时 f(x) 是 FF 上 不 可 约 多 项 式 ， 是 其 唯一 根 wa 在 
FF 上 的 最 小 名 项 式 ， 故 了 (x) 的 分 异域 = Flm) 关 于 FF 约 次 数 
为 1=11， 
假设 命题 对 n - 1 成 立 。 令 ca， ，…，g ,是 f(x) 在 其 分 型 
域 互 中 的 天 个 根 ， 则 王 = Fo，az，…，av) 。 现 考虑 吾 的 子 域 
Fa 。 显然 在 PF 上 的 最 小 多 项 式 的 次 数 志 hn， 出 
(Fria ED) SH 《1) 
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在 F(a1) 上 ，f(X*) 可 分 解 为 

fx) = Cx — ap (x) 
其 中 yg(%) 是 Fe 上 的 1 次 多 项 式 ， 而 卫 aes，…，g， 恰好 是 
pt) 在 天 中 的 所 有 - 1 个 根 。 电 归纳 假设 ，9% (x) 在 Ftam) 上 的 
分 发 域 F(el) (az，…，&,) 关 于 Fe 的 次 数 

(Fg) (a oy a) Pa) En 1 2) 
将 不 等 式 1》 和 《2) 的 两 端 分 别 入 染 得 

(F(ay tas , On) FP) = (F(a /FF) (F (a) 

(02 On) Fa n(n! )=n1 


§ 6 


1 证 设 
E = fei， His … a} 
由 定 竹 4 的 证 明 中 得 知 ，EE 恰 是 由 Z ,上 所 有 gq- 1 次 单位 根 组 
成 的 。 于 是 
和 一 二 (和 一 站 人 (一 人 一 在 
其 中 9= p"。 现在 比较 上 式 两 端的 常数 项 : 
当 p=2 时 ， 有 1=- 1.， 而 -1=p' 一 1 是 琳 数 ， 则 


dmd tt 1 =~-1 

当 p 计 2 时 ，q~~1=p" -1 基 偶 数 ， 则 
Qa de 一 

2 证 设 


F(X) = aN" 十 Er-IX + +a aEZp 


2 的 元 素 个 数 为 了 ， 由 定理 2 的 证 角 中 得 知 ，Z s 中 的 元 素 都 
是 多 项 式 


区 一 关 
的 根 ， 志 六 对 于 每 个 ai 均 有 
a 一 企 ) 
于 是 
CL 


f(a) = a (0 ) Ge 十 
一 人 (BT 十 CR to" ?+ +ar 
= (gt tan ad LT 十 十 ao) 
= (人 fm) =0 
因此 ae" 是 j(x) 的 根 。 同 理 可 得 


fear y= (fiar)) =0 


far ) = (far" t=0 


所 以 gr?，…，a? 也 都 是 jz 的 根 。 
3 解 因为 4=2， 所 以 4 元 有 限 域 的 特征 数 为 2 ， 是 
Za: 的 二 次 入 张 。 
考虑 Za = {0,1} 上 的 二 次 多 项 式 
DX) = x +x+1 
由 于 0, 1 都 不 基 g(x 的 根 ， 则 p(x) 是 Z, 上 的 不 可 约 多 项 
式 ， 由 3 3 定理 3 ， 存 在 Zz 的 单纯 代数 扩张 
下 = 工 : (0) 
其 中 a 在 Z ,上 的 最 小 多 项 式 为 pt) =x*+x+1。 因 (F/23) = 
2 ， 则 三 的 元 素 个 数 为 22= 4， 
下 的 任 一 元 未 可 表 为 
rt+h, ob ee 
a ，b 各 有 两 称 取 法 ， 于 是 下 的 四 个 元 素 基 ; 0,1,， a,，&+1。 
其 如 法 表 和 乘法 表 如 下 ， 


十 | 0 1 & oa+i , 0 1 ga+l] 
i | 
| 

性 站 +1 0 1 人 0 a ge+l 1 
i 

+1 Oatll a 


“tl etle 1 0 7 


465 


4 证 由 $1 习题 1 的 证 明 得 知 ， vaEE,， 存在 gEE 
使 得 
t=a’ 
即 E 中 大 在 & 的 pp 次 方 根 . 
假设 a, bE E 都 是 & 的 5 次 方 根 ， 
在 三 人 =b’ 
则 a -b=0, (a-D)?=0, a-b=0, ga=b, 下 # 往 EE 中 的 
DP 次 方 根 是 肉 一 的 。 
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